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CHAPITRE

Révision de MPSI : Décomposition en éléments simples

1 Décomposition en éléments simples

3 Partie entiére
Définition - Propriété

Soit F € IK(X). On note IK™ (X) = {F € K(X) | degF < 0}. Il existe un unique couple
(Q,G) e K[X] x K™ (X) tel que F = Q+G. Q est appelé partie entiére de F.

Remarques

R1— La partie entiére est le quotient de la division euclidienne du numérateur par la dénomina-
teur.

R2— C’est I'analogue de la partie entiére sur Q.

R3— SidegF <0, alors sa partie entiére est nulle.

R4 — Si F € K[X], sa partie entiere est F elle-méme.
R5— IK[X] et K™ (X) sont supplémentaires dans K(X).

Q Décomposition en éléments simples dans C(X)

Théoréme : Décomposition en éléments simples dans C(X)

A
Soit F € C(X), F = E sous forme irréductible, a;,...,a, pdles de F d’ordre

miy,....,my F= et Q € C[X] la partie entiere de F.
n

[T&X-an™
k=1
Alors il existe une unique famille (A, ;) \<i<, denombrescomplexes telle que
1< j<my
A A A A
F= + L1 I oao # coodb n,1 4L oaodL My
~~ X-m (X—ap)™ X—ap (X —ay)mn

~ "

~~
partie polaire associée a ay

partie entiére - — —
partie polaire associée a ap,

Remarque

1
Les ——— pour a€ C et ne IN* forment une base de C™ (X).
X-a)?

Propriété : Partie polaire relative a un péle simple

avec A € C la partie

A A
Si a pdle simple de F = 3 sous forme irréductible, X

polaire associée a a. Alors F = avec By (a) #0 et

(X—a)By
— Ala) Ala)
A=[(X-a)F = =—,
(X-a)Flle) = o=n =50
Exemples : Le « cache »

1 1/3 —1/3

E1— F= = + .

X-DX+2) X-1 X+2

1 n—1 /’Lk

E2— Tres classique : F = avec, en utilisant la deuxiéme formule,

X"-1 Do X-og

n-1

2ikn 1 wi/n

wr=en et =

-1 n X"-1 [y X-wg

Propriété : Partie polaire relative a un pole d’ordre > 2

A
Sia pble d’ordre m > 2 de F = 3 sous forme irréductible,

A A A Am
F=—= =] + e+ +G
B X-a)"By X-a (X=—a)ym

ou By (@) #0 et a n'est pas pble de G.
S A A
Alors A = [(X=@)7F)(@) = &) m

etF
au plus m—1 ce qui permet de réitérer le processus.

T “X—a admet « comme péle d’ordre
1(a =@
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Remarque

Lorsqu'il reste peu de ccefficients a calculer, on essaye plutét d’évaluer la fraction rationnelle
en des points bien choisis ou utiliser des méthodes d’analyse réelle (limite en co de x" F(x)...)

Exemple

2X+1 2X+1 a 3 b
= = =0+ =+ 4P =0
X3-2X2+X (X-1)2X X-1 x-1)2 X

. 5 b
Evaluationen 2 : 5 =a+3+§ et limite de xF(x) en +oo:0=a+bdoua=-1etb=1.

Remarque
Exploiter la parité !

Exemple
X a b c d 1/4 1/4
= = + + + = -
(X2—1)2 (X-1)2 X-1 (X+1)2 X+1 (X-1D2  (X+D?
1
F(X) = —=F(-X) donc par unicité, b = d et ¢ = —a avec a = 7 par le «cache », et
xF(x) P 0=b+d=2bdonc b=d=0.

G Décomposition en éléments simples dans R(X)

Théoreme : Décomposition en éléments simples dans R(X)

A
Soit F e R(X), F = 3 sous forme irréductible, avec la décomposition de B en

A
facteur irréductibles dans R : F = 5 etQeR[X] la
1‘[ (X - xk)’"kl'[ 24 piX+qi)"
k= i=1

partie entiére de F.

Alors il existe duniques familles (Arj) |\ _, _ . (tie) | cic, ©
1<j<my 1<0< n
(vie) \<;c. denombres réels tels que
U élément simple élément simple
1<0<n; de 1° espece de 2¢ espéce
Lol Ak . O HieX+Vig
F= \Q,a * Z (X—x )] Z X2 X
=1 | j=1 k i=1 | =1 + +
partie entiére k J ! ( pi 6]1)
partie polaire associée a xi partie polaire associée a X2+ p; X+q;

Remarques

R1- Les ry2r pour ae R et ne IN* etles (X2+plX+q)” et (X2+p)§(+q)" pour p,q € R tels

que p2 <4q et ne IN* forment une base de R~ (X).

R2— Les méthode vues dans C s’appliquent pour les poles réels. Pour les u et v, on peut
appliquer la méthode « du cache » en a racine complexe de X2 + pX+q.
On peut aussi décomposer dans C et rassembler les pdles complexes non réels et leur

conjugué. Lécriture F = F et I'unicité des coefficients donne des relations entre ceux-ci
(comme avec la parité).

Exemples
=1 1 =1 . . . o
E1— F= =l-—+ soit directement, en évaluant en i, soit en passant par C.
X3+X X X2+1
2X? 2 2 >
E2— F= = = en posant Y = X“ ou avec du £2.

xX2+13 (x2+1)2 (x2+1)°

° Décomposition en éléments simples de P'/P

Propriété : Décomposition en éléments simples de P’/ P

p
Soit P € IK[X] scindé, P = A H (X — x1)"™. Alors la décomposition en éléments
k=1
P’ P L m
simples de — est donnée par — = Z k_
P P =1 X — X

n
Variante : siP =1 ]_[ (X — yx) ou les yi sont les racines comptées avec multipli-
k=1
P’ & 1
cité, alors — = ) .
P 3 Xk

Remarque

_— e P! R .
En considérant les ordres, on voit facilement que 7 n’a que des poles simples.

Exemple
1 n2n! "
Y —=—.——avecP=X"-
0T, 2-w 271
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