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— CHAPITRE XXII

Calcul différentiel

Extrait du programme officiel :

Lobjectif de ce chapitre est de présenter les premiéres notions de calcul différentiel dans le cadre des espaces vectoriels normés de dimension finie sur RR..

Ce chapitre fait intervenir a la fois des aspects intrinseques et calculatoires, permettant ainsi de développer la compétence « Représenter ».

La différentielle d’une application en un point est introduite a I'aide d’un développement limité. De nombreuses questions se ramenent, via la paramétrisation

de chemins, a des énoncés relatifs aux fonctions d’une variable réelle. En particulier, les dérivées partielles fournissent un outil de calcul dans le cas ot I'espace

de départ est muni d’une base.

Les fonctions considérées dans ce chapitre sont définies sur un ouvert d’'un RR-espace vectoriel normé de dimension finie et a valeurs dans un R-espace

vectoriel normé de dimension finie. Le choix d’une base de I'espace d’arrivée permet de se ramener au cas des fonctions a valeurs réelles.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de I'application f au point a selon le vecteur v.

Dérivées partielles dans une base.

Notations Dy, f(a), Dy f.

Notations %(d), 0;f(a.

1
Lorsqu’'une base de E est fixée, l'identification entre f(x) et f(x1,...,x5) est
autorisée.

b) Différentielle

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a et dérivable en a selon
tout vecteur.

Différentielle de f en a, encore appelée application linéaire tangente a f en
a.
Relation df(a)-v=Dy f(a).

Application différentiable sur un ouvert Q. Différentielle sur Q.
Cas particuliers : application constante, restriction a un ouvert d’'une applica-
tion linéaire.

Lien entre différentielle et dérivées partielles.
Matrice de df(a) dans un couple de bases. Matrice jacobienne d'une appli-
cation définie sur un ouvert de R” & valeurs dans R".

Cas des fonctions d’'une variable : si Q est un intervalle ouvert de R, la
différentiabilité de f en a équivaut a la dérivabilité de f en a; relation
fllay=df(a)-1.

Notation o(h). Développement limité a I'ordre 1.

Notations df(a), df(a) - v.

Notation df.

c) Opérations sur les applications différentiables

Différentielle d'une combinaison linéaire d’applications différentiables, de
B(f, g) ou B est bilinéaire et f et g sont deux applications différentiables.

Différentielle d’'une composée d’'applications différentiables.
Dérivée le long d’'un arc : si y est une application définie sur l'intervalle I de R,

dérivable en ¢, si f est différentiable en y (1), alors (foy) (1) = df(y(£)-y' (2).

Dérivées partielles d'une composée d’applications différentiables.

On utilise I'existence d’'un réel positif C tel que, pour tout (u,v), on ait
[IB(u, v)|| < Cllull llvll. Tout développement sur les applications bilinéaires
continues est hors programme.

Interprétation géométrique en termes de tangentes.
Cas particulier fondamental : y(t) = x + th.
Dérivation de t — f(x1(1),...,xn(1)).

Régle de la chaine : «calcul des dérivées
U1y um) = fx1 (U, um), . Xn (U, .., um)).

partielles  de

d) Cas des applications numériques

Si I'espace E est euclidien, gradient en a d’une application numérique diffé-
rentiable en a. Expression du gradient en base orthonormée.

Point critique d’'une application différentiable.

Le théoreme de représentation des formes linéaires dans un espace euclidien
est établi a ce stade.

Notation V f(a).

Interprétation géométrique du gradient : si Vf(a) #0, il est colinéaire et de
méme sens que le vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a est
maximale.
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CONTENUS

Condition nécessaire d’existence d’un extremum local.
Exemples de recherche d’extremums globaux.

CAPACITES & COMMENTAIRES

e) Vecteurs tangents a une partie d’'un espace normé de dimension finie

Si X est une partie de E et x un point de X, un vecteur v de E est tangent a
X en x s'il existe € > 0 et un arc y défini sur ] — ¢, &[ dérivable en 0 & valeurs
dans X, tels que y(0) = x,7'(0) = v.

Cas ol E = R3 et ol X est le graphe d’une fonction f différentiable sur un
ouvert de R2.

Si f est une fonction a valeurs réelles définie et différentiable sur un ouvert
de 'espace euclidien E, si X est une ligne de niveau de f, alors les vecteurs
tangents a X au point x de X sont orthogonaux au gradient de f en x.

Plan affine tangent a une surface d’équation z = f(x,y) : équation carté-
sienne.

Le théoreme des fonctions implicites est hors programme.
< PC : électrostatique.

f) Applications de classe ¢!
Une application f est dite de classe %! sur un ouvert Q si elle est différen-
tiable sur Q et si df est continue sur Q.

Lapplication f est de classe €1 sur Q si et seulement si les dérivées par-
tielles relativement & une base de E existent en tout point de Q et sont
continues sur Q.

Opérations algébriques sur les applications de classe €1.

Si f est une application de classe ¢! de Q dans F, si 7y est une application
de classe ¢! de [0,1] dans Q, si y(0) = a,y(1) = b, alors :

1
Fb) - f(a) = fo df () -y (ndt.

Si Q est connexe par arcs, caractérisation des fonctions constantes sur Q.

Démonstration non exigible.

£ PC : circulation d’'un champ de vecteurs dérivant d’un potentiel.

Démonstration pour Q convexe.

g) Applications de classe &k

Dérivées partielles d’ordre k.

Une application est dite de classe €% sur un ouvert Q si ses dérivées
partielles d’ordre k existent et sont continues sur Q.

Théoreme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de classe &k, Composition
d’applications de classe &k,

Exemples d’équations aux dérivées partielles du premier et du second ordre.

ok f

Notations ——— ,
ale . ..ale

0j,...0j, f.
La notion de différentielle seconde est hors programme.
< PC : laplacien.

Démonstration non exigible.

Démonstrations non exigibles.

Les étudiants doivent étre capables d'utiliser un changement de variables
dans les deux cas suivants : transformation affine, passage en coordonnées
polaires. Lutilisation de tout autre changement de variables suppose une
indication.

La notion de difféomorphisme étant hors programme, I'expression des solu-
tions en fonction des variables initiales n’est pas un attendu.

£ PC : équation de la diffusion thermique, équation de propagation.
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Plan du cours

XXIl CALCUL DIFFERENTIEL

I  Dérivées partielles 3
1 Compléments sur la continuité des fonctions de variable vectorielle . . . . . . ... .. ... ... ... ... . 3
2 Dérivées partielles . . . . . . 4
3 Fonctionsdeclasse €1 . . . . . .. 6
4  Fonctionsdeclasse €F . . . . ... 10
Il Applications 12
1 EXtremums . . . . e 12
2 Equations aux dérivées partielles . . . . . . . . ... 13
Il Différentielle 14
1 Différentielle enunpoint . . . . . . L 14
2 Casparticuliers . . . . . . 15
3 Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles . . . . . . . . . 16
4  Lien entre différentielle et dérivées partielles . . . . . . . . . .. 17
5 Matrice jacobienne . . . . . . L 18
IV Opérations sur les différentielles 18
1 Combinaisons liN€aires . . . . . . . . . . 18
2 Image par une application bilinéaire . . . . . . . . L 18
3 Composition . . . . . 19
V Classe ¢! 20
VI Gradient et points critiques 21
VIl Géométrie différentielle 22

Dans tout le chapitre, E et F désignent des IR-espaces vectoriels normés de dimension finie nulle, 22 désigne un ouvert de E.

| DERIVEES PARTIELLES

Dans cette partie, % est un ouvert non vide de R”, ot p € IN*.

1 Compléments sur la continuité des fonctions de variable vectorielle

Remarque

Si f:(x1,...,Xn) ER™ — f(x1,...,xp) € F est une fonction de n variables, la continuité des applications partielles x; — f(x1,...

les x; pour j # i étant fixés) ne garantit pas celle de f.
i J

Exemple

xy .
Fimy) 24y? si (x,y) # (0,0)
, 0 sinon

a des applications partielles x — f(x,0)=0et y— f(0,y) =0
continue en 0, mais est discontinue en (0,0) car f(x,x) #~ 0.

CALCUL DIFFERENTIEL -

-

-4 — 4

PAGE 3



J. LAROCHETTE VERSION DU 3 AVRIL 2021

Lemme : « de partition »

Soit A une partie de E, f: A— F, By, B, deux parties de A telles que By UB, = A, a€ Bin By, { € F.
Si ﬁBl (X) E’ [ etf|32(x) E’ [, alors f(X) E’ /l.
En particulier, si a€ A, f est continue en a.

Exemple

(1+x%)siny siy£0
[y y ’
1+x2 sinon.

est continue sur R2.

2 Dérivées partielles

9 est toujours un ouvert de IRP.

Définition
Soit f: % — R une fonction, a = (ay,...,ap) €%, j € [1,p]. On appelle je application partielle de f en a I'application
t— flay,...,a;j-1,t,aj11,...,ap).

Remarque
Le domaine de définition d’'une application partielle peut étre compliqué, mais c’est toujours un ouvert de R.

Définition : Dérivées partielles
Soit f: % — R, a=(ay,...,ap) €%, j€[1,p]. On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe, la dérivée

0
de la je application partielle de f en a. On note 0; f(a) = a—j(a) le nombre dérivé en ce point.
J

0
On appelle je dérivée partielle la fonction définie sur % par a — %(a).
J

Remarques

R1— Comme on en a déja I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient a fixer les coordonnées selon tous les autres vecteurs de
bases et dériver par rapport a la seule variable x;.

) (ay,...,aij_1,t,ajyy,...,an) — f(ay,...,an)
—f(u): lim f -1 j+1 n)—f n
0x; t—aj t-aj
- . R e OF L Of
R2— Engénéral, p =2 ou 3. Si p =2, par exemple, on note plutét f(x,y) que f(x1,x2). On notera alors volontiers 3x et E les deux

dérivées partielles selon la PREMIERE ou la DEUXIEME variable. En mathématiques, on dérive selon une position et non « par
rapport a une variable », dont le nom n’'importe pas.

Exemple
f:(yx)— xyz.
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Exemple

Dérivées partielles en tout point de

2

Xy
f:xy)eR?— x2+y4
0 sinon

si (x,y) #(0,0)

Les application partielles x — f(x,0) et y — f(0,y) sont-
elles continues en 0?
[ est-elle continue en (0,0) ?

Remarque

Et donc Al‘existence de dérivées partielles n'implique pas la continuité !

Définition : Extension aux fonctions a valeurs vectorielles

Soit % ouvert de R” et f:%% — R". On note f = (f1,..., fn) : fi estla i® composante de f.
On dit que f admet des dérivées partielles en a € % si chacune des f; admet une dérivée partielle en a.

0 0 0
On appelle alors dérivée partielle de f en a le vecteur —f(a) = i(a),..., ﬁ(a) .
ij ax]‘ ax]'

Exemple

Dérivées partielles en tout point de
f:(r,0,¢) — (rsinfcos¢, rsinfsing, rcosh).

Définition : Matrice jacobienne

Soit 2 ouvert de R” et f:% — R". On note f = (fi,..., fu)- On appelle, lorsque existe, matrice jacobienne de f en

a la matrice
Jr(a) = %(a)
= 0x; 1<i<n
1<j<p
Remarque
]f(a) E-ﬂn,p(]R,)

Donc si f:RP — IR, c’est une matrice ligne (le gradient V f(a)).
Etsi f:IR — R", c’est une matrice colonne. En fait, Jfla)= f'(a) si on confond n-uplet et vecteur colonne.

Exemples
E1— Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées polaires : f: (r,0) — (r cos6,rsinf).
E2— Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées cylindriques : f : (1,0, z) — (r cos@,rsin#, z).

E3— Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées sphériques : [ : (r,0,¢) — (rsin@cos¢, rsinfsin, r cos0).
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3 Fonctions de classe ¢!

Définition

Soit f: % — R". On dit que f est de classe €' sur % lorsqu’en tout point de %, les dérivées partielles de f existent,
et que ces dérivées partielles sont continues.
On note €' (%,R") 'ensemble de ces fonctions.

On note f = (fi,..., ). Alors f est de classe €' si et seulement si chacune des f; l'est.

Pour tout n€ IN, €' (%,R™) est un R-espace vectoriel et €' (%, R) est une R-algébre.

Remarques

R1— |l suffit donc de travailler sur les fonction f: % — R.

R2— On rappelle que I'on note, pour f: E— F, f(h) = N o0 (h) lorsque

—

Iram|s= 2%, (1hlE),

autrement dit lorsque

ool
Iklg  h—og

Cela revient aussi a écrire que
f) =Ihlgeh)
ou
e(h)

0F.
h—og ©

Comme on travaille en dimension finie, n'importe quelle norme convient.

Théoréme
Soit f:%% — R de classe €' etac . Pour tout h € RP telque a+heu,
0 0
f(a+h)=f(a)+hla—fl(a)+---+h,,%(a)+h20(h).

Démonstration

Admis provisoirement. |

Corollaire

Une fonction de classe €' est continue.
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Exercice : CCINP 33

On pose : V (x,y) € R®\{(0,0)}, flxy) = adi

et

£(0,0)=0.

- 0.75

 0.50

i . 2 - 0.25

1. Démontrer que f est continue sur R~. L 0.00
—0.25

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en e

tout point de R2.

3. f est-elle de classe C! sur R? ? Justifier.

1. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur 'ouvert R?\ {(0,0)}.

On considére la norme euclidienne sur R? définie par V (x, y) € R?, [|(x, p)ll2 = \/ X2+ 2.
OnaV(x,y) eR? |xI <II(x, Yll2 et Iyl < I1(x, Y2

l1Cx, Y)ll2)?
[x||yl <( li2) =12 ——0.

On en déduit que Y (x, ) € R2\ {(0,0)}, | f(x, y) — £(0,0)| = <
OB Vi SO0 == gemae S Sec o 7—00)

On en déduit que f est continue en (0,0).
Ainsi f est continue sur R2.
2. Par opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles, f admet des dérivées partielles en tout point de 'ouvert
R2\ {(0,0)}.
En (0,0) :
of

1
%in(l) P (f(£,0)- f(0,0)) =0, donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport & sa premiére variable et a(0,0) =0.

1
De méme, }in%); (f(o, 1) —f(0,0)) = 0. Donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport @ sa seconde variable et

0
—f(0,0) =0.
9y
N 1 2 o of of . . 2
3. D’aprés le cours, f estde classe C* sur R” si et seulement si x et @ existent et sont continues sur R“. Or,
) 3
V(x,y) € R\{(0,0)}, a—f(x,y)=y—3.
* (x2+y2)2
of 1 . of 1 of
On remarque que V x>0, — (x,x) = ——. Donc, lim —(x,x) = —— # —(0,0).
e B 2V2 x—»0+0x( ) Zﬁ;é@x( :

0
On en déduit que % n'est pas continue en (0,0). Donc f n'est pas de classe C! sur R2.
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Exercice : CCINP 52
Soit a € R. On considére I'application définie sur R? par

4
y :
foop =i Fryt—zy SEN?O0

a si (x,y) =(0,0).

1
1. Prouver que : V(x,)) €R?, x>+ y> —xy > E(x2 +32).
2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est
bien R2.
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur R?.

3. Dans cette question, on suppose que a =0.

0 0
(a) Justifier I'existence de o et o sur R%\{(0,0)}
0x 0y
et les calculer.

0 0
(b) Justifier I’existence de —f(0,0) et —f(0,0) et
0x oy

donner leur valeur.

(c) f est-elle de classe 1 sur R2?

1 1 1
1. Soit (x,y) € R?. x2+y2—xy—§(x2+y2) = E(x2+y2—2xy) = z(x—y)2 >0.

1
Donc x2 + y? — xy > E(x2 +32).
2. (a) Soit (x,y) € R?.
Daprés 1., x> + 2 —xy=0= x*+ > =0 x=y =0.
Ainsi, f est définie sur R?.
(b) Daprés les théorémes généraux, f est continue sur R*\ {(0,0)}.
2y 2062 + y2)2

D’aprés 1., pour (x,y) # (0,0), 0 < f(x,y) < PR S 2n R

Ainsi, 0< f(x,)) <2(x*>+y%) — 0.

STEN <20 +y ) w00

Or: f est continue en (0,0) < f(x,y) —  f(0,0)=a.
(%,y)—(0,0)

Donc : f est continue en (0,0) <= a =0.
Conclusion : f est continue sur R? < a = 0.

3. (a) D’aprés les théorémes généraux, f est de classe ¢! sur Rz\{(0,0)}.

of -yt 2x-y) of 2y° —3xy* +4x2y3
V(x, 1) eR2\{(0,0)), =L (x,y) = —2—7 P ot Ly =L 222 TRV
() €REA{(O,00}, 27 (%) Rty 6y(x 2 (% +y2 - xy)?
(b) Pour tout x #0, w =0 — 0, donc ﬂ(0,0) existe et Q(O,O) =0.
x-0 x—0 0x 0x
Pour tout y 0, LOV=SCO _ 5 4one 9L (0,0) existe et 2L (0,0) = 0.
-0 y—0 oy oy

of .of

(c

N

0x
Pour cela, il suffit de montrer qu’elles sont continues en (0,0).

V(x,y) e R?\{(0,0)}, on note r = \/x% + y2. On a alors |x| < r et [yl < 7.
De plus, (x,y) — (0,0) < r — 0.

D’aprés 1. et I'inégalité triangulaire,

of of [ytex-yn|  rter+n
—(x,y)—=—(0,0)| <4 <4 =12r — 0.
’6}6 (%, ax( )’ 219272 pl r—
0 0 2y5 —3xy* +4x%y3 2r% +3r5 +4r5
’—f(x,y)——f(o,m‘<4| yodayi | awdesrear o
ay oy (x2 +y2)2 rt r—0
0 0
Donc —f et —f sont continues en (0,0) et par suite sur R2.
0x 0y

Ainsi, f est de classe ¢! sur R?.

CALCUL DIFFERENTIEL - PAGE 8

Pour montrer que f est de classe <" sur R?, montrons que — et 3 sont continues sur R.



J. LAROCHETTE VERSION DU 3 AVRIL 2021

Propriété : Regle de la chaine

Soient %,V deux ouverts respectifs de R et R" et ae . Soient f:% — V et g:V — R deux fonctions de classe
€. Alors go f=go(fi,..., f) estde classe €' et pour j € [1,p],

d(gef) - fk
ox; (a )—k;ay (flany ( )
0
ou I'on a choisi de noter plutét % la ke dérivée partielle de g. Notation non ambigué :
k
n
di(goP@=Y [org] (f@) [0 fi] @
k=1
Démonstration
Admis provisoirement. |

Exercice : Changement de variable et gradient en polaire

— R
(r,0) —  f(rcos@,rsinf)

Soit % = R?\{(0,0)}, V =0, +oo[xR, f € €' (%,R), g , 1i(0) = (cosH,sind) et v(0) = it' (6).

1. Montrer que g est de classe ¢! sur V.

2. Si (,0) € V, on note x = rcosf et y = rsinf. Exprimer les dérivées partielles de g en (,0) en fonction des dérivées
partielles de f en (x, y).

0 0
3. Exprimer le gradient (—f(x, V), =— f (x y)) dans la base (ii(0), 7(0)) en fonction des dérivées partielles de g en (7,0).
1. Facile.

0 0
2. a—g(r,e):cos@ﬂ(x,y)+sin0%(x,y). et g—g(r,e):—rsin@a—];(x,y)+rcos@%(x,y).

of . ., 9f )_ 2o+ 198 o5
( (x,y), (xy) r(r,G)u(0)+rag(r,9)v(9).

w

Cas particulier : important

Siy:R3 et f:R® — R sont de classe €*, en notant, pour t € R, y(t) = (x(1), y(1), z(1)),

(foy) (1) =x"(2) f(}’(t))+y(t) f(}’(t))+z (1) f(}’(t))

Corollaire

Soient %,V deux ouverts respectifs de RP etR" et a€ . Soient f:% — V et g:V — R deux fonctions de classe
@'. Alors go f est de classe €' et pour j € [1,p] et ¢ € [1,4],

a(grof) a(go e agr 0 fx
(a) = (a) = (f(a ))—( )
0x; 0x; k; 0y f
En particulier,
Jgor(@) = Jg(f(a)]r(a).
Exercice

Calculer les dérivées partielles de : (x,y) — g(x+ y, xy) par la régle de la chaine puis par les matrices jacobiennes.

Exercice
Calculer la dérivée de g: t — f(tay,...,tay) ou fe €' (RP,R) et a=(aj,...,an) € RP.
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4 Fonctions de classe €*

Définition : Dérivées partielles d’ordre supérieur

0
Soit % ouvert de RP, f:% — RR". On appelle dérivée partielle d’ordre k € IN*, une dérivée % ou ¢ est une dérivée
J

partielle d’ordre k—1 de f. Les dérivées partielles d’ordre k sont de la forme
e 3 ) )
0x;, \0x;,_, 0x;, \0x;,

aik”'ailf ou il,...,ik € [[l,p]].

6k

note — 21

ax,-k oo axil
Définition

Soit k € IN*, % ouvert de R”, f:% — R". On dit que f est de classe ¢* si toutes ses dérivées partielles d’ordre k

existent et sont continues.
On dit que f est de classe € si elle est de classe % pour tout k € IN.

On note f = (fi,..., fn), k€ NU {+oc}. Alors f est de classe €* si et seulement si chacune des f; I'est.

Théoréme : de Schwarz

Soit % ouvert de RP, f:% — R” de classe €>.
Alors, pour tout i, j € [1, p] tel que i # j,

>f >f

axiaxj - axjaxi '

Démonstration

Non exigible.

Exercice : CCINP 57

1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la défi-
nition de la continuité de f en (0,0).

(b) Donner la définition de «f différentiable en
(0,0)».

2. On considére I'application définie sur R? par
22

Pt/
flx,y= yx2+y2
0 si(x,y) =(0,0)

si(x,y) # (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R2.

(b) Montrer que f est de classe ¢! sur R?.

1. (a) f estcontinueen (0,0) < Ye>0,Ia>0/V(x,p) eRZ, |(x, 1) <a=>|f(x,y) - f(0,0) <e.
|-l désigne une norme quelconque sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes sur R% (espace de dimension finie) .
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(b) f est différentiable en (0,0) < 3L€ f%(Rz,R)/ au voisinage de (0,0), f(x,y) = f(0,0) + L(x, y) + o(ll(x, ).

Remarque : Comme R? est de dimension finie, si L € £ (R%,R) alors L € Ly (R?,R).

2. Onnotera |.|| la norme euclidienne usuelle sur RZ.
On remarque que Y (x,y) € R?, |x| < [|(x, )]l et Iy < 16 )1 ().

@ (x,) — x®+y? et (x,y) — xy(x% - y?) sont continues sur R%\{(0,0)} et (x, y) — x% + y* ne s’'annule pas sur R2\{(0,0)} donc,
f est continue sur R2\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :

On a, en utilisant (*) et I'inégalité triangulaire, | f(x,y) — f(0,0)| = <lxllyl < lx, y)||2.

x27 2
VT
Donc f est continue en (0,0).
(b) f estde classe €' sur R? si et seulement si f et f existent sur R et sont continues sur RZ.
f admet des dérivées partielles sur Rz\{(0,0)} et elles sont continues sur R2\{(0,0)}.

f x4y+4x2y3—y5 of )cs—4x?’yz—xy4

2 — *k
De plus, V (x, y) e R —{(0,0)}, (x V)= 21y et a—y(x,y) = 27 9272 (**)

Existence des dérivées parhelles en (0,0) :
R*, flx, 0) £(0,0) f(x,0)-£(0,0)
=0 0

Vxe =0; donc 2L(0,0) existe et 2 (0,0) =

fO,y- f(OO)
7=

=0, donc hn%)
R*, f(Oy) f(00)

=0, donc hm =0;donc 0f (0,0) existe et f(O 0) =
y—>

Continuité des dérivées partlelles en (0,0) :

De méme, Vye

D'aprés (*) et (**), V¥ (x, y) € RZ\{(0,0)},

af 6||(x,y)||5 of ‘ 6l (x, YII°
—— =6ll(x, Pl et | == (x, )| < ——=— =6 (x, ).
' STe ,f)||4 ayf ay Iy PIE afy
D li g == (0, li ) ==(0,0).
onc - )1m(0 0) x (x,y) = = 5% (0,0) et (x,y)lm( o 3y (x,y) = =3y 0,0)

Donc 6§ et f sont continues en (0,0).

Conclusion : % et g—’; existent et sont continues sur [Rz, donc f est de classe c! sur R?.

Exercice

Lintérét de la fonction de I’exercice précédent (due a Péano) est d’étre un contre-exemple au théoréeme de Schwarz.
52 52
of (0,0) et —— o f

Icul
Cacuera dy dy9x

(0,0). Qu’en conclut-on ?

On trouve, en calculant les applications partielles, ou en prenant directement les taux d’accroissements, —1 et 1.
On en déduit que f n'est pas de classe €?2.

Soit k € IN U {+00}.
(i) Toute combinaison linéaire, toute composée, tout produit, tout quotient de fonctions de classe €* I'est encore.
(i) SiB:R™ xR —R", bilinéaire, f:% —R"™ etg:% — R de classe ¢* alors B(f, g) est de classe €*.
(iii) Toute fonction polynomiale a n variable est de classe €*° sur R".

(iv) Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions polynomiales) est de classe €°° sur son domaine de définition.

Démonstration

Non exigible. 0
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Il ApPLICATIONS

9 désigne toujours un ouvert de R”.

1 Extremums
Définition : Extremum
Soit A une partie de R?, ap€ A, f: A— R.

(i) Onditque f présente en ay; un maximum (respectivement minimum) local s'il existe r > 0 tel que pour tout a € B(ay, 1),
f(a) < f(ap) (respectivement f(a) > f(ap)).

(i) Ondit que f présente un maximum (respectivement minimum) global si cette inégalité est en fait valable pour tout
ac A.

Définition : Vecteur gradient

Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en a € %. On appelle gradient de f en a le vecteur

— orad — 6_f ﬁ p
Vf(a)=grad f(a) = ax1(a),...,axp(a) e R”.

Lorsque V f(a) =0, on dit que a est un point critique de f.

Propriété : Condition nécessaire d’extremum local

Soit % ouvert (treés important!) de RP, ae€ %, f:%% — R admettant des dérivées partielles en a.

Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f, c’est-a-dire que toutes les dérivées partielles
de f en a sont nulles.

La réciproque est fausse, et un contre-exemple est appelé point selle ou point col.

Démonstration

Il suffit d’appliquer, pour tout i, la propriété connue a la fonction numérique ¢t — f(a,...,,a;—1,t,aj+1,...,an) qui admet un extremum
en a;. |

Exemple

frloy—x2—y?

présente un point selle en (0,0).
La surface porte le doux nom de paraboloide hyperbo-
lique.

Le seul point critique est (0,0) et f(x,0) >0, f(0,y) <O.

f! Méthode : Recherche d’extremum

(i) Soit f:%% — R admettant des dérivées partielles sur % . Pour déterminer des extremums locaux de f on cherche ses points
critiques.

Puis, pour chaque point critique a, on étudie f(a+ h)— f(a) pour h proche de 0. Comme a est un point critique, les termes obtenus
dans la différence sont au moins d’ordre 2.

(i) Si % n’est pas un ouvert, on le décompose en son intérieur (ouvert) et son bord. Sur le bord, on étudie « a la main », en général a
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I'aide d’'un paramétrage du bord.

(i) Si f:K— 1R ou K est un compact, on est assuré de I'existence d’'un minimum et d’'un maximum globaux. On les cherche comme
dans la méthode précédente.

Exercice
Déterminer les extremums de
4

f:(x,y)e]RZHyz—xz-r%.

On trouve trois points critiques : (+1,0) et (0,0).
(0,0) est un point selle en regardant f(x,0) et f(0,¥).
2

(+1,0) : minimum global. f(1+ h,k) = k% + %(h +2)2.

Exercice
Soit
f:y (—:Rz»—»x2+xy2

Kz{(x,y)EIE{%r, x+y<l}

Montrer que f atteint un minimum et un maximum sur
K et trouver tous les points en lesquels ils sont atteints.

K est fermé borné en dimension finie donc compact.

Donc f atteint un minimum et un maximum sur K.

Sur K, il n’y a qu’un point critique (0,0) ¢ K qui est exclu
d’emblée.

On parametre les trois c6tés du bord, et on trouve que le
maximum est 1 atteint en (1,0) , et le minimum est 0 atteint en
tout (0, 1).

2 Equations aux dérivées partielles

Exemples : fondamentaux
0 _
E1— Résoudre %(x, y) =0dans ¢! (%,R) ol % = R? puis R?\ {(0,0)} puis R\ B(0,1).
0
E2— Résoudre a—i(x, y) = g(x) dans ¢! (R?,R) ot he €(R).

0
E3— Résoudre a—];(x, y) = g(y) dans €' (R%,R) ot he €(R).

02
E4— Résoudre a—’;(x,y) =0 dans ¢? (R? R).
X

2

o°f (x,) =0 dans €2 (R?,R).

E5 — Résoud
ésoudre axdy

fg Méthode

« Savoir résoudre les EDP fondamentales auxquelles on se raméne systématiquement :

of Ly O of . T
ox 0 ox (x,y) = g(x) ox (x,)=8) ox2 (x,y)=0 Ty

(x,y)=0
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o Dans la pratique, on s’y raméne via un changement de variables (i, v) = ¢(x, y), en écrivant f(x, y) = g(u, v) et en remplacant
soit (x, y) en fonction de (u, v), soit (u, v) en fonction de (x, y).

« La changement de variable doit &tre bijectif, entre deux ouverts et régulier (classe € ou 62 suivant I'ordre de I’équation.)

» S'il nest pas donné, il doit étre affine ou polaire.

» Appliquer la régle de la chaine (ou utiliser des matrices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f en fonction de celle de g
ou l'inverse, et simplifier 'EDP.

Exercice

0 0
Résoudre 2% X,y - % (x,y) =0 sur ¢! (R?) a I'aide du changement de variable (1, v) = ¢(x,y) = (x + y, x +2¥), en vérifiant

que ¢ est une bijection de R? sur R2.

La matrice du changement de variable est inversible.
Solutions : f: (x,y) — g(x+2y) oll g € €1 (R).

Exercice

of of

Soient a,b € R. Résoudre aa(x, »+ ba(x, y) =0 sur ¢! (R?) a l'aide du changement de variable affine.

Exercice
Résoudre I’équation des cordes vibrantes

sur €2 (R?).

Exercice
Soit 7 =]0, +oo[x ] —g, g[ et ¢ : V — R? défini par ¢(r,0) = (r cos8, sind).

Déterminer un ouvert % de R? tel que ¢ soit une bijection de 7 sur 7.

Résoudre of of
ya(x,y) —xa(x,y) =0
sur €1 (%, R).
U =R} xR.

Solutions : (x,y) — g (x? + %) ot ge €' (RY).

Exercice
A raide du changement de variable (u, v) = (x, %J, résoudre sur €2 (%) ou % =R} xR,

2 ) 3 3 ’ 2 V)=
X P) (x }/) XY y(x y) y ay (x )

Solutions : (x, ) — xg(%) + h(%) ol g, he €2(R}).

i DIFFERENTIELLE

1 Différentielle en un point
Rappel : si I estintervalle de R, f: I — F est dérivable en a € I si et seulement si f admet un développement limité a l'ordre 1 en a si et
seulement si on a un vecteur b € F tel que
fla+h)=f@+hb+ o (h)
h—0R

(et, dans ce cas, b= f'(a)).
Nous allons généraliser cette idée aux fonctions définies sur une espace vectoriel normé de dimension finie E.
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Définition : Application différentiable en un point

Soit f définie sur un ouvert % de E, a valeurs dans F. Soit a un point de %. On dit que f est différentiable en a
lorsqu’il existe une application linéaire ¢, de E dans F telle que, au voisinage de Og,

fla+h)=fla)+¢,(h)+ o (h)
h—0g
ou encore, au voisinage de a,
fx) =f(a)+£a(x—a)+x9a(x—a).

Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique et appelée différentielle de f au point a ou encore application linéaire
tangente a f en a, notée df(a) € Z(E, F). On a donc

f(a+h)=f(cz)+df(a)(h)+ho0 (h)
—VE

Remarques

—  Z(E,F)
R1— Lorsque cela a du sens, on définit donc une application df : appelée différentielle de f.
a — df(a
R2— On note parfois df(a) - h au lieu de df (a)(h).
R3 — Lunicité vient du

Lemme

Sigpe £L(E,F) est telle que ¢p(h) = ho o (h), alors ¢ est I'application nulle.

Démonstration

@(h) = |kl e(h) avec e(h) 0F.

h—0g
Alors pour tout x € E, t € R, to(x) = ¢(1x) = tl x|l e(¢x) donc ¢(x) = [l x|l €(£x) 0 Of.

Donc pour tout x € E, ¢(x) =0F. O

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Démonstration

Par continuité de I'application linéaire en dimension finie (celle de E suffit) d f(a), en passant a la limite dans le développement limité,
fla+h) - fl@ OF. O

h—0g

2 Cas particuliers

Propriété : Cas d’une fonction d’une variable réelle

Dans le cas d’une fonction f: 1 — F, f est dérivable en a si et seulement si elle est différentiable en a.
Dans ce cas, df (a): h— hf'(a) et en particulier f'(a) = df(a)(1).

Propriété : Cas d’une fonction constante

Si f:9% < E — F est constante, elle est différentiable en tout point de % et pour tout a€ %, df (a) =0, F).

Propriété : Cas d’une fonction linéaire

Si f:% c E — F est la restriction a % d’une application linéaire ¢ € £(E, F), elle est différentiable en tout point de 2%
et pour tout a€ %, df (a) = ¢ (et donc df est constante).
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Exercice
-/ﬂn R) — -/ﬂn (R) — n
Montrer que f : est différentiable en toute A€ ./, (R) et calculer df(A).
M —  M?
(A+ H)? = A2 + AH+ HA+ H? avec H— AH + HA linéaire et en choisissant une norme sous-multiplicative (elles sont toutes
HZ
équivalentes), 0 < || H?|| < | H|1> donc H — 0 et H? = o(H). Donc f est différentiable en A et df(A): H— AH + HA.
Exercice
- - g E - R . I -
Montrer que, si E est un espace euclidien f : est différentiable en toute a € E et calculer df (a).

x —  |xI?

la+ ki = |al? +2(alh) + |1 1% avec h — 2(alh) linéaire et || hl|2 = o (k). Donc f est différentiable en a et df(a) : h— 2(alh).

Exercice
- - - - R . I -
Montrer que, si E est un espace euclidien, u € Z(E), f: est différentiable en toute a € E et calculer
x —  (xlu(x)
df(a).

Que se passe-t-il si, de plus, u est symétrique ?

(a+ hlu(a+ h) = (alu(@) + (hlu(a) + (alu(h)) + (hlu(h)) avec h — (hlu(a)) + (alu(h)) linéaire et |(hlu(M)| < IAlllu(h)| par
Cauchy-Schwarz (pour le norme euclidienne associée au produit scalaire) et comme ||u(h) || — 0 par continuité, (h|u(h)) = o (h).

Donc f est différentiable en a et df (a) : h — (hlu(a)) + (alu(h)), ce qui devient 2(u(a)|h) si de plus u est symétrique.

3 Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles
Le fait de travailler sur un ouvert % assure, pour a point de % et v vecteur de E, I'existence d’'un § > 0 (« distance de sécurité ») tel que
pour tout t €] -9,6(, a+ tv e % (on s'éloigne de a dans la direction de v, cela permet de définir I'application ¢ : t — f(a+ tv) d’'une variable
réelle au voisinage de 0.

Définition

On dit que f:% c E — F est dérivable selon le vecteur v € E au point a € %, lorsque ¢ : t — f(a+ tv) est dérivable
en 0.

On note alors D, f(a) = ¢'(0) = }:lné w €

1,

Exemple
2

La fonction f: (x,y) e R? — - si (x,y) # (0,0) et (0,0) sinon admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0) et si v = (a,f) :
53

2+y4
'32
D, f((0,0)) =0sia=0et ; sia#0.

Définition : Dérivées partielles

Soient B = (ey,...,ep) unebase de E, f: % cE—F, ac, je[1,p].
On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe, la dérivée de f selon le vecteur e; de base en a :
of

i f(a)= a—xj(a) =D, f(@) €F.

Remarques

R1— Les dérivées partielles vues pour les fonctions définies sur un ouvert de R sont les dérivées partielles dans la base canonique
de R”.
Bien sir la notion générale de dérivée partielle dépend de la base choisie. En ce sens, la notation De].f(u) est la plus précise.
R2— Comme on en a déja I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient a fixer les coordonnées selon tous les autres vecteurs de
bases et dériver par rapport a la seule variable x;. : en effet, en dérive

p:t— fla+re))=flarer+---+(aj+ej+---+anen)
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en 0, ce qui revient aussi a dériver
t— flaye; +~--+tej+---+anen)

en aj.

Exemple

Avec f:(x,y) € R — si (x,y) # (0,0) et (0,0) sinon, on voit que Aon peut avoir des dérivées partielles en (0,0) sans avoir

Xy
X% +y?
de dérivée selon certains vecteurs (v = (a, f) € R2, ici).

4 Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:9% — F, ac . Si f est différentiable en a, alors f est dérivable en a selon tout vecteur v € E et
Dyf(a)=df(a)(v).

Démonstration

fla+tv) - f(a)

fla+ tv):f(a)+df(a)(tv)+t00(t) donc ;

Py df(a)(v) par linéarité de df (a). |

Cas particulier

0
Soit f:U —F,ac%, % = (e,...,ep) une base de E. On note % les derivees partielles de f dans la base 2.
i
Si f est différentiable en a, alors pour tout j € [1, p],

of
df(a)(ej) =D, f(a) = aj(a).

Soit B = (ey,...,ep) une base de E, f : % — F, a€ U tel que f est différentiable en a.

p
Alors pour tout vecteur h = Z hjej€E,

j=1
P a
df(@)(h) =) hj—f(a)
=1 0x;
J
E — R
On note dx; : la forme linéaire j¢ coordonnée dans 98. Alors on a
h — h;j
Poof
df(a) = ]ZZI E(ﬂ)dx]
Démonstration
Cest la linéarité de df(a) :
14 p p of
df@| Y hjej| =Y hjdf(@(ej)= Y hj7—(@. O
j=1 j=1 j=1 " 0%j
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5 Matrice jacobienne

Définition : Matrice jacobienne
Soit p=dimE, n=dimF, % ouvertde E et f: E — F différentiable, % = (ey, ..., ep) une base de E et € = (¢1,...,&p)

n
une base de F. On note f'=)_ fi¢;.
i=1

ofi

On appelle matrice jacobienne de f en a dans les bases 8 et € la matrice Jr(a) = (G_(a)) .
2 (i, pe[L,n]x[1,p]

Propriété : Matrice jacobienne et différentielle

J(a) =Matg ¢ (df (@)

Démonstration

0 P of;
df(a)ej) = —f(a) = Z i(a)si permet bien de remplir la j© colonne de J¢(a). |
ey =

IV OPERATIONS SUR LES DIFFERENTIELLES

1 Combinaisons linéaires

Soit% ouvertde E, f,g:% — F différentiables en ac %, A, L€ R.
Alors A f + ug est différentiable et

dAf +ug)(a) = Adf(a) + udg(a).

Démonstration

I suffit de remarquer, par propriétés de la dérivation que Jj r4,g(a) = A ¢(a) + pig(a) et de repasser aux applications linéaires.
Autre possibilité : on ajoute les DLy :

Af(a+h)+ugla+h) =Af(a)+pgla)+Adf(a)(h) + udg(a)(h) +o(h)

avec Adf(a) + pdg(a) linéaire, donc par unicité, A f + ug est différentiable et d(Af + ug)(a) = Adf(a) + udg(a). O

Remarque
f— df estdonc linéaire.

2 Image par une application bilinéaire

Lemme

Si E, F,G espaces vectoriels normés de dimension finie, B : E x F — G une application bilinéaire, alors il existe C € R tel
que pourtoutxe E et y € F,

1B, 1) ¢ < Clixlloo [ 7]

ou les normes infinies sont prises dans des bases 98 et ¢ de E et F. L'équivalence des normes permet de les remplacer
par des normes quelconques (quitte a changer C).

Démonstration

Soit B = (ey,...,e,) une base de E et € = (¢1,...,€m,) une base de F.

n m
B(Z X;eq, Z y]f,‘])
i=1 j=1

G

<Zf|xi|

G i=1j=1

n m
Z Z x,-y]-B(e,-,ej)
i=1j=1

IBx, g =

vil|Beeen| <Clixlloo¥ln
G
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n m
avec Czizzljgl HB(e,;eﬂHG O

Soit% ouvert d’un R-espace vectoriel normé de dimension finie, E, F, G des R-espaces vectoriels normés de dimension
finie, f :% — E et g:% — F des applications différentiables en a€ U et B: E x F — G une fonction bilinéaire.
Alors ¢ : %% — G définie par ¢ : x — B(f(x), g(x)) est différentiable en a et

d¢(a): h— B(df(a)(h),g(a) + B(f(a),dg(a)(h)).

Remarque

Se généralise a des applications multilinéaires.

Démonstration

1re tentative On peut voir le faire avec les dérivées selon les vecteurs. On sait, sous réserve d’existence, que d¢(a)(h) = Dy¢(a). Or

Ppla+th) —¢(@ _ B(flatth) gla+th) -B(f(a) ga@) _ B fla+th) - f(a)
t t t

gla+th)-gla)
t

,gla+th)

+B ( fla,
+th) -
Comme M —df(a)(h), gla+th— gla),
continues en dimension finie, on conclut directement.
En refait en fait la démonstration du résultat déja connu pour les fonctions d’une seule variable.

th) -
g(a+—t)g(a) — dg(a)(h) et comme les applications bilinéaires sont

Le probléme est que I'existence de dérivée selon tout vecteur ne garantit pas la différentiabilité...
2

six#0

On peut par exemple montrer que la fonction f: (x,y) — { X admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0) mais n’est

y sinon
pas continue , et encore moins différentiable (voir TD).

Bonne méthode On utilise les DL; : avec €1 (h) Y 0etex(h) Py 0,
¢la+h) =B(fla+h),gla+m)=B(f(@+df (@) +|hler(h), ga)+dgah) +I|hlez(h)
=B(f(a), g@)+B(df(@h), g@)+B(f(a), dg@h)+yh)
avec h— B(df (@ (h),g(@)+ B(f (@), dg(a)(h)) linéaire et
w(h) = |l B(f(@+df(@h), e2(h)+ kI B(e1(h), g(@ +dg(@ (W) + 1112 B (e1(h), e2(h) +B(df (@) (h), dg(a)(h))
donc

B(df(a)(h), dg(a)(h))
Il

w(h) _
2l

B(f@+df(a)(h), e2(m)+B(e1(h), gla) +dg(@ )+ Ikl Be1(h), e2(h))+

Les trois premiers termes tendent vers 0 lorsque h — 0 par continuité de I'application bilinéaire en dimension finie.

Pour le dernier, on remarque que (x, y) — B(df(a)(x),dg(a)(y)) est bilinéaire, donc on a d’apres le lemme un réel C (on peut par
exemple choisir la norme infinie pour k, car on est en dimension finie) tel que

”B[df(a)(h), dg(a)(h)) “ _[B{df @), dg@t)|g _ Clh|?
G

< =Cllhl — 0.
7l Al [ h—0

Doncw(h)= o 0(h), ce qui permet d’obtenir toute la conclusion.

)

3 Composition

Propriété : Différentielle d’'une composée

Soit% ouvertde E, 7 ouvertde F, f :% — V différentiable en a€ % et g:V — G différentiable en b = f(a).
Alors go f est différentiable en a et
d(ge f)(a) =dg(f(a)edf(a).
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Propriété : Matrice jacobienne d’une composée

En munissant E, F et G de bases, on obtient

Jgor (@) = Jo(f(@) x Jf(a).

Remarque
D’ou la regle de la chaine.

Démonstration

Il suffit de composer les DLy : on écrit, avec €1 (h) vy 0 et e2(k) P 0, et pour simplifier la lecture , les applications linéaires

p=df(a) ety =dg(f(a),
fla+h) = f(a)+¢(h) + |l e (h)

et
g(f(a)+k)=g(f(a)+y(k)+ Ikl ea(k)

puis

gf(a+m)=g|f@+ (@ +hle ()]
—
=g(f(@) +w (e + |kl e1 (W) + @) + |kl e1(B) | €2 (9(h) + [kl €1 (1)
=gof(a)+[yop|(h) +{(h)

Avec ?Thn) =y(e1(h)+ WQ (o) + 1kl €1 ().

@ et y étant linéaires en dimension finie, elles sont continues, donc v (e (7)) ﬁ 0, p(h) ﬁ 0 puis €2 (@) + 1hll €1 (R)) ﬁ 0.

Enfin, ||(p(h) +|" h”” gl(h)” < ”(p;zhl) ” + €1(h) et par continuité de l'application linéaire ¢, on a C € R tel que pour tout h,
e | < CliRll donc W est borné et finalement % ——g 0 Clest-a-dire {(h) =o(h).

Par unicité, on en déduit que go f est différentiable en a et d(go f)(a) =y op =dg(f(a) odf(a). |

Corollaire : Dérivée le long d’un arc

Soit % ouvertde E, f:% — F, I intervalle de R ety : I — % une application dérivable.
On suppose que f est différentiable en y(t) ou t € I. Alors f oy est dérivable en t et

(foy) (1) =df (y (D' ().
En munissant E d’une base, on retrouve I'expression vue avec la régle de la chaine

P )
(fe) =) y;(t)—f(y(t)).
k=1 Oxg

V cLassE ¢!

Définition : Fonctions de classe ¢

f: — F est dite de classe €' lorsque f est différentiable sur % et df : % — £(E, F) est continue.

Toute combinaison linéaire, toute composée d’applications de classe €' I'est encore.
Si B est bilinéaire et f,g sont€*, B(f,g) l'est.
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Soit f : % — F, d’applications coordonnées (fi,..., f,) dans une base de F. f est de classe € si et seulement si

toutes les f; le sont.

Théoréme : Caractérisation avec les dérivées partielles

f estde classe €' si et seulement si, dans une base quelconque de E, toutes les dérivées partielles de f existent et

sont continues.

Démonstration

Non exigible.

Soit f € €Y (U,F), ye €'([0,1],%), a=v(0) et b=7y(1). Alors

1
fb) - f(a)= fo df (y(m) (y' (1) ds.

Démonstration

Onavuque df(y(0)) (' () = (foy)' (1), c’est donc une simple application du théoréme fondamental de I'analyse.

Corollaire : Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs

Si fe €' (U, F) etU est connexe par arcs, alors f est constante si et seulement si df = 0.

Démonstration

Le sens direct a déja été vu.

Pour le sens réciproque, seul le cas convexe est au programme. On suppose donc % convexe et df = 0.

Soient a, b € %, on veut montrer que f(a) = f(b).

Mais on peut relier a et b par un segment inclus dans % par convexité : y: t € [0,1] — ta+ (1 - t)b de classe ¢!
Alors, la propriété précédente donne f(b) — f(a) = 0.

VI GRADIENT ET POINTS CRITIQUES

-~ -

Définition - Propriété : Gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E, f : % — R une fonction différentiable. Alors pour tout a € %, il existe un
unique vecteur noté V f(a) ou grad f(a) et appelé gradient de f en a tel que pour tout h € E, df (a)(h) =Vf(a)-h.

Démonstration

C’est le théoréme de représentation de Riesz : la forme linéaire d f(a) s’écrit x— (b-x) pour un certain vecteur b...

Remarques
R1— On comprend mieux la notation alternative df(a) - h faisant penser a un produit scalaire.

R2— Dans IR? muni du produit scalaire canonique,

of of (L) (m
df (@) =h —=(@+hy—=(a) = of :
0x 0y @(61) hy

On retrouve notre gradient habituel.

Exactement le méme raisonnement (expression du produit scalaire en base orthonormée) donne la propriété suivante.
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Soit E un espace euclidien, %/ un ouvertde E, f :% — R une fonction différentiable. Si I'on fixe une base orthonormée
de E, le coordonnées de V f(a) dans cette base sont

of of
o (@)Y e (@)].

Remarque : Interprétation géométrique

On suppose f différentiable en a et Vf(a) # 0f.
Notons S la spheére unité de E pour la norme ||-[l2. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

VheS, df@h = (Vf@|h) <|(Vf@|h)| <|Vi@]|, IRkl =|Vi@],-

Vf(a)
Ivr@|,
Ainsi le vecteur V f(a) donne la direction et le sens de plus forte variation de la fonction f.

C’est a la base d’algorithmes d’optimisation (descente de gradient), utilisé par exemple en Machine Learning (apprentissage
automatique : intelligence artificielle).

Or ce majorant est atteint pour hg =

Définition : Point critique
Soit f:% — R différentiable.

On dit que a est un point critique de f lorsque df(a) =0.
Si E est euclidien, cela équivaut a Vf(a) = 0.

Propriété : Condition nécessaire d’extremum local

Soit U ouvert (tres important) et f : % — R différentiable en a € % .
Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f, c’est-a-dire df(a) = 0.

Démonstration

Il suffit de revenir aux dérivées partielles.

VIl GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Définition : Vecteur tangent

Si A est une partie de E, a€ A. Un vecteur v € E est dit tangent a A en a lorsqu’il existe e >0 et un arc y:] —¢,e[— A,
dérivable en 0 tel que y(0) = a et y'(0) = v.

Définition : Ligne de niveau

Soit % unouvertde E, f:% — R, 1€ R.
On appelle ligne de niveau A pour f I'ensemble

Ay={xeu, f(x)=A}.

Remarque

Pour une surface z = f(x, ), cela revient a prendre I'intersection de la surface avec le plan horizontal d’équation z = A.

Si E est euclidien, f est différentiable et la ligne de niveau Ay # @ (d’équation f(x,y) = A), alors pour tout a € Ay,
V f(a) est orthogonal a tout vecteur tangent a A en a.
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Démonstration

Si vesttangenta Ay en a,onae>0ety:]—¢,e[— Ay dérivable en 0 tel que y(0) = a et y'(0) = v.
Alors pour tout 7 €] — ¢, [, f(y(£) = A et en dérivant (on peut) en 0, df (y(0)) (Y (0)) = df (@) (v) = Vf(a)- v =0. O

Corollaire

Si f est différentiable sur I'ouvert % de R? a valeurs réelles, € la courbe d’équation f(x,y) = A (dite implicite),
ap = (xo, yo) € % alors siV f(a) #0, c’est un vecteur normal a € en ay.

Remarque
D’ou I'équation de la tangente a € en (xg, yo) :

ﬁ(x )(x—X)+ﬂ(x )(y—=y0)=0
%0 0,Y0 0 3% 0, Yoy =)o) =

Exercice
Retrouver I’équation de la tangente en (xg, yp) a une courbe donnée par une équation (explicite) y = f(x).
On pourra poser F(x,y) =y — f(x).

Soit % ouvert de R?, f:% — R différentiable.
Soit S < R® la surface représentative de f, c’est-a-dire

S={x,y2 eR®| (x,y) e%,z= f(x,y)}.

UxR — R
Soit ¢ :
(x,3,2) — z—-f(xy)
L'ensemble des vecteurs tangents a S en ay = (xo, yo, 20) € S est un plan vectoriel P de vecteur normal V¢(a), donc
d’équation V(a) - (x,y,z) =0.
On appelle espace tangent a S en ay le sous-espace affine ay + P, d’équation V¢(ag) - (a—ag) =0 ot a = (x, y,z) € R3.

Remarque
On retrouve, pour le plan tangent, une équation type « équation de la tangente » :

—zp=(x— )ﬁ( )+ (- )ﬂ( )
Z2—2z0=(X—Xp %0 X0, Y0 y=XYo 3% X0,Y0)-
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