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Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, et si (-|-) un produit scalaire sur E, on

Es paces p ré h i I be rt i ens dit que (E, (1) est un espace euclidien.
ree I S 2 Exemples

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre, souvent notés E, sont des R-espaces vectoriels. o
Sur R”
-~

‘ PRODUIT SCALAIRE ET NORME EUCLIDIENNE Définition - Propriété : Produit scalaire canonique sur R

Pour des vecteurs x et y de R", avec x = (xy,...,x) et y = (y1,..., ¥n), on définit

1 Définition d’un produit scalaire

n
a xly) =) x;y;.
Définition : Produit scalaire 1:21 o
Soit E un RR-espace vectoriel. (-|-) fait de IR un espace euclidien : c’est le produit scalaire canonique sur R”.

On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie-positive.
C’est-a-dire toute application (-|-): E x E— IR telle que

Linéarité a gauche :

-~
Pour tout y € E, lapplication x— (x|y) est lindaire : Définition - Propriété : Produit scalaire canonique sur ./, (RR)
N e V(x1,x2,)) € E3, VAER, (x1+Ax20y) = (x1]y) +Alx2ly). Pour des vecteurs A et B de .4, (IR), on définit
(i) Bilinéarité :
Linéarité a droite : (A|B) =tr(AT x B)

Pour tout x € E, 'application y — (x|y) est linéaire : . . , . . .
(-]-) fait de .4, (IR) un espace euclidien : c’est le produit scalaire canonique sur .4, (R).

V(x,y1,y2) €E3, VAER, (xly1+Ay2) = (xIy1) + Alx|y2).
(i) Symétrie : V (x,y) € E2, (x|y) = (y|x).

Positivité :
VxeE (xx)>0: Q Sur € (la,b],R)
(iii) Définie-positivité : - a

Caractére défini : Définition - Propriété

VxeE, (x|]x)=0=>x=0. . .
Pour des fonctions f et g de € ([a, b],R) ou a < b, on définit

9= s

IR Espace prehilbertien reel, eSpaCEiEEEEE, (--) faitde € ([a, b], R) un espace préhilbertien réel : c’est le produit scalaire canonique

’ b )
Si E est un IR-espace vectoriel, et si (-|-) un produit scalaire sur E, on dit que (E, (:|)) est SUFEA B IES)

un espace préhilbertien réel.
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3 Norme euclidienne
e Définition

Définition : Norme euclidienne

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur x de E, on pose [ x|l = v/(x]x).
Lapplication ||| est appelée norme euclidienne sur E associée au produit scalaire (-[-).

° Identités remarquables et polarisation

Propriété : Identités remarquables

Soit E un espace préhilbertien réel et ||.|| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

. 2 2 2 ” 2 2 2
() [+ ¥ =1x0*+ 261y + |y (i) [ x=y|* = 1x1% = 2ely) + | ]

(i) ||+ y]* + [ x=y|* = 2(11% + | y|*) (1clentité ou paraliéiogramme)

Propriété : Identités de polarisation

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel et |.|| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

. 1 y 1
0 i = (x4 1?) @ a1y =3 (P =1t = )

° Inégalité de Cauchy-Schwarz
Théoréme : Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel. Alors

Vx,yeE, (xy?<nyly) e  VxyeE,

)

x| < x| y|

avec égalité si et seulement si x ety sontliés (i,e. y=0ou3dreR, x=A1y)

° Inégaliteé triangulaire

Propriété : Inégalité de Minkowski

Soit (E,|) un espace préhilbertien réel, de norme euclidienne associée |-||. Alors
Vx,yeE, |x+y| <lxl+|y|

aveg égzlilité si et seulement si x et y sont positivement liés (i.,e. y=0ou3rle Ry /x=Ay)
e plus,
8 vy, [Ixl- [yl | < Jx+ vl < e+ [y]

e Norme sur un R-espace vectoriel

La norme euclidienne associée a un produit scalaire est une norme sur E.

Définition : Distance euclidienne et écart angulaire

Etant donné des vecteurs x et y d’'un espace préhilbertien réel E, on définit :
« la distance euclidienne d(x, ) par d(x,y) = | x— y||,
e si x et y sont non nuls, 'écart angulaire 0 est le réel défini par

(x1y)

0€[0,m] et cosl = ————.
Il |

Définition : Distance a une partie non vide

Si A est une partie non vide de E préhilbertien réel, et x € E, on définit la distance de x a

Apard(x, 4) = inf (d(x,y) = int |+~
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I ORTHOGONALITE

1 Vecteurs orthogonaux

-~ -

Définition : Vecteurs orthogonaux
Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel, x et y des vecteurs de E.

x et y sont dit orthogonaux si et seulement si (x|y) = 0. On écrit parfois x L y.

2 Famille orthonormale
Définition : Familles orthogonale et orthonormale

Soit E un espace préhilbertien réel, (vy,...,vp) € EP.
(v1,...,vp) est une famille orthogonale de E si et seulement si

Vi, je[l,p],aveci#j, (vilvj)=0 (e v;Lvj).
(v1,...,Vp) est une famille orthonormale de £ si et seulement si

Vi, je [[l,pﬂ, (Vi|Uj):5i,j

Propriété

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (en particulier toute famille orthonormale)
d’un espace préhilbertien réel est libre.

Corollaire

Si E est un espace euclidien de dimension n, il n’existe pas de famille orthogonale de
plus de n vecteurs non nuls.

Théoréeme : Théoreme de Pythagore

Soit, dans un espace préhilbertien réel E, une famille orthogonale (v;) B Ona

i€[l,p

p |2 »p ,
2 v =) vl
i=1 i=1

La réciproque est vraie pour deux vecteurs mais fausse en général si p > 3.

3 Ensembles orthogonaux

Définition : Parties orthogonales

Soient (E,| ) un espace préhilbertien réel et A, B des parties non vides de E.
On dit que A est orthogonale a B si et seulement si V (a,b) € Ax B, (alb) =0. On note
ALlB.

Si A, B e P(E)\ {@} sont orthogonales, alors ANB =@ ou AN B ={0g}.

4 Orthogonal d’'un sous-espace

r -

Définition : Orthogonal d’'un sous-espace

Soient (E,| ) un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace vecotiel de E. On définit
'orthogonal de F comme I'ensemble des vecteurs orthogonaux a tout vecteur de F :

Fl={xcE|VyeF (xly)=0}

xEFLc»xEEetVyEF, (xly)=0

(Il est parfois noté F°). Il s’agit de la plus grande partie de E (pour I'inclusion) orthogonale a
E.

Soient (E,| ) préhilbertien réel, et F un sous-espace vectorielde E.
FL estun sous-espace vectoriel de E.

Soit F un sous-espace de E préhilbertien réel.
Si F =Vect A (A engendre F) et si x est un vecteur de E,

xEFL(:VaeA, (xla) =0
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Soit E un espace préhilbertien réel, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
(i) E+=1{0} et{0}t =E.
(i) Fe(FY),
(iii) La somme est directe : F+FL = Fe F- =F® F1,
(iv) SiFc G, alors G- c FL,
v) F+GLt=FnGletFnGLtoFt+Gt.

“l ESPACES OU SOUS-ESPACES EUCLIDIENS

1 Base orthonormale

Théoreme

Tout espace euclidien non réduit a 0 admet une base orthonormale (abrégé en b.o.n.).

On a méme un algorithme permettant de transformer une base en base orthonormale. Découvrons-
le sur un exemple avant de le formaliser :

Définition : Orthonormalisation de Schmidt

Etant donné (E, |) un espace euclidien, et (eq,...,ep) une base de E :
1. Onpose €1 =e;.
2. Par récurrence, pour j > 2, on cherche des réels A tels que le vecteur
j-1
gj=ej+ )" Ak€y soit orthogonal & tous les &; pour i € [1,j—1] :

Vi<j, (eilej)=0.

. € En
3. On normalise les vecteurs : (—1 )
lleyll lenll

On obtient ainsi que (e1,...,€p) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls tels
que pour tout j, Vect(ey, ...,ej) =Vect(ey,...,£j) et la composante sur ej de €j vaut 1.
e £
Onaalors(—l,..., Z
llexll lenl

) estune b.o.n de E.

Corollaire

Tout sous-espace vectoriel non nul d’'un espace euclidien admet une base orthonormale.

Corollaire : Théoréme de la base orthonormale incompléte

Tout famille orthonormale d’un espace euclidien peut étre complétée en une b.o.n. de cet
espace.

2 Coordonnées, produit scalaire et norme en base orthonormale

Soit (E,| ) un espace euclidien et % = (ey,...,en) une base orthonormale de E :

n n
x=) xje;, y=) yiej, X= (f: ) ety = (:yl ) Alors
i=1 i=1 e In

n
Vie[l,n], x;=/(elx) (xly =) xy;=XTxY
i=1

n
Y xF=XTxX d(x,y) =
i=1

lxll =

Soit E euclidien, % et %' des bases orthonormales.
() Sip=P% p~l=pT.
(i) Siue ZL(E), la formule de changement de base s’écrit

Matgg (1) = PT Matg(u) P

(iii) detg B’ = +1 : 1 si elles ont méme orientation, -1 sinon.
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3 Isomorphisme avec le dual

Théoreme : de représentation de Riesz

Soit a € E euclidien et ®, : x € E— (a|x). Alors

E — Z(ER)
v
a — {4

est un isomorphisme.
Ainsi, pour tout forme linéaire ¢ € £ (E,R), il existe un unique élément a € E tel que
¢ =(al).

4 Produit mixte

Soit E euclidien orienté et % est une base orthonormale directe.
detgy ne dépend pas de A.

Définition : Produit mixte

On appelle produit mixte sur E euclidien orienté de dimension n le déterminant de n
vecteurs dans n'importe quelle base orthonormale directe.
On le note [v1,...,v,l, pour vy,..., vy, € E.

Soit E euclidien orienté.

(i) (v1,...,vp)— [v1,...,vy] estune forme n-linéaire alternée sur E.

(ii) Si(ey,...,en) estune bond, [e1,...,en] =1 etsi(ey,...,ey) estune boni, [eq,...,ep]l = —1
(réciproque fausse).

(iii) [v1,...,vn] =0 si et seulement si (vy,...,vy,) estliée.
(iv) Siue L(E), [u(vy),...,u(vy)l =detu x [vy,..., vyl

Soit E euclidien orienté.

(i) SidimE =2, [u, V] représente le volume orienté du parallélogramme construit sur ui et
v.

(i) SidimE =3, [u, U, W] représente le volume orienté du parallélépipéde construit sur i, U
eti.

5 Propriétés de F+
Si F est un sev de dimension finie de E préhilbertien réel, alors
E=FeF'=FOF"

Le sev F1 est alors appelé supplémentaire orthogonal de F, il est unique.

Corollaire

Soit E un espace euclidien, F et G des sous-espaces vectoriels de E.

() dimFt =dimE - dimF (i) F+@Lt=F+tnct
(i) (FY)" =F (iv) FnG)L=Fr+Gt

6 Projections et symétries orthogonales

e Projections orthogonales

Définition : Projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace de E de dimension finie.
On appelle projecteur orthogonal sur F la projection pg sur F parallelement & Fi.
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» preZL(E) et pp = p%

o F=Impp =Ker(pr—idg)
. FL =Kerpp

e Imppr @ Kerpr=E
e VX€E, pp(x)€Fetx—pp(x) e FL.

Propriété : Expression en base orthonormale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E préhilbertien réel, (e, ..., ep)
une base orthonormale de F. Alors

p
VxeE, pp(x) =) (e;lx)e;
i=1

Cas particulier

« Projection orthogonale sur une droite : D = Ra, ot a # 0. Alors (ﬁ a) est une base
orthonormée de D et

pp: X— (Il_tllllulx) (ma) - T|c;||)|cz) “

(Attention & ne pas oublier le ||all?...)
¢ Projection orthogonale sur un hyperplan : H = (Ra)*, ot a # 0.

PH: X— X (alx)a
H- = - — 5 a.
lall?

Propriété : Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, pr
la projection orthogonale sur F. Alors

VxeE, |pr@]| <lxl

Q Symétries orthogonales

Définition : Symétrie orthogonale

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
On appelle symétrie orthogonales par rapport a F, notée sg, la symétrie par rapport a

F, parallélement 3 F-.
Si F est un hyperplan, on parle de réflexion.
Si F est une droite vectorielle, on parle de retournement.

(i) Ker(sp—idg)=F
(i) Ker(sp+idg) = F+
(iii) sposp=idg

ﬁw SFZZZPF“—idE.

(v) SE=PF—PpL

Propriété : Expression d’une réflexion

Soient H est un hyperplan d’'un espace euclidien E et a un vecteur non nul de HL.

VxeE, sgx)=x-2
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7 Distance a un sous-espace

On a vu que si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien réel E, alors, pour tout

x€E,d(x,F) Z)l/glf; d(x,y) :;212 ||x—y||

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, et
x€eE.

Alors la distance de x a F est atteinte en le projeté orthogonal pr(x) de x sur F , et
seulement en ce vecteur :

d(x, F) =d(x, pr(x) = | x— pr) |
etsid(x,F)=||x—y| avec y€F, alors y = pg(x).

De plus, si (e, ..., ep) estune b.o.n. de F,
2 2 L 2
dx, B =xI7= Y (exlx)”.
k=1
Si, enfin, FL est aussi de dimension finie et (ep+1,---,en) une b.o.n. de FL,

n
A, P2 =|pp@P= Y (erlw?
k=p+1

8 Hyperplans affines d’un espace euclidien

Définition : Vecteur normal

Soit # = A+ H un hyperplan affine d'un espace euclidien E, A étant un point de E et H
un hyperplan linéaire.
On appelle vecteur normal a .72, tout vecteur 7 de HL\ {0g}.

Propriétés
(i) Tous les vecteurs normaux de /¢ sont colinéaires.

(ii) Sifi est un vecteur normal & 76, M € € <> AM L .

Corollaire

Soit AB(ey,...,en) une base orthonormale de E, 2 = (0, %) un repere orthonormal.
n(ay,...,an) est un vecteur normal de A si et seulement si # a une équation de la
forme ayx1 +---+ anx, = b dans .

Propriété : Distance a un hyperplan affine

Soit # un hyperplan affine de E eucli- Siayxy +...+anxy = b est une équa-

dien. tion de # en repere orthonormal et si
Soit A un point de # et it un vecteur M(xy,...,Xp), alors
normal a E. a1+ .. @ — Bl
)m.ﬁ‘ do, 7) = > L ’; .
d(M,JLO)Z ||ﬁ|| a1+-~-+an
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