J. LAROCHETTE VERSION DU 21 FEVRIER 2021

Espaces préhilbertiens réels

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre, souvent notés E, sont des IR-espaces vectoriels.

PRODUIT SCALAIRE ET NORME EUCLIDIENNE

1 Définition d’un produit scalaire

Définition : Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel.

On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie-positive.
C’est-a-dire toute application (:|-): E x E— R telle que

Linéarité a gauche :

Pour tout y € E, I'application x — (x|y) est linéaire :

| YOux, ) eB3, VAER, (x1+Axly) = (x11y) + Alxzly).

(i) Bilinéariteé : <
Linéarité a droite :

Pour tout x € E, I'application y — (x|y) est linéaire :

Y (x,11,¥2) €ES, YAER, (xly1+Ays) = (xly1) + Axly).

(i) Symétrie : V (x,y) € E?, (x|y) = (y|x).
Positiviteé :
e VxeE, (x[x)>0;
(iii) Définie-positivité :
Caractere défini :

VxeE, (x|Jx)=0=>x=0.

Remarques
R1— Dans la pratique on commence par montrer la symétrie, et alors la linéarité & droite découle de la linéarité a gauche et vice
versa : il suffit de ne montrer que I'une ou l'autre.

R2— La définie-positivité se résume par Vx #0, (x|x)>0

Définition : Espace préhilbertien réel, espace euclidien

Si E est un R-espace vectoriel, et si (-|-) un produit scalaire sur E, on dit que (E, (:|-)) est un espace préhilbertien

réel.
Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, et si (:|-) un produit scalaire sur E, on dit que (E, (-|-)) est un

espace euclidien.

Remarques

R1— Un espace euclidien est donc un espace préhilbertien réel de dimension finie.
R2— On note en général (x|y) ou (x|y) ou {x,y) ou x-y...

R3— Ne pas oublier de commencer par vérifier que le produit scalaire est bien défini (pas au sens défini-positif!) lorsque cela n’est
pas évident.
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Exemple

+00
(PIQ) :f e 'P(1)Q(r)dt sur R[X], en confondant polyndme et fonction polynomiale associée.
0

2 Exemples

9 Sur R"

Définition - Propriété : Produit scalaire canonique sur R"

Pour des vecteurs x et y de R"”, avec x = (x1,...,Xx,) et y=(y1,..., Yn), on définit
n
xly) = xiyi.
i=1

(-]) fait de R un espace euclidien : c’est le produit scalaire canonique sur R".

Remarques

R1— Important : Si X et Y désignent les matrices colonnes des composantes de x et de y dans la base canonique, on remarque
que (x]y) =XT x Y.

R2— Dans R2, (x|y) = x1y1 + x2)2, dans R3, (x[y) = x1y1 + x2)0 + X3 3.

Démonstration

(i) (|-) est symétrique par commutativité du produit sur R.
(i) Linéarité a gauche : ¥V x,x',ye R", VAeRR,

n
C+AX |y =) (x+Ax));y;
i=1

I
M=

(x; + Ax;.) Vi

Il
—

n

./

Xiyi+AY, Xy
i=1

12
= (xly) + A |y).

1]
M=

1l
—

La linéarité a droite en découle par symétrie.
(iii) Définie-positivité
n
2
o VxeR", (xlx)=) x7>0
i=1
n
o (x|X)=0= Zx?zO@Vi, X;=0< x=0Rn
i=1

Remarque

On peut toujours fabriquer sur le modéle de R” un produit scalaire « canonique » sur E de dimension finie rendant une base
canonique (s'il y en a une) orthonormale. Et méme, plus généralement, un produit scalaire rendant une base donnée orthonormale.
Par exemple, sur R[X], (P|Q) =
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Définition - Propriété : Produit scalaire canonique sur .#,(IR)
Pour des vecteurs A et B de .4, (R), on définit
(A|B) = tr(AT x B).

(:]-) fait de .4, (IR) un espace euclidien : c’est le produit scalaire canonique sur .#,(R).

Remarque

Il s’agit en fait de I'écriture matricielle du produit scalaire canonique sur R

Démonstration

n n n
(AT xB)=) (ATxB);;=) ) ajjbij= )  ajjbij. -
i=1 i=1j=1 (i,)e[[1,n]?

Q Sur € ([a,b],R)
Définition - Propriété

Pour des fonctions f et g de € ([a, b],R) ou a < b, on définit

(flg)=f:fg

(-) fait de % ([a, bl, R) un espace préhilbertien réel : c’est le produit scalaire canonique sur % ([a, b], R)

Remarque

Attention, avec des fonctions continues par morceaux seulement, on a presque un produit scalaire : c’est une forme bilinéaires
symeétrique positive, il manque seulement (f|g) =0= f =0.

Démonstration

(i) (") est symétrique par commutativité du produit sur R.
(i) Linéarité & gauche:V f,f,g € € (la,bl,R), YA€R,

N b _
(f+Aflg) = f (f+ADg
b
=fa(fg+/1fg)

b b _
= f fg+A f f & (par linéarité de I'intégrale)
a a
= (f1g) + A(flg).
La linéarité a droite en découle par symétrie.
(iiy Définie-positivité
b
o Vfe¥€(la bl R), (fIf) :f f2 (x) dx > 0 (par positivité de l'ntégrale et comme a < b)
a
b oo
. ((flH=0 4:[ fe(x)dx=0
a

— f2 =0 (car f2 est une fonction continue et positive)

== f=0 O
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Exemple : HP mais Classique

Plus généralement, si I est un intervalle et L?(I) est l'ensemble des fonctions continues sur I telles que f2 est intégrable, de
l'inégalité classique

Lo, 2
rel<; (r2+8?)
on obtient la bonne définition de

(r1g)= | re
et on vérifie facilement que L2(I) est un IR-espace vectoriel, et que (-|-) est un produit scalaire sur L% (I).

On définit de la méme maniére un produit scalaire sur I'espace ¢2(IR) des suites réelles de carré sommable, c’est-a- dire des
suites u, ve RN telle que Y u? et Y v2 convergente.

+00
Alors Z uy vy est absolument convergente et on pose (u|v) = Z UpUp.
n=0

3 Norme euclidienne
e Définition

Définition : Norme euclidienne

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur x de E, on pose | x|l = v/(x]x).
Lapplication ||-|| est appelée norme euclidienne sur E associée au produit scalaire (:|-).

Remarque

La positivité du produit scalaire rend cette définition licite.

Exemples

n
E1— Sur R" muni de son produit scalaire canonique, || x| = x2. En particulier, sur R, [lx]| = |xI.
1
i=1

E2— Sur ./, (R) muni de son produit scalaire canonique, || All = Vtr(AT x A).

[ b
E3— Sur %([a, b],R) muni de son produit scalaire canonique, || f| = f JRIOL:
a

Q Identités remarquables et polarisation

Propriété : Identités remarquables

Soit E un espace préhilbertien réel et ||.|| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

() [+ y||* = 112+ 20ely) + || y|)? (i) |x=y[*=Ixl? -2y + | y|*

(i) |+ y|* + |6 = y|* =2 (11 + | y|*) (1dentité au paralilogramme)
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Propriété : Identités de polarisation

Soit (E,| ) un espace prehilbertien réel et |.|| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

(i) (xly) = (e + 712 = 012 =1 ]?)

(b 7P~ Ix-1?) (i) =5

I

G Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréeme : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel. Alors
Vx,yeE, (y*< 0@y e YxyeE, || <lxl|y]

avec égalité si et seulement si x et y sontliés (i.e. y=0ou3dreR, x=21y)

Remarque

Linégalité est encore valable pour une forme bilinéaire symétrique seulement positive, mais le cas d’égalité n’est plus valable.
C’est le cas par exemple de la covariance.

Démonstration

Soit A un nombre réel. On pose P(A) = (x+Aylx+Ay) : on a que P(A) > 0 par positivité.
Or
P(A) = (x]x) + Alxly) + Aylx) + A2 (yly)
= (x]x) +2A(xly) + A% (yly)

C’est un polynéme de degré au plus 2 a coefficients réels.

Cas 1:Si (yly) =0, alors on doit avoir, pour tout A € R, (x|x) +2A(x|y) > 0, ce qui n'est possible que si (x|y) =0 et I'inégalité est
vraie.

Cas 2 : Sinon, le polynéme en A est de degré 2 de signe constant donc son discriminant réduit est négatif
A = (xly)* - (X0 (1Y) <0

et on obtient I'inégalité recherchée.

Cas d’égalité :

Siy=0,ilya égalité.

Si y#0,ily a égalité si et seulement si P(1) admet une racine (double) si et seulementsidAe R, (x+Aylx+Ay)=0, ce qui
équivautaIAreR, x+Ay=0etdonc x et y sont liés. (]

Exemple

n 2 n n b 2 b 7 b 2
SurR”,(inyi) <Y By y Sur €(la, b, R), (f fg) gf ff g%
k=1 k=1 a a a

Exercice : CCINP 76

Soit E un R-espace vectoriel muni d’'un produit scalaire noté (|).
On pose V x € E, ||x]| = vV(x[x).
1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.
2. Soit E={f €€ ([a bl,R),Yxela,bl f(x)>0}.
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b b
Prouver que I’ensemble {f fodex f mdt, fe E} admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.
a a

1. (a) Soit E un R-espace vectoriel muni d’'un produit scalaire noté (|).
Onpose Vx€E, ||x]| = v{x[x).
Inégalité de Cauchy-Schwarz : ¥(x, y) € E2, | (xIy)| < IIxIlI]yll
Preuve :
Soit (x, ) € E2. Posons VA€ R, P(A) = ||x + Ay|I?.

On remarque que YA eR, P(1) > 0.
De plus, P(A) = (x+ Aylx+ Ay).
Donc, par bilinéarité et symétrie de (), P(A) = [|yI1°A% +2A (x]y) + IIxI12.
On remarque que P(A) est un trinbme en A si et seulement si ||y||2 #0.
Premier cas :si y=0
Alors | (xly)| =0 et ||xl||lyll = 0 donc Iinégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxiéme cas : y #0
Alors |lyll =+/(yly) #0 car y #0 et (|) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un trinbme du second degré en A qui est positif ou nul.
On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.
_ 2 21 un2 2 20112
Or A = (xly)” = lxII*llyll* donc (x]y)= < l1x*[1yll*.
Et donc, | (x]y) | < Ilxl 1yl

(b) On reprend les notations de 1. .
Prouvons que V(x,y) € E2, | (xIy) | = lIxIl|lyll < x et y sont colinéaires.
Supposons que | (x]y) | = llxI1yll.

Premiercas :si y=0

Alors x et y sont colinéaires.

Deuxiéme cas :si y #0

Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double A¢.
C’est-a-dire P(1p) =0 et comme (|) est définie positive, alors x+ A¢y = 0.
Donc x et y sont colinéaires.

Supposons que x et y soient colinéaires.

Alors 3a R telque x=ayou y = ax.
Supposons par exemple que x = ay (raisonnement similaire pour I'autre cas).

|(xly) = lall(y1y) | = lalllyl? et Iyl = VERO Iyl = /a2yl = laliyl?.

Donc, on a bien I'égalité.

2. On considére le produit scalaire classique sur € ([a, b],R) défini par :

b
Y(f,g) €€ ([a b, R), (f|g)=f Fngndt.
a

b b 1
On pose A:{f (t)th[ —dt, eE}.
2 a ! a f@) !
AcCR.
A# @ car (b—a)? € A (valeur obtenue pour la fonction r— 1 de E).

b b 1
Deplus,V feE,| f(ndt xf mdt > 0 donc A est minorée par 0.
a a
On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf A.

Soit f € E.

b 1 2
On considére la quantité f \/ f(t) —=dt]| .
(a i )
b 2 b 2
D'une part, f NGO dt) :(f ldt) =(b-a)?.
((l / V(D)

a
D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (|) on obtient :

(fb\/% 1 ) ff([)d[f mdt

On en déduitque V f € E, f f(t)dtf f(t)dt>(b_a)2.

Donc m > (b— a)?.
b b
Et, si on considere la fonction f:t—— 1de E, alorsf fHde ﬁdt_ (b-a)?.
a

Donc m = (b— a)?.
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Exercice : CCINP 79
Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit & une fonction continue et positive de [a, b] dans RR.
b
Démontrer que f h(x)dx=0= h=0.
a
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.

b
On pose : V (f,g) € E2, (flg) =f fx)gx)dx.
a
Démontrer que I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer f vxe *dx en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R telle que f h(x)dx =0.
a
P
On pose V x € [a, b], F(x) =f h(t)dt.
a
h est continue sur [a, b] donc F est dérivable sur [a, b].
De plus, V x € [a, b], F'(x) = h(x).
Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a, b]. ()
Or F(a) =0 et, par hypothése, F(b) = 0. C’est-a-dire F(a) = F(b). (*™)
D’aprés (*) et (**), F est constante sur [a, b].

Donc V x € [a, b], F'(x) =0.
C’est-a-dire, V x € [a, b], h(x) =0.

b
2. Onpose V (f,g) € E2, (fIg) :f fx)g(x)dx.
a
Par linéarité de l'intégrale, (|) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (|) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

Soit f € E. (fIf) = fubfz(x)dx.

Or x— f2(x) est positive sur [a, b] et a < b donc (fIf) > 0.
Donc (]) est positive. (**)
Soit f € E telle que (f1f) =0.

b
Alors f F2(x)dx =0.

a
Or x— f2(x) est positive et continue sur [a, b] .
Donc, d’aprés 1., f est nulle sur [a, b] .
Donc (]) est définie. (***)
Daprés (*), (**) et (***), (1) est un produit scalaire sur E.

V1i-e2

1 1 1
3. Linégalité de Cauchy-Schwarz donne f Vxe Ydx < \/f xdx\/f e X dx = 5
o o 0

0 Inégalité triangulaire

Propriété : Inégalité de Minkowski

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel, de norme euclidienne associée |-||. Alors
Vx,yeE, ||x+y| <lxl+|y|

avec égalité si et seulement si x et y sont positivement liés (i.e. y=0ou3ale R,/ x=1y)
De plus,
vryel |- |yl| < ety <txi+ |y
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Démonstration

Soient x et y des vecteurs de E.
Il est plus pratique de travailler avec le carré des normes :
||x+y||2 =(x+ylx+y)
= (x|x) + 2(x[y) + (¥1y)
= 12l + || y[|* +2Cxly)
< xl? + | y||* + 210l || y|| apres rinégaiité de Cauchy-Schwarz
<

(1l + [ [)?

Cas d’égalité : Il y a égalité ssi (x|y) = |(xIy)] = x| ||
Donc si et seulement si soit y =0, soit il existe 1 € R tel que x = 1y (cas d’égalité de Cauchy-Schwarz) et (x|y) = |(x|y)|, ce qui
devient, si x = 1y, A(x|x) = Al (x|x) donc A =|A] et A > 0.

Pour l'autre inégalité, on écrit que ||(x+y) - y| < |x+y|| + |-y donc ||x+ y| = llxl - || ¥||, puis on échange les rdles de x et y..

O
Q Norme sur un R-espace vectoriel
La norme euclidienne associée a un produit scalaire est une norme sur E.
Démonstration
Soient xe Eet 1 e R.
e |lxll = v(xlx) >0
e Ixl=0=Jx|> =0 (x]x) =0 <= x=0p
o IAxll = /(AxIAx) = VA2 (x]x) = [Al |1 x]
+ Inégalité triangulaire : c’est 'inégalité de Minkowski démontrée ci-dessus.
O

Définition : Distance euclidienne et écart angulaire

Etant donné des vecteurs x et y d’un espace préhilbertien réel E, on définit :
« la distance euclidienne d(x, y) par d(x,y) = |x-y|,
e si x et y sont non nuls, 'écart angulaire 6 est le réel défini par

(xly)

0 €e[0,7m] et cosf = .
Ll || vl

Remarques

R1— La bonne définition provient de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

R2— Autrement dit, (x|y) = l|x[| ||y | cos®.

Définition : Distance a une partie non vide

Si A est une partie non vide de E préhilbertien réel, et x € E, on définit la distance de x a A par
d(x, A) = inf (d(x,y)) = inf | x — y||.
(0 A) = inf (d(x, ) = inf |~ y]|
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Remarque

La borne inférieure existe toujours car &x = { lx=y|

; Y€ A} est non vide (car A I'est) et minoré (par 0).

I ORTHOGONALITE

1 Vecteurs orthogonaux

-~ Y

Définition : Vecteurs orthogonaux

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel, x et y des vecteurs de E.
x et y sont dit orthogonaux si et seulement si (x|y) = 0. On écrit parfois x L y.

Remarques

R1— O est orthogonal a tout vecteur.

R2— La notion d’orthogonalité ne prend de sens qu’en dimension au moins 2.

Démonstration

|+ ylI% = 1l + [ y|* +2Cxly) -

2 Famille orthonormale

Définition : Familles orthogonale et orthonormale

Soit E un espace préhilbertien réel, (v1,...,vp) € EP.
(v1,..., vp) est une famille orthogonale de E si et seulement si

Vi, je[l,p],aveci#j, (wilvj))=0 (e v;Lvj).
(v1,..., vp) est une famille orthonormale de E si et seulement si

Vi, je[l,p], (wilv))=6;;

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (en particulier toute famille orthonormale) d’un espace préehilbertien
reel est libre.

Remarque

C’est un moyen pratique et usuel pour montrer qu’'une famille est libre !

Démonstration

Soit (v1,..., vp) une famille orthogonale de vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien E.
But : (vy,...,Vp) est libre.
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Soient Ay,...,Ap e Rtelsque A vy +---+ Apvp =0.
(0glvy) =0

Alors, siie[1,p], Aivi+---+Apvply) =8 & 2
P 2 Ajwjlvp) =4 |vi
j=1

.Orv; #0g, donc A; =0. O

Corollaire

Si E est un espace euclidien de dimension n, il n’existe pas de famille orthogonale de plus de n vecteurs non nuls.

Théoréme : Théoréme de Pythagore

Soit, dans un espace préhilbertien réel E, une famille orthogonale (v;) e[y, p]- On a

2

p
2 Vi
v=1

L 2
=Y Il
i=1

La réciproque est vraie pour deux vecteurs mais fausse en général si p > 3.

Démonstration
Par récurrence sur p.

Contre-exemple : la famille {(}), (%), ()} n'est pas orthogonale (et pour cause, il y 3 vecteurs non nuls en dimension 21) et
vérifie pourtant la propriété de Pythagore. O

3 Ensembles orthogonaux

-~ -

Définition : Parties orthogonales

Soient (E,|) un espace préhilbertien réel et A, B des parties non vides de E.
On dit que A est orthogonale a B si et seulement si V (a,b) € Ax B, (alb)=0.On note AL B.

Si A, B € 22(E) \ {&} sont orthogonales, alors AnB =@ ou AN B ={0g}.

Démonstration

Si AnNB # @, soit x€ An B. Alors (x|x) =0, donc x = 0. O

Remarque

Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E orthogonaux, alors F NG = {0g} : leur somme est directe.

Exemple

Parties de R3 orthogonales d’intersection vide : A=1(0,0,1) et B=(0,1,0) + IR (1,0,0).
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4 Orthogonal d’'un sous-espace

-~ Y

Définition : Orthogonal d’un sous-espace

Soient (E,|) un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace vecotiel de E. On définit 'orthogonal de F comme
I'ensemble des vecteurs orthogonaux a tout vecteur de F :

Fl={xeE|VyeE (xly)=0}

xeFL@eretVyeF, (x]y)=0

(Il est parfois noté F°). Il s’agit de la plus grande partie de E (pour l'inclusion) orthogonale a F.

Soient (E,| ) préhilbertien réel, et F un sous-espace vectorielde E.
F* est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

e Op€ AJ‘,
o Vx,x' € AL, VAR, Ax+x' €Al carVye A, (Ax+x'ly)=Axly) + |y =0.
Donc AL est un sev de A.
Comme de plus A c Vect A, (Vect A)- < AL et étre orthogonal & tout élément de A implique étre orthogonal & toute combinaison
linéaire d'éléments de A par bilinéarité du produit scalaire, donc A+ < (Vect A)L. O

Soit F un sous-espace de E préhilbertien réel.
Si F =Vect A (A engendre F) et si x est un vecteur de E,

xeFi@VaeA, (x|la) =0

Démonstration

FL=at O

Remarque

En particulier, connaissant une base de F, il suffit d’étre orthogonal aux vecteurs de la base pour étre orthogonal a F.

Soit E un espace préhilbertien réel, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
(i) E+=1{0} et {0}* =E.
(i) Fe(FL)*',
(i) La somme est directe : F+ F+ = Fe F- = F © F,
(iv) SiFc G, alors Gt c Ft,
(v) (F+G)*=F*nG*et(FNGLt>F-+Gt.
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Démonstration

e 0eEL etsixeEL, (x]x)=0donc [x]|=0et x=0.

« SixeF, pour vecteur y de FL, (x|y) =0, d’ou le résultat.

« Comme les ensembles F et F1 sont orthogonaux, Fn F+ = @ ou FnFL = {0}, mais 0€ Fn FL.
« Soit x € GL. Pour tout vecteur y de F, y € G, et donc (x|y) = 0. Ainsi x € F-.

Remarques

R1— Le seul vecteur orthogonal a tous les autres est le vecteur nul. Cela peut étre trés utile !

R2— Pour Fc (Fi)L et (FNG)1L o> FL +GL, on verra que les inclusions sont des égalités si on ajoute une hypothése de dimension
finie sur E.

On peut donner comme contre-exemples, dans E = %'([0,1],R), F le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales. C’est
un exercice trés classique de montrer que F+ = {0} & 'aide du théoréme de Weierstrass, donc (FJ-)J' =Eet

Fg (FJ‘)J_ =E.

Si, de plus, G = {t— P(#)sin(t) ; P € F}, alors G+ = {0} et Fn G = {0} d'ou

E=(FnG*2Ft+Gt =0

Exercice : CCINP 39

On note ¢2 I'ensemble des suites x = (x,,) ,en de nombres réels telles que la série Zx%, converge.

1. (a) Démontrer que, pour x = (xX;) pen € £2 €t y = (yn) nen € €2, 1a série Y x,y, converge.
+00
On pose alors (x|y) = Y xpyn.
n=0

(b) Démontrer que ¢2 est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres réels.
Dans la suite de I'exercice, on admet que (|) est un produit scalaire dans /2.
On suppose que ¢2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée.
2. Soit p € N. Pour tout x = (x,) € £2, on pose ¢(x) = xp.
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de ¢2 dans R.

3. On consideére I’ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire I’ensemble des suites réelles dont tous les
termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer FL (au sens de (|)).
Comparer F et (F1)".

. 2
1. (a) Soit (x,y) € (1*)” avec x = (xXn) nen €t ¥ = (Yn) nen-
1
VneN, linynl < 5 (45 + ¥7).

Or in et Zyi convergent donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, anyn converge absolument,
donc converge.

(b) La suite nulle appartient & I2.
Soit (x, y) € (12)° avec x = (xn) nen €t ¥ = (V) ne- Soit A€ R.
Montrons que z=x+ Ay € [2.
Onaz=(zp)peny avec VReN, z, =xp+Ayp.
VneN, z,% = (xp +/1yn)2 = x% +/12y% +2Axpyn. (1)
Par hypothése, )" x% et )" y2 convergent et d'aprés 1.(a), Y x, ¥, converge.

Donc, d’aprés (1), Y 22 converge.
Donc z € I2.

On en déduit que [ est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des suites réelles.

2. Soit (x, ) € I? ol x = (Xn) pen €t ¥ = () nen- Soit A € R.
On pose z=x+ Ay avec z = (zp) neN-
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OnaVvVneN, zp=xn+Ayn.
Ainsi, o(x+Ay) = p(2) = zp = Xp + Ayp = @(X) + L@ ().
Donc ¢ est linéaire sur 12. (*)

+00
Vx=(xn) € 2, 1xpl2 < Y x5, donc Ixp| < lxll.

n=0
Donc V x = (xp) nen € 12, lp(x)] = xp] < Ixll - ()
D'aprés (*) et (**), ¢ est continue sur 2.

3. Analyse :
Soit x = (x5) peny € FL.
Alors Vy e F, (x|y) =0.
Soit p e N.
On considere la suite y = (yn) nen de F définie par :

1 sin=p
VneN, y,=
0 sinon

Yy € F, donc (x|y) =0, donc xp =0.
On en déduit que, V peN, xp = 0.
C’est-a-dire x = 0.

Synthése :

la suite nulle appartient bien & FL.
Conclusion : FL = {0}.

Ainsi, (FH)+ =12,

On constate alors que F # (F1)L.

Il ESPACES OU SOUS-ESPACES EUCLIDIENS

Remarque : Rappel

Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’'un produit scalaire.

1 Base orthonormale

Théoréme

Tout espace euclidien non réduit a 0 admet une base orthonormale (abrégé en b.o.n.).

On a méme un algorithme permettant de transformer une base en base orthonormale. Découvrons-le sur un exemple avant
de le formaliser :

Exemple

Dans IR3 muni de sa structure euclidienne canonique, on considéere ey = (0,1,1), e2 = (1,0,1), e3 = (1,1,0). Il est facile de voir que
(e1,e2,e3) est une base de R3 (en calculant le déterminant dans la base canonique, par exemple).

On va d’abord transformer la famille en une famille orthogonale, puis orthonormale qui sera donc bien une base.

On pose €1 =e; =(0,1,1).

1 11
Puis on cherche €2 = e2 + A¢1 avec A tel que (e1]e2) =0 ie (e1]le) + Ale1le;) =1+2A=0donc A = =2 eten = (1,—5, 5).

1 1 22 2
En cherchant €3 = e3 + uey + ve tel que (e1le3) =0 et (e21€3) =0, on trouve u = > etv= N Soit e3 = (5’ 5,—5).
On a obtenu trois vecteurs non nuls orthogonaux deux a deux en dimension 3 : il s’agit d’'une base orthogonale de R3. Reste &

normaliser pour obtenir une b.o.n. e’l = (

1 1), 2 1 1 , 1 1 1
0 74 ve vl 9= v )
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Définition : Orthonormalisation de Schmidt

Etant donné (E, |) un espace euclidien, et (ey,...,e,) une base de E :

1. Onpose €1 = e;.
j-1
2. Par récurrence, pour j > 2, on cherche des réels A tels que le vecteur € = e; + Z A€ soit orthogonal a tous
k=1
les e; pourie[1,j—1]:
Vi<j, (eilej) =0.

. €1 &
3. On normalise les vecteurs : (—,..., £ )
lleqll llexnll

Remarque

Il est aussi possible de normaliser les vecteurs au fur et a mesure.

On obtient ainsi que (ey1,...,€,) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls tels que pour tout j,
Vect(ey,...,ej) = Vect(ey,...,£}) etla composante sure; de ¢ vaut 1.
En

£
On a alors (—1 —) estune b.o.n de E.
lleq llenll

Démonstration
« 19" gtape : Orthogonalisation.

* On pose (Et alors €1 #0g.)
* On cherche ¢; € Vect(e,ep) tel que (¢1]e2) =0.

On cherche donc un réel A tel que €2 = es + A€y et (e1]e2) =0.

. e1le
Donc A €111 + (€1]e2) = 0, puis A = —%.
€1
clle
Finalement, | g2 = e2 — el 22)51.
llexll
De plus, €2 # 0 car (e, e2) est une famille libre, et Vect(e1,e2) = Vect(ey, e2). (Linclusion c est immédiate, I'inclusion o

vient du fait qu’on puisse exprimer facilement e; comme combinaison linéaire de €1 et €p 1 ex = €2 + %51.)

* Supposons, par récurrence, que I'on ait construit €1,...,&;_ tels que
o (1,...,€j-1) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls,
o pour tout entier i € [2, j — 1], Vect(ey,...,&;) = Vect(ey, ..., e;)
o pour tout entier i € [2, j — 1], la composante de €; sur e; est 1.
j-1
On cherche des réels A tels que le vecteur e = e; + Z A€y soit orthogonal a tous les €; pour i € [1,j—1] : (gilej) =0.
k=1
j-1
Donc, si i€ [1,j—1], (ejlej)+ ) Aglejleg) =0.
k=1

(eilej)
leil”

j—1 .
_1 (exlej)

D'odl (e;lej) +A; [|&;|* = 0, puis A; = -

La récurrence est alors établie avec| ¢ = Ef.

=1 flel®

En effet :
o (€1,...,€ ) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls,
o Vect(ey,...,gj) = Vect(ey,...,€j).
En effet, Vect(ey,...,£j-1) = Vect(ey,...,e;-1), donc linclusion < est immédiate et I'inclusion > vient du fait que 'on
. . . o . . It (eglep)
puisse exprimer facilement e; comme combinaison linéaire des £;, pour i € [1, /] : ej =€ + > W‘?k-
k=1 |[€k
o Lacomposante de ¢ sur e; est 1.
On obtient n vecteurs non nuls orthogonaux en dimension n : (€1,...,&,) est une base orthogonale de E.
o 2°Me gtape : Normalisation.
On obtient alors trés facilement un b.o.n. de E :
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(i@ 1ent)
ledl” " llenl )
O
Remarque
Matrice de passage de la base (ey,...,e;) alabase (e1,...,€5) :
1 * *
1
0) 1 =*
1
a la base de la décomposition QR.
Corollaire
Tout sous-espace vectoriel non nul d’un espace euclidien admet une base orthonormale.
Démonstration
C’est en effet encore un espace euclidien, muni du produit scalaire restreint a ce sous-espace. O

Corollaire : Théoreme de la base orthonormale incompléte

Tout famille orthonormale d’un espace euclidien peut étre complétée en une b.o.n. de cet espace.

Démonstration

Il suffit d’appliquer I'orthonormalisation de Schmidt a cette famille libre complétée en une base : les vecteurs de la famille
orthonormale seront inchangés. O

2 Coordonnées, produit scalaire et norme en base orthonormale

n n X
Soit (E,| ) un espace euclidien et # = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E : x = Z Xiej, y= Z viei, X = (:xl )

i=1 i=1 o
N1

etY:(y ).A/ors

n

n
Vie[Ln], x;=/(eilx) ) =) xyi=X"xY
i=1

n n
lxll =1/ Y xF = XTx X dx, y) =1/ 2 (xi = yi)?
i=1 i=1
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Démonstration

n n
e Siie[1,n], .(xly):(i:ZiXiei ngyjej)
> xe] 3.
2 =) & (e- yie )
(e,-lx)z(ei|2xjej) = lj:l 7
j:I n n
n :ZZX'Y'(e'le')
= Z xj(eilej) S5 iVjreil€j
j=1 "
< = Z xiy]6l,]
= Z xj(Sl-,j ij=1
j=1 N
= 55 = XiYi
i=1
n
o lx)1% = (x|x) = Z x?, d’aprés ce qui précede. O

i=1

Soit E euclidien, % et %' des bases orthonormales.
(i) Sip=P% p~l=pT,
(ii) Siue £L(E), la formule de changement de base s’écrit

Matgz (1) = PT Matg(u) P

(iii) detg %' = +1 : 1 si elles ont méme orientation, -1 sinon.

Remarques

R1— La réciproque est fausse, il ne suffit pas que ce déterminant vale +1 pour que les bases soient orthonormales.

R2 — Faciles, les changements de bases orthonormales!!!

Démonstration

A — Ao 2 / R
(i) Py j= (e,‘e].) (coordonnée de e selon e;.)

(P_l)i,j = (e; e]) = (e] e/l) = Pj,i = (PT)i,j'
(i) Immédiat.
(ili) detgg %' = detP or PPT = I, donc (detP)? =1. O

3 Isomorphisme avec le dual

Théoréme : de représentation de Riesz

Soit a € E euclidien et ®,: x € E— (al|x). Alors

E — Z(ENR)
v
a — q)a

est un isomorphisme.
Ainsi, pour tout forme linéaire ¢ € £ (E,R), il existe un unique élément a € E tel que ¢ = (al-).
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4 Produit mixte

Soit E euclidien orienté et 9 est une base orthonormale directe.
detyg ne dépend pas de 2.

Démonstration

detgg = detgg B detgy = detgy . O

Définition : Produit mixte

On appelle produit mixte sur E euclidien orienté de dimension n le déterminant de n vecteurs dans n’importe quelle
base orthonormale directe.
On le note [vy, ..., Vy], pour vy,...,v, € E.

Soit E euclidien orienté.
(i) (vy,...,vy)— [v1,...,v,] est une forme n-linéaire alternée sur E.
(ii) Si(ey,...,e,) estune bond, [ey,...,e,] =1 et si(ey,...,e,) estune boni, [ey,...,e,] = —1 (réciproque fausse).
(iii) [v1,...,v,] =0 si et seulement si (vy,...,v;) estliée.
(iv) Siue L(E), [u(vy),...,u(v,)] =detu x [vy,..., vyl

Remarque

Comme, si E est de dimension 3 et x,y € E, [x,,-] € Z(E,R), avec I'isomorphisme de la partie précédente, il existe une unique
vecteur a € E tel que pour tout z € E, [x, ¥, z] = (alz). Ce vecteur a est appelé produit vectoriel de x et y, noté x A y.
On a alors [x, y, z] = (x A y|z) d’ou I'appellation produit mixte.

Soit E euclidien orienté.

(i) SidimE =2, [u, U] représente le volume orienté du parallélogramme construit sur ii et v.

(i) SidimE = 3, [ii, U, 0] représente le volume orienté du parallélépipéde construit sur ii, U et ib.

Démonstration

C’est évident si i, U (respectivement ii, U, i) sont liés. Sinon :

(i) Si dimE = 2, soit (e1,e2) base orthonormale obtenu par orthonormalisation de
Schmidt de (&, 7). Alors ii = cej et U = dej + hep, ou h hauteur et ¢ c6té, donc [ii, U] = chle;,e2] = +ch aire orientée
du parallélogramme.

(i) Si dimE = 3, soit (e1,e2,e3) base orthonormale obtenu par orthonormalisation de
Schmidt de (&, 7, ). Alors ii = cey, U = dej + hey et W = xe; + yes + Hez, ou H hauteur et ch aire de la base.
[ii, U, 0] = chHley, e2, e3] = +ch H volume orienté du parallélépipéde construit sur i, U et .

O
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5 Propriétés de F*

Théoréme

Si F est un sev de dimension finie de E préhilbertien réel, alors
E=FeFt=FOF!

Le sev F1 est alors appelé supplémentaire orthogonal de F, il est unique.

Démonstration

e Si F={0g}, onavuque FL = E et alors le résultat est immédiat.
« De méme, si F=E, on avu que FL = {0z} et alors le résultat est immédiat.
« Sinon, on a déja que Fn FL ={0g}.

p
De plus, si (ey,...,ep) est une base orthonormée de F, et y = Z (ejlx)eje F,x=y+(x—y)avecx—ye F1 car pour tout i,
i=1
(x—yle;) =0.
D’ou le résultat.
Unicité : Si E = F O G, alors F et G sont orthogonaux, donc, si E est de dimension finie, G < FL et
dim G = dim E - dim F = dim F*, donc G = F*.
Si E n'est pas de dimension finie? si x€ FL, x=xp+x¢c et xp = x—xg € FNFL ={0g} donc x=xg € Get G= F*.

O
Soit E un espace euclidien, F et G des sous-espaces vectoriels de E.
(i) dimF*=dimE-dimF (i) (F+G)*t =F+nG*
(i) (FY)"=F (iv) (FNG)*=Ft+Gt
Remarque
On retiendra qu’en dimension finie, il n’y a plus trop de probleme.
Démonstration
(i) : Vu dans la précédente démonstration.
(i) : Une inclusion connue et dimensions.
(iii) et (iv) : F- @ F = E : unicité du supplémentaire orthogonal de F-.
FLnG* c(F+G)* estdirect.
Donc (F + G)*+ = FL nGL. (Vrai méme s'ils ne sont pas de dimension finie.)
1
Puis (FNG)* = (FX n 6] = ((PH+ GhHY) T =FL+ Gt
d

Exercice : CCINP 77
Soit E un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (A1)" = A.
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)L =F+nGL.
(b) Démontrer que (FNG)L =FL+GL.

1. onaAc(ah)t. ()
En effet, Vxe A, Vye AL, (x| y) =0.
C'est-a-dire, Vx € A, x € (A1)L.
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Comme E est un espace euclidien, E = A® AL donc dim A = n—dim AL.
De méme, E = AL @ (A1)" donc dim (A1)" = n— dim AL,
Donc dim (AY)" =dimA.  (**)

Daprés (*) et (**), (A4)" = A.

2. (a) Procédons par double inclusion.
Prouvons que FX NGt < (F+G)L.

Soit x€ F-nG*.
Soit ye F+G.

Alors 3(f,g)e FxGtelque y=f+g.
xly= «Ifh + (xlg =0.
—— ——
z:arfEI:(chEI'?L cargeG_gtxeGL

Donc ¥ y € (F+G), (x| y) = 0.
Donc x € (F + G)L.
Prouvons que (F +G)* c F- nG*t.

Soit x€ (F+G)L.

VyeF,ona(x|y)=0carye FcF+G.

Donc x € FL.

De méme,VzeG,ona (x|z)=0carze GC F+G.
Donc x € GL.

On en déduit que x€ F- nG*L.

Finalement, par double inclusion, (F + G)+ = F- nGL.

(b) D'aprés 2.(a), appliquée a F- eta G+, ona (FL+GL)" = (F4) " n(GH)"
Donc, d'aprés 1., (FL+GL)" = FnG.
1
Donc ((Fl + GL)J‘) =(FNG)*.
Clest-a-dire, en utilisant 1. & nouveau, F* + G+ = (Fn G)*.

Exemple : Classique

In(R) et o, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans .4, (IR) pour le produit scalaire canonique.

Exercice : CCINP 92

Soit n € N*. On considére E = ./, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose : V(4, B) € E2, (A, By = tr(*AB) ol tr désigne la trace et ‘A désigne la transposée de la matrice A.

1. Prouver que (,) est un produit scalaire sur E.

2. On note S;(R) I'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque ‘A= —A.
On note A, (R) ’ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que E=5,(R) & Ay, (R).
(b) Prouver que A, [R)L =S, [R).

3. Soit F I'ensemble des matrices diagonales de E.
Déterminer F-.

1. (,) est linéaire par rapport a sa premiére variable par linéarité de la trace, de la transposition et par distributivité de la
multiplication par rapport a I'addition dans E.
De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a :
Y(A, B) € E2,(A,B) = tr(*AB) = tr(*("AB)) = tr('BA) = (B, A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que (,) est bilinéaire et symétrique. (1)
Soit A= (4; ) €E.

1<i,j<n

n n n n n
2
(A, Ay =tr(tAA) = 'Z"l(tAA)m- = 'Zlkzl(tA)i’kAk'i = 'ZlkZlAk’i donc (A, Ay > 0.
1= =] = 7= =]
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Donc (,) est positive. (2)
Soit A= (A,-J) € E telle que (A, A) =

1<i,j<n

Alors Z ZAz =0.0r, Vie[1,n], vke[1,n], A2, >0.
i=1k=1
Donc Vi€ [1,n], Yk e [1,n], A; =0. Donc A=0.

Donc (,) est définie. (3)
D’aprés (1),(2) et (3), (,) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (A, B) € E2.

On pose A:[Ai’j)1<i,<n etB:(B ]) e

n n n n

Alors (A, By =tr(!AB) = Z(fAB), i=y Z )ik Bi= Y AkiBi -
i=1k=1 i=1k=1

Donc (,) est le produit scalalre canonique sur E.

2. (a) Soit MeS,(R)NApR).
alors IM =M et ‘M =—-Mdonc M=—-M et M =0.
Donc S, (R) N Ap(R) ={0}. (1)

Soit M € E.

PosonsS:M;[M etA:M_[M

OnaM=S+A.

‘s:f(MthM —%(‘M+’(’M))—%(”M+M)=S,doncS€Sn([R).
fA:f(@l) ;( —t(tM)):%(tM—M):—A,doncAeAn([R).

On en déduit que E =S, (R) + A (R). (2)
D’apres (1) et (2), E= S, ([R) & A, (R).

Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthése pour prouver que E = S, (R) & A, (R).

(b) Prouvons que S, (R) € A, (R)L.
Soit S€ S, (R).
Prouvons que V A€ A, (R), (S, A) =0
Soit A€ Ap(R).
(S, Ay =tr(!SA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(-'AS) = —tr(*AS) = — (A, S) = — (S, A).
Donc 2(S, A) =0 soit (S, A) =
On en déduit que S, (R) < A,®)L (1)

De plus, dim A, (R)1 = n2 —dim A, (R).
Or, d'aprés 2.(a), E = S, (R) & A, (R) donc dim Sy, (R) = n2 —dim A, (R).

On en déduit que dim S, (R) =dim A, (R)~. (2)
D'aprés (1) et (2), Sp(R) = Ap(R)*.

3. On introduit la base canonique de .4, (R) en posant :
vie[l,n],vje,n], E (ec.) 1 sik=ietl=j
tellnf, vyellnj, &jj= €kl avec ey ;1 =
IR 0 sinon
On a alors F = Vect(E1,1,E2,2, ..., En,n)-
Soit M =|m; ; €E.
( l’])lgi,jgn

Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,
MeFt e Vie[1,n],{M,E;;)=0<>VYie[l,n], m;;=0.
Donc F+ = Vect (Ei,j telles que (i, j) € [1, nﬂ2 eti# j].
En d’autres termes, F1 est I'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.
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6 Projections et symétries orthogonales

@ Projections orthogonales

Définition : Projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace de E de dimension finie.
On appelle projecteur orthogonal sur F la projection pr sur F parallélement & F*.

Remarque

Cette définition est justifiée par le fait que E = F & F+.

Remarque : lllustration

s pre ZL(E) et pp=p% o Impr© Kerpr=E
e F=Impr=Ker(pr—idg) e Vx€E, pp(x)€Fetx—pp(x)eF*..
o FLzKerpp

Remarque

Le projeté orthogonal de x € E est le seule vecteur y € E tel que y € F et x— y € F-. Pratique pour le trouver!

Exercice : CCINP 80

Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 27-périodiques de R dans R.

1. Démontrer que (f | g) = f f (1) g (1) dt définit un produit scalaire sur E.

2. Soit F le sous-espace vectorlel engendré par f:x— cosx et g: x— cos(2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u: x — sin? x.

1. Onpose V (f, g)EE2 (flg) = f fgnd
Par linéarité de l'intégrale, (|) est linéaire par rapport a sa premiere variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (I) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

Soit f € E. (fIf) = f FAndt.

Or t— f2(1) est positive sur [0,27] et 0 < 2, donc (f1f) > 0.
Donc () est positive. (**)
Soit f € E telle que (f1f) =

21
Alors f f2(ndr=0.
0

Or t— fz(t) est positive et continue sur [0,27].
Donc, f est nulle sur [0,27].
Or f est 2m-périodique donc f =0.
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Donc (|) est définie. (***)
D’apres (*), (**) et (***), (1) est un produit scalaire sur E.

2. On anE[R,sinzx:

cos(2x).

N =
N =

1
X — —zcos(Zx) eF.
1
De plus, si on note h I'application x — o

h L d h !
( If)—afo cosxdx =0 et ( Ig)—afo

1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F est x — — cos(2x).

2m
cos(2x)dx =0 donc h e F (car F = Vect(f, g)).

Propriété : Expression en base orthonormale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E préhilbertien réel, (e1,..., ep) une base orthonormale de F.
Alors

p
VxeE, pr(x)=) (eilx)e;
i=1

Démonstration

D’aprés la démonstration du supplémentaire orthogonal. O

Remarque

j-1
On peut voir le procedé d'orthogonalisation de Schmidt en terme de projection : nous cherchions un vecteur ¢ j = e; + Z AK€k
k=

i.e.

j-1
ejZEj—Z/lkEk. (1)
k=1
j-1
Donc, si 'on note F = Vect(e,...,€-1), (??) est la décomposition de e; dans FloeF. Donc €j=ppilej) et - Z A€ = prlej).
k=1
- €1 €j-1
De plus, ici (e1,...,€j-1) est une base orthogonale de F, donc m ——=— | en est une b.o.n. et
W e
Jj-1

j-1 I=Y (egle)
prlej)= ) ( i |ej) k_ = > 2 ]2 £, d'ou I'expression des Ay que 'on avait trouve.
=1 \lek | lexll &= e

A savoir retrouver plutét que de connaitre par coeur :

Cas particulier

 Projection orthogonale sur une droite : D = Ra, ou a # 0g. Alors (m a) est une base orthonormée de D et

pPp: X— (ﬁcﬂx) (”—;”a) = Tlillﬁcz) a.

(Attention a ne pas oublier le || al|?...)
« Projection orthogonale sur un hyperplan : H = (Ra)*, ot/ a # 0g.

(alx)

PH: X— X— —a.
lall?
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Démonstration

Pour la projection sur un hyperplan, si on nomme D la droite Ra = HL, onaque E= H® D et

. (al')
ldE:pH"'pD:pH"'Wa-

Exemple

Soit E = R, P le plan d’équation cartésienne x — z = 0.
On note % = (e, e2, e3) la base canonique de R3.
Quelle est la matrice dans % de pp ? Vecteur normal a P : (1,0,—1). Donc pour tout x € R3,

(1,0,-1)-(x,5,2)

pp((x,3,2)=(x, 2 — 5

1 1
(1,0,-1) = 5(x+Z),y,§(x+Z)
Donc pp(el) = 1 (e1 +e3), pp(e2) = ez et pp(e3) = 3 (e1 +e3), et

1 0 1
1
Mat@(pp)=§ 0o 2 0f
1 0 1

Remarque

Si % (qui peut étre choisie orthonormale) est une base adaptée a la décomposition E = F © FL,

1
K (0)
Matg(pp) = ! 0
(0) %
0
ou les p premiers vecteurs de 4 forment une base de F = Im(pfg) et nous donnent les p premiéeres colonnes avec des 1 sur la
diagonale, et les n — p autres forment une base de FL =Ker pr et nous donnent les n — p derniéres colonnes nulles.

Propriété : Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, pr la projection orthogonale sur
F. Alors
VxeE, |pr@)|<lxl

Démonstration
C’est le théoréme de Pythagore : pp(x) L (x— pg(x)) donc

Il = | pr|® + | x - pr|® = | pr|?.

Q Symétries orthogonales

Définition : Symétrie orthogonale

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

On appelle symétrie orthogonales par rapport a F, notée sg, la symétrie par rapport & F, parallélement & F*.
Si F est un hyperplan, on parle de réflexion.

Si F est une droite vectorielle, on parle de retournement.

ESPACES PREHILBERTIENS REELS - page 23



LYyCEe CARNOT - DIJON

HTTPS://MP1.PREPA—CARNOT.FR i

Remarque : lllustration

(i) Ker(sg—idg)=F (iv) sp=2pr—idg.
(ii) Ker(sp+idg) =t

(i) sposp=idg (v) sSF=pr—Ppps

Exemple

Symétrie orthogonale par rapport au plan P de ’exemple précédent.
Comme sp =2pp — idps, on obtient I'expression générale

sp((6y,2) = (2, %)
Et alors Mat z(sp) = 2Matg(pp) — I3, donc

Remarque

Si Z (qui peut étre choisie orthonormale) est une base adaptée a la décomposition E = F © FL,

1
. (0)
Mat % (sf) = 1 1
(0) B
-1

ou les p premiers vecteurs de 4 forment une base de F = Ker (sp — id) et nous donnent les p premiéres colonnes avec des 1 sur la

diagonale, et les 72— p autres forment une base de F- = Ker (sp + id) et nous donnent les 72— p derniéres colonnes avec des —1 sur
la diagonale.

A savoir retrouver :

Propriété : Expression d’une réflexion

Soient H est un hyperplan d’'un espace euclidien E et a un vecteur non nul de H*.

Démonstration

SHX) =2pg(0) —x=2(x—pyL)—X=X-2pyL

7 Distance a un sous-espace

On avu que si F est un sous-espace vectoriel d’'un espace préhilbertien réel E, alors, pour tout x € E, d(x, F) = in{« d(x,y) = in£ Hx - y||
ye ye
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Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, et x € E.
Alors la distance de x a F est atteinte en le projeté orthogonal pr(x) de x sur F , et seulement en ce vecteur :

d(x,F) =d(x, pp(x)) = | x— pr(x) |

etsid(x, F) = Hx—y“ avec y € F, alors y = pr(x).

De plus, si (e, ...,ep) estune b.o.n. de F,

p
d(x, F)? = lxl* = Y (exlx)®.
k=1

Si, enfin, F* est aussi de dimension finie et (ey+1,...,e,) une b.o.n. de F+,

n
dx, P2 = |pre@|®= Y (exl0?.
k=p+1

Démonstration

Par théoréme de Pythagore, si y € F,

lx=pr@) + pr@) - y|* = 2= proa|* + lppeo -y

Donc || pr(x) - y|| < |l x— y| avec égalité si et seulement si | pr(x) — y|| = 0 cest-a-dire y = pp(x).
De plus,

n n
doo P2 = |x—pr@|f= Y (erlx—pre)?= Y (erln?
k=p+1 k=p+1

car (exlpr(x)) =0pour k> p+1. Et

p
dee, F)? = |x = pro|* = 1212 = | pr|* = 1212 = Y (exl)?
k=1

par théoreme de Pythagore. O

Remarques

R1—

R2—

Pratique : plutét que de calculer une bon de F (orthonormalisation de Schmidt), il peut étre plus économique d’écrire que pr(x)

est le seul vecteur de y € F tel que x— y € F-. Connaissant une base quelconque de F, on décompose y dans cette base et

on traduit I'orthogonalité de x — y a chaque vecteur de la base : autant d’équation que d’'inconnues. On résout et on trouve

y=pr).

Si F n'est pas de dimension finie, cette distance n’est pas nécessairement atteinte. Ainsi, par exemple, si E = €([0, 1], IR) muni

du produit scalaire canonique et si F est le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales, alors d(exp, F) n'est pas atteinte
3 x—k ——— 0 donc cette distance est nulle. Ainsi, dire qu’elle serait atteinte serait

o k') n—roo

dire que exp € F ce qui est faux (trop de dérivées non nulles ?).

On peut d’ailleurs montrer plus généralement, que si d(x, F) est atteinte pour un y € F, alors x— y € FL et on peut montrer que

si F est le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales, FL =0}

car on peut montrer que d(exp,x —

Exercice : CCINP 81

On définit dans ./ (R) x .4, (R) P'application ¢ par : ¢ (A, A’) =tr(*AA’), ou tr( AA") désigne la trace du produit de la
matrice ! A par la matrice A'.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur ./ (R) .

a b
On note & = . (a,b) e R? }.
-b a

1.
2.

Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de ./ (R).

Déterminer une base de F1.
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1
3. Déterminer la projection orthogonale de / = (
1 1

4. Calculer la distance de J a %.

0 1
1. On aimmédiatement % = Vect(I», K) avec K = ( ) .
-1 0

On peut donc affirmer que & est un sous-espace vectoriel de /5 (R).

Z = Vect(Iz, K) donc (I, K) est une famille génératrice de &.
De plus, I» et K sont non colinéaires donc la famille (I, K) est libre.
On en déduit que (I2, K) est une base de &.

a
2. Soit M =
G

b
€ M R).
d)

Comme (I2, K) est une base de &,

MeZFt = pM,I)=0et p(M,K)=0.
Clest-a-dire, Me FL < a+d=0etb—c=0.
Ouencore, Me Fl < d=-aetc=h.

1 0 0 1
On en déduit que FL =Vect(4,B) avec A= ( ) etB= ( )
0 -1 1 0

(A, B) est une famille libre et génératrice de ZFL donc (4, B) est une base de FL.

3. Onpeut écrire J=I,+Bavecl, € F et Be FL.

0 1
Donc le projeté orthogonal de J sur FlestB= ( )
1 0

4. Onnote d(J,%) la distance de J & &.
D’apres le cours, d(J, %) = I] — pg (Dl ou pg (J) désigne le projeté orthogonal de J sur &.
On peut écrire a nouveau que J =1 + B avec I, € & et Be 1.
Donc pg () =1p.
On en déduit que d(J,#) = l] - pz (DI = II] = L2l = [|Bll = V2.

Exercice : CCINP 82
Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique yy de F tel que x — yp soit orthogonal a F et que la distance
de x a F soit égale a || x— yo|-

d/

a b a b
Pour A= etA'=|( ,onpose (A| A')=aa' +bb'+cc’ +dd'.
c d c

1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur ./ (R).

2. Calculer la distance de la matrice A= (!, J) au sous-espace vectoriel F des matrices triangulaires supérieures.

1. On pose E = 4> (R).

a b a b
Pour A= €eEetA = ) € E,onpose (AlA")=ad +bb' +cc’ +dd’.
c d c

d/

a b 61’ b/ Ll” bl/
Soit A= €eE, A = €eE,B= € E . Soit ¢ e R.
c d C/ dl C” dll

a+a b+b')\[ad" b’
(A+A'|B) = | =(a+d)a"+b+Db'" +(c+ )" +d+dHd".
c+c d+d |\ ad’

Donc (A+ A'|B) = (aa" + bb" + cc”" +dd") + (ad'a" + V'V + ' " + d'd") = (AIB) + (A'|B).

aa ab||[d" b"
(¢ A|B) = | =aad +abb" +acc” +add" = a (A|B).
ac ad|\c" d"

On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
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De plus, par commutativité du produit sur R, (.|.) est symétrique.
Donc (.[.) est une forme bilinéaire et symétrique. (*)
a b

Soit A= eE.
c d

(AlA) = a® + b? + ¢ +d% > 0. Donc (.|.) est positive. (**)

a b
Soit A= € E telle que (A|A) =0.
c d

Alors a? + b% +c2 +d? =0.

Comme il s’agit d’'une somme de termes tous positifs, on en déduit que a=b=c=d =0 donc A=0.
Donc (.[.) est définie. (**)

D’apres (%), (**) et (***), (.].) est un produit scalaire sur E.

1 0 0 0 0 o\fa b
€F et e L car V(a,b,d) € R3, | =0.
0 2 -1 0 -1 of/lo 4

1 0
On en déduit que le projeté orthogonal, noté pr(A), de A sur F est la matrice ( )
0 2

0 0
Ainsi, d(A,F):llA—pF(A)||=|I( )I|=1~
-1 0

8 Hyperplans affines d’un espace euclidien

a a

Définition : Vecteur normal

Soit .# = A+ H un hyperplan affine d’'un espace euclidien E, A étant un point de E et H un hyperplan linéaire.
On appelle vecteur normal a 7, tout vecteur 7i de H \ {0g}.

Propriétés
(i) Tous les vecteurs normaux de /¢ sont colinéaires.

(i) Sin estun vecteur normal a #, M € H# <—> AM L 7.

Démonstration

H =Vectn. O

Corollaire

Soit #(e,...,e,) une base orthonormale de E, % = (0,9%8) un repére orthonormal.
n(ay,...,a,) est un vecteur normal de € si et seulement si /4 a une équation de la forme a;x; +---+ apx, = b
dans X.

ESPACES PREHILBERTIENS REELS - page 27



LYyCEe CARNOT - DIJON HTTPS://MPl.PREPA—CARNOT.FR

Exemples

E1— Dans R2 muni de sa structure euclidienne canonique, si ax + by = c est une équation de # dans un repére orthonormal, alors
7i(a, b) est un vecteur normal a .

E2— Dans R® muni de sa structure euclidienne canonique, si ax + by + cz = d est une équation de % dans un repére orthonormal,
alors 7i(a, b, ¢) est un vecteur normal a . 7.

Propriété : Distance a un hyperplan affine

Soit /€ un hyperplan affine de E euclidien. Siayx1 +...+anx, = b est une équation de S en

Soit A un point de A et i un vecteur normal a E. repere orthonormal et si M(xy,...,X,), alors
dM, #) = ———.
[I7]l layix1 + ...+ anx, — bl

dM, A) =
a2 4+ a5

Exemple

Déterminer les équations des bissectrices, dans un repére orthonormal du plan, de 2 :3x+4y =7 et 2’ :5x— 12y = 7.

Démonstration

AM-7i
117112

\m.ﬁ
B |

7

dM, ) = d(m, FI) - “pm (AT/[) ” _ H

Avec ii(ay,...,an),

—

AM-ii=a (xl—xio))+~--+an(xn—x§,0)):a1x1+...+anxn—b.
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