MP 1 Lycée Carnot - Dijon
VARIABLES ALEATOIRES

Exercices vus en cours

CCINP 109 Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 a n et deux boules noires

numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une a une, sans remise, de toutes les boules de 1'urne.
On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.
On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loi de Y.

Solution de 1 : CCINP 109

1. X(©Q) =[1,3].
Vie€[1,n], onnote B; la i®me boule blanche.
Vi€ [1,2], on note N; la i*™€ boule noire.
On pose E = {By, By, ..., By, N1, N2}
Alors Q est 'ensemble des permutations de E et donc card(Q) = (n+2)!.

(X =1) correspond aux tirages des (1 +2) boules pour lesquels la premiere boule tirée est blanche.
On a donc n possibilités pour le choix de la premiére boule blanche et donc (1 +1)! possibilités pour les tirages

restants. .
x (n+1)!

Donc P(x =1)= Xt
(n+2)! n+2

(X =2) correspond aux tirages des (1 +2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est noire et la seconde

est blanche.
On a donc 2 possibilités pour la premiere boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n! possibilités
pour les tirages restants.
2xnx(n)! 2n
Donc P(X =2) =

(n+2)!  (ntD(n+2)
(X =3) correspond aux tirages des (1 +2) boules pour lesquels la premiére boule et la seconde boule sont

noires.
On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis une seule possibilité pour la seconde et enfin n! possibili-
tés pour les boules restantes.

2x1x(n)! 2
Donc P(X =3) = = .
(n+2)! (n+1)(n+2)
Autre méthode :

Dans cette méthode, on ne s’interesse qu’aux "premiéres" boules tirées, les autres étant sans importance.

X =[13].
(X =1) est I'événement : "obtenir une boule blanche au premier tirage".

nombre de boules blanches  n

Donc P(X=1)= - =—.
nombre de boules de 'urne  n+2 L . .
(X =2) est I’événement : " obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche au second tirage".

, 2 n 2n
DouPX=2)=——x——=—"—7"—,
n+2 n+l1 (n+2)(n+1)
(X =3) est ’événement : "obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule

les tirages se faisant sans remise.

blanche au troisiéme tirage".
,os 2 1 n 2
DouP(X=3)=— P

x —— x — = —————— les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l (n+2)(n+1)
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2. Y@ =[1,n+1].
Soit ke [1,n+1].
L'événement (Y = k) correspond aux tirages des (n +2) boules ot1 les (k —1) premieres boules tirées ne sont ni
By ni Nj et la k'®™€ boule tirée est B; ou Nj.

On a donc, pour les (k- 1) premiéres boules tirées , ( ﬁ 1) choix possibles de ces boules et (k- 1)! possibilités

pour leur rang de tirage sur les (k— 1) premiers tirages, puis 2 possibilités pour le choix de la k™€ boule et
enfin (n+2 - k)! possibilités pour les rangs de tirage des boules restantes.

n
(k_l)x(k—l)IXZX[n+2—k)! 2 x (n+2—Kk)!

n!
Donc P(Y =k) = _ (n—k+1)!
(n+2)! (n+2)!

2(n+2-k)

Donc P(Y =k) = ———.
(n+1)(n+2)

Autre méthode :

Y@ =[1,n+1].
On note Ay I'événement " une boule ne portant pas le numéro 1 est tirée au rang k"

Soit ke [1,n+1].
Ona:(Y=k=ANnAyN...NAp_1 N Ag.
Alors, d’apres la formule des probabilités composées,

P(Y = k) = P(AD P4, (A2)-- Py myn.ndg_, (A1) Py s, (Ar)-
n n-1 n-2 n—(k-2) 2

P(Y=k)=——x x X oo X x

n+2 (n+2)-1 (n+2)-2 (n+2)—(k-2) (n+2)—(k-1)
Py=k=_ltx =t n-2, nok+2 2

TV T n+2 n+1 n n-k+4 n-k+3’
! _

PV =k)=2 n! N (n—k+2)!

(n—k+1)! (n+2)!
p(y:k):w.

(n+2)(n+1)

CCINP 104 Soit 1 un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’une boite formée de trois compartiments identiques également
numérotés de 1a 3.

On lance simultanément les 7 boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments
restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.
2. (a) Déterminer la probabilité P(X =2).

(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.
3. (a) Calculer E(X).

(b) Déterminer n1—i~IPooE (X). Interpréter ce résultat.

Solution de 2 : CCINP 104

1. X =[0,2].

2. (a) Pour que I'événement (X = 2) se réalise, on a (2) possibilités pour choisir les 2 compartiments restant

vides. Les deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans

le troisieme compartiment avec la probabilité 3
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De plus les pl ts des différentes boules dans les troi timent t indépendants.
eplusiesp acer;enls n e 11 enren (135 n_olu €8 Cans Jes trols compartiments sont Independants On lance deux dés équilibrés, et on appelle X est la variable aléatoire égale au plus grand des nombres, Y celle du
Donc P(X =2) = (2) (g) =3 (5) = (5) . plus petit.

Déterminer la loi conjointe et les lois marginales de (X, Y).

(b) Déterminons P(X = 1).
Pour que I'événement (X = 1) se réalise, on a G) possibilités pour choisir le compartiment restant vide. Solution de 3 :
Le compartiment restant vide étant choisi, on note A1’événement : «les n boules doivent se placer dans
les deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser Y .
, , : 1 2 3 4 5 6 | loide X
1'un d’eux vide». X
Soit ke [1,n-1]. 1 3 0 0 0 0 O 1/36
. 1 1/36 1
On note Ay I'événement : « k boules se placent dans le compartiment a et les (n - k) boules restantes dans 2 e Mse o 0000 h
1 . 3 118 Y18 13 0 0 0 5/36
e compartiment b».
ol 4 118 118 118 136 0 0 /36
Onaalors A= | Ag. 5 118 118 118 118 136 0 9/36
k=1 6 118 11 118 118 118 1/36 11/36
n\ (k1" F (n) (1" loideY |1z 912 7/36 536 3/36 1/ m
Onavke[l,n-1], P(Ap) = . (5) (g) =% (g) ) oi de 36 36 5/36 3/36 1/36

3 n-1 n-1
Donc P(X=1)= (I)P( JAn=3 Z P(Ay) car Aj, Ay, ..., Ap—1 sont deux & deux incompatibles.

=1 et @ Soient X;, X, variables aléatoires indépendantes de loi uniforme % (2) sur {-1,1} et X3 = X; x Xj.

n=1(p\ (1\" 1\l (y, Nl 11 Montrer que Xj, X5, X3 sont deux a deux indépendantes, mais ne le sont pas mutuellement.
Donc P(X=1)=3 (7) :(7) =(7) -2 =(7) 2" -2).
1;1 (k) 3 3 121 k 3 kgb k 3 ( ) Solution de 4 :

n-1
DonCP(XZI):(g) (2" -2). ]P(X3:—1):]P(X1:I,XZ:—1)+]P(X1:—I,XZ:I):%

Enfin, P(X=0)=1-P(X=2)-P(X =1) donc P(X =0)=1-(3)" "' = ()" 2" - 2). Done X; %) sur (-1,1}.

11 Alors X, X5, X3 sont indépendantes deux a deux car X; 1L X,
Donc P(X:O):l—(g) 2"-1). 1
PX;=1,X=)=PX1=1,X=1)= 1 =PX;=1D)PX3=1)

Autre méthode :

1
Une épreuve peut étre assimilée a une application de [1, n] (ensemble des numéros des boules) dans [1,3] PX,=-1,X3=1)=P(X;=-1,Xo=-1)= i PX, =-DP(X3=1)
(ensemble des numéros des cases). 1
Notons Q I'ensemble de ces applications. PX1=1,X3=-1)=P(X1=1,X=-1)=-=P(X; =1)P(X3=-1)
On a donc: cardQ =3". 4

Les bf)u}es vont se "ranger aléatoirement dans le§ trois compartiments”, doncilya équiprobe}bilit}é sur Q. PXi=—-1,X=-1)=P(X; = -1, X, = 1) = 1_ PX = -DP (X5 = 1)
(a) L’événement (X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément de 4
Donc X; 1 X3 et par symétrie, Xp I X3.

1,3], c’est-a-dire aux applications constantes. .
[.3], rP Pourtant, elles ne sont pas (mutuellement) indépendantes :

3
Donc P(X=2)=_. =
(b) Comptons a présent le nombre d’applications correspondant a I'événement (X = 1), c’est-a-dire le nombre PX1=1,X=1,X3=1)=P(X1=1,X,=1)=

n-1°

#

1
4

|~

d’applications dont I’ensemble des images est constitué de deux éléments exactement.
On a 3 possibilités pour choisir I’élément de [1,3] qui n’a pas d’antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
compter le nombre d’applications de [1, 1] vers les deux éléments restants de [1,3], en excluant bien sar les

- CCINP 98 Une secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.
deux applications constantes.

On obtient donc 2" - 2 applications. On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
L, 3x(2"-2) 1, d’obtenir le correspondant demandé est p (p €10,1]).

Dot PX=1)= 3n = 3n-1 @"-2). Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X =0) = 1-P(X =2)-P(X =1)donc P(X = 0) = 1—(%)"’1—%)"’1 2"-2). 1. Donner la loi de X. Justifier.

2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

1 n-1 1 n-1
3. (a E(X):OP(X:0)+1P(X:1)+2P(X:2):(g) (2"—2)+2(§) .
Donc E(X) :3(%)" (a) Soit i € [0, n]. Déterminer, pour k€N, P(Y = k|X = i).

3

(b) Prouver que Z = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le parametre.
n

PN . . 2 . s
(b) Dapres 3.(a), nllTooE(X) = nLHPooS (5) =0. Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, 1'égalité suivante : (z l) (n) = (z)(Z)
Quand le nombre de boules tend vers +oo, en moyenne aucun des trois compartiments ne restera vide. Y

(c) Déterminer l'espérance et la variance de Z.
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Solution de 5 : CCINP 98

1. L'expérience est la suivante : I’épreuve de I'appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est
répétée n fois et ces n épreuves sont mutuellement indépendantes.
De plus, chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec la probabilité p (succes)
ou le correspondant n’est pas joint avec la probabilité 1 — p (échec).
La variable X considérée représente le nombre de succes et suit donc une loi binomiale de parameétres (n, p).

Cest-a-dire X(Q) = [0,n] et Vke [0,n] P(X =k) = (Z) pFa-pnk.

2. (a) Soiti € [0,n]. Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n — i correspondants lors de la seconde série
d’appels et donc :

n-i
P(Y=klX=10)= k
0 sinon

)pk(l -p)" i ksikelo,n-1]

k k
(b) Z@=[0,n] et Vke[o,n] P(Z=k)=Y PX=inY=k-i)=) P(Y=k-ilX=0)P(X=1i).
i=0 i=0

n-i|ln

k .
Soit k € [0, n]. D’apres les questions précédentes, P(Z=k) =) ( ; (i pk( - py2nki,

io\k-
, e e n-i|[n| [k|[n
Or, d’apres I'indication, (k— i)(i) = (z)(k)
k

E(k\(n) & oan—k—i _ (M| k ek Ly
Donc P(Z=k)=)_ P 1-p) =\ kl? a-p > i (l—p)‘

i=0 i=0

Donc d’apres le bindbme de Newton, P(Z = k) = (Z)pk(l —pk (f:—?) = (Z) (p2- F’])k (a- plz)nik‘

On vérifie que 1 - p(2— p) = (1 - p)? et donc on peut conclure que :
Z suit une loi binomiale de parametre (n, p(2 - p)).

Remarque : preuve (non demandée dans I'exercice) de 1'égalité proposée dans 'indication :

n—illn _ (n=10)! n! _ n! _ k! n! B k\(n
k=illi) m-k\k-dlitn-0!  (k=D!(n-k'! (k-dD!itki(n-k! |i|\k|

(c) D’apres le cours, comme Z suit une loi binomiale de parametre (n, p(2 - p)), alors, E(Z) = np(2—-p) et
V(Z)=np@2-p)(1-p2-p))=np2-p)p-12

@ Si X — %8(n, p), montrer que Y = n—-X — AB(n, q).

CCINP 95 Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Unjoueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne. Pour chaque boule blanche tirée, il
gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.
(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.
(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loi de Y.

Solution de 7 : CCINP 95

Variables aléatoires - page 5

1. (a) L'expérience est la suivante : 1’épreuve "le tirage d"une boule dans 1'urne" est répétée 5 fois.
Comme les tirages se font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes.
Chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le joueur tire une boule blanche (succes avec la probabilité
2 . ) o Tite 2
P=15= —) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité —).
La variable X considérée représente donc le nombre de succes au cours de 1’expérience et suit donc une

1
loi binomiale de parameétre (5, E)'

Cest-a-dire X(Q) =[0,5] et: Vke[0,5], P(X=k) = (i)(%)’c(g)f’-k.

L 1 1 1\ 4
Donc,dapreslecours,E(X):SXE:IetV(X):Sng l—g :5:0,8.

(b

~

D’apres les hypotheses, ona Y =2X —3(5- X), c’est-a-dire Y =5X - 15.
On en déduit que Y (Q) = {5k—15aveck € [0,5]} .

5\(1 k 4 5-k
Etona Vke[[0,5]],P(Y:5k—15):P(X:k):(k)(g) (g) .

Y =5X-15,donc E(Y) =5E(X)-15=5-15=-10.

4
De méme, Y =5X -15, donc V(Y) =25V (X) =25 x : =20.

2. Dans cette question, le joueur tire successivement, sans remise, 5 boules dans cette urne.

(a) Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans 1'urne en
une seule fois au lieu de les tirer successivement. Cette supposition ne change pas la loi de X.
X(Q) =[0,2].
Notons A l'ensemble dont les éléments sont les 10 boules initialement dans 1'urne.

Q est constitué de toutes les parties a 5 éléments de A. Donc cardQ =

Soit k € [0,2].

L'événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et (5 — k) boules noires dans 1"urne.
2

Ila donc ( k) possibilités pour le choix des boules blanches et (5 8 k) possibilités pour le choix des boules

noires.

Donc:Vke[0,2], P(X=k)=

(b) On a toujours ¥ =5X —15.
On en déduit que Y(Q) = {5k - 15aveck € [0,2]} .

10
5
8 CCINP 102 Soit N e N*. Soit p€10,1[. On pose g=1-p.
On considére N variables aléatoires X, Xy, -+, Xy définies sur un méme espace probabilisé (Q, /, P), mutuelle-
ment indépendantes et de méme loi géométrique de parametre p.
1. Soit i € [1, N]. Soit n € N*. Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).

2. On considere la variable aléatoire Y définie par ¥ = . gl'igzv(xi) c’est-a-dire Vw € Q, Y () = min (X3 (w), - -+, Xn (),
RIS

EtonaVke[0,2], P(Y=5k-15)=P(X=k)=

min désignant « le plus petit élément de ».

(a) Soit neN*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).

(b) Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y).
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Solution de 8 : CCINP 102

1. Soit i € [1, N].
Xi(@=N" et VkeN", P(X; = k) = p(l—p)k l—pq

1_ n
Alorsona P(X; < Z P(X; = Z Y o Py L; =1-g".
=1 -
Donc P(X; > n) =1- P(XL n) =
2. (@ Y@=
Soit ne N*.
PY>n)=P((X3>nn--Nn(Xy>n))
N
Donc P(Y > n) = ]_[ P(X; > n) car les variables Xj,---, Xy sont mutuellement indépendantes.

i=1
N
Donc P(Y >n) = ]_[q =q™N

OrP(Y<n)=1- P(Y>n)
donc P(Y<n)=1-gq
Calculde P(Y =n) :

Premier cas:sin>2.
PY=nm=PY<n-PY<n-1.

Donc P(Y =n) = g N1 -g"N).

Deuxiéme cas :si n=1.
P(Y:n):P(Y:l):l—P(Y>1):1—qN.
Conclusion : YneN*, P(Y =n) = g™ VN1 - gM).

(b

=

D’apres 2.(a), VneN*, P(Y =n) = g "N 1 - gN).
Cest-a-dire YneN*, P(Y = n) = (1- (1-¢™))" " (1 - ¢™).
On en déduit que Y suit une loi géométrique de parametre 1—g™.

Donc, d’apres le cours, Y admet une espérance et E(Y) = -
-q

@ CCINP 106 X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et & valeurs dans N. Elles suivent la méme loi

définie par VkeN, P(X = k)= P(Y =k) = pgF ot pe]0,1[et g=1-p
On considere alors les variables U et V définies par U =sup(X,Y) et V =inf(X, Y).
1. Déterminer la loi du couple (U, V).
2. Déterminer la loi marginale de U.
On admet que V(Q) =N et que, Y neN, P(V =n) = pg*"(1 +q).
3. Prouver que W =V +1 suit une loi géométrique. En déduire I'espérance de V.
4. U et V sont-elles indépendantes ?

Solution de 9 : CCINP 106

1. (U, V)(Q = {(m,n) e N’ tel que m > n}. Soit (m, n) e N? tel que m > n.
Premiercas:sim=n

P(U=mnNn(V=n)=P(X=nn(Y=n)=PX=nP(Y =n)car X et Y sont indépendantes.

Donc P((U = m) N (V = n)) = p2g".
Deuxiéme cas:sim>n
P(U=mnV=n)=PlX=mnY =n]ul(X=n)n(Y=m)])

Les événements ((X = m) n (Y = n)) et (X = n)n (Y = m)) sont incompatibles donc :

P(U=mn(V=n)=P(X=m)n(Y=n)+P(X=nn( =m).
Or les variables X et Y suivent la méme loi et sont indépendantes donc :
P(U=m)N(V=n)=2P(X=mP(Y =n)=2pq""".

P’q*" sim=n
Bilan: P(U=m)n(V=n))={ 2p?’q™™ sim>n
0 sinon
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2. U(Q) =Net V(Q)=N. Soit meN.
+oo

P(U=m)= Y P((U=m)n(V=n). (loi marginale de (U,V))
n=0
m
Doncd’apres 1., PU=m)= ) P(U=mn(V=n) (¥
=0
Premiercas: m>1 "
m-—1
D’apres (), P(U=m)=P((U=m)N(V=m)) + Z P(U=m)n(V=n)).
m—1 " m-1 67
Donc P(U = m) = 2 2m+ Z szqrz+m_p2q2m+2p2qm Z qn:p2q2m+2p q
=0 =0
Donc P(U=m):pqm(pq;’"+2—2qm). !
Deuxiéme cas: m=0

Drapres (+) et 1., P(U =0) = P(U = 0) N (V =0)) = p?
Bilan:VmeN, P(U=m) =pq"(pqg™ +2-2q™).

3. W(@=N
Soit neN*.
PW=n=P(V=n-1)=pg*" Vi+qg=0-9g*" " V1+q.
Donc P(W = n) = (1-¢%) (¢2)" "

Donc W suit une loi gé¢ométrique de parametre 1 - g2.
2

=E(W—1)=E(WJ—1:‘7—2.
1-¢q

Donc, d'apres le cours, E(W) =

4. P(U=0)n(V=1)=0et P(U=0)P(V=1)=p3q?(1+q) #0. Donc U et V ne sont pas indépendantes.

-

CCINP 111 On admet, dans cet exercice, que Vg €N, ) (k)xk"’ convergeetVxe]-1,1[, Y

k>q

Soit p€10,11.

Soit (Q, <, P) un espace probabilisé.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, «, P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X, Y) est donnée par

1" _—
= - <
v (k,m) eN?, P(X=K)N(Y =n) = (k)(2) pa-p” sik<n

0 sinon
1. Vérifier qu'il s’agit bien d'une loi de probabilité.
2. (a) Déterminer laloide Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer 'espérance de Y.
3. Déterminer la loi de X.

Solution de 10 : CCINP 111
1. On remarque que Y (k,n) eN?, P(X = k)N (Y = n)) > 0.

(X, V)(Q) = {(k, n) e N*tel que k < n}.
Posons V (k,n) eN?, pr., = P(X = k)N (Y = n)).
VneN, Z Pk,n converge (car un nombre fini de termes non nuls).

k>0

k:OPk,n— 3 P P = 5 p P Pl =

k=0

2

1 n
f) pl-p)2"=pl-p".

2 _2m

+00

k=q

Deplus, Y pl-p)"=p Y (1-p)" converge (série géométrique convergente car (1 - p) €]0,1[).

n=0 n=0

1
Et 1-p)"= 1-p)'=p——m—
Zp( p) pZ( P =PI

Donc on définit b1en une loi de probab111te
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—_—= +2pq™(1-
e =pq prq q”

1

a 7x)ff+1 :



2. (@) Y@=

Soit neN.

+00
P(Y=n)= ) P((X=kn( =n)) (loi marginale)

k=0

n n 1 n
Dong, d’apres les calculs précédents, P(Y =n) = Y k (5) pd-p)"=pa-p~.
k=0
C’est-a-dire, VneN, P(Y =n)=p(1-p)".
(b) Posons Z=1+Y.

ZQ) =N*etVneN*, P(Z=n)=P(Y =n-1)=p(l-p)* L.
Donc Z suit une loi géométrique de parametre p.

(c) D’apres la question précédente, E(Z) = —

Or Y:Z—ldoncE(Y):E(Z)—letdoncE(Y):l_Tp.
3. X(Q) =
+00
Soit keN. P(X=k)= Y P((X=k)n (Y = n)) (loi marginale)
n=0
_ _+oon 1\" . 1\ k+oon 1 n—k
DoncP(X—k)—gk(k)(E) p(l-p) "’(E) a-p n;c r (E“_”)) .

1

1\,
Donc, d’apres les résultats admis dans I'exercice, P(X = k) = p (5) (1- p)kﬁ
(1 - E (1- P))

c d 1 k ‘ 2k+1
‘est-a-dire P(X = k) = p|=| (1-p)F——nr.
est-a-dire P( ) p(z) (1-p) s
2p (1-p)\*
Donc, VkeN, P(X = k) = —2— ( P

1+p\1+p
CCINP 103

Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (Q, </, P) un espace probabilisé.
1. (a) Soit (A1,12) € (10, +00]).
Soit X, et X, deux variables aléatoires définies sur (Q, </, P).

On suppose que X; et X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de parametres respectifs A,
et Ay,

Déterminer la loi de X; + X».

(b) En déduire I'espérance et la variance de X; + X».
2. Soit p €]0,1]. Soit A €10, +ool.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, 7, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de parametre A.

On suppose que X(Q) =N et que, pour tout m € N, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi
binomiale de parameétre (m, p).
Déterminer la loi de X.

Solution de 11 : CCINP 103

1. (a) X1(Q) =Net X2(Q) =Ndonc (X; + X2)(Q) =

SoitneN. (X3 +Xp=n)= L'j (X1 = k)N (X2 =n—k)) (union d’événements deux a deux disjoints).
k=0

Variables aléatoires - page 9

Donc

n
PXi+Xp=n) = Y P(X1=knXo=n-k)
k=0

n
= Z P(X; = k)P(Xz = n— k) car X et X, sont indépendantes.

k=0
Ak n—k —(A1+A2)
= i 6‘71‘—1 x e 2 A2 _¢ T ! Akpn—k
k! (n-k)! n o kin-k1?
_ e (/11+/1; i ( )A’kﬂnfk it (A1 +A)"
= Ayk= AL LA
=0 n!

Ainsi X1+ Xp ~ .95(/11 +A2).
Remarque : cette question peut aussi étre traitée en utilisant les fonctions génératrices.

(b) X;+Xp ~» P (A1 +Ap) done, d’apres le cours, E(X; + Xo) = A1 + Az et V(X; + Xp) = A1 + Aa.

2. Soit keN, P(X=k) = ZP((X kn(y = m))—ZP(y m X =k)P(Y =m).

m=|

Or, par hypothese,
Mk — pym—k
VmeN, Py—m (X = k) = (k)P 1-p) sik<m
0 sinon
Donc :
A p (a-p)™
PX=k = 1-p)nke A Z_ =t -
( ) ( )p a-p ‘m! Z: (m—k)!
p too (/1(1 - P)) apk _
_ - Z —e Aﬁﬂkeﬂ(l p)
Ap)*
71;7( 14
¢ Th

Ainsi X ~ Z(Ap).

CCINP 108 Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, </, P) et &

valeurs dans N.
On suppose que la loi du couple (X, Y) est donnée par :

SN2 . PN
Vi, j)eN ,P((X—l)ﬂ(Y—]))—eTﬂj!

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer 1’espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Calculer P(X =Y).

Solution de 12 : CCINP 108

1
S . N
L VNN, PX =000 =)= o
X =
Soit i € N.
1 1 1
jg‘eZT e2’+1 Z convergeetzw S

1 =1

OrP(X=i)= ZP((X—t)n(Y ])doncP(X—t)—Z

= 21+1 21+1 Z 21+1‘
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Conclusion : ¥ i =
oncus1on.Vt€N,P(X—z)_F
Y@=

Soit jeN.
11
Soe2itljl 2ejl 5 jto2ejty 1 ej!

+00
OrP(Y=j=) P(X=Dn(Y = ).
i=0
to 1 1)y 11 1
DoncP(Y=j)=) ———=— ( )_
ettt 2ejl i\ 2

_2ej!1_l ej!’
. . N 1
Conclusion: VjeN, P(Y = j) = o

2. (a) Onpose Z=X+1.
Z(Q)=N

. 1 11"t

Deplus, VneN*, P(Z=n)=P(X=n-1)= =—|= .
on 202
1
Donc Z suit une loi géométrique de parametre p = 3

1-

1
Donc, d’apres le cours, E(Z) = ; =2etV(Z)= =2.

Donc E(X)=E(Z-1)=E(Z)-1=2-1=1etV(X)=V(Z-1)=V(Z) =
C’est-a-dire E(X) =1et V(X) =

(b) Y suit une loi de Poisson de parameétre A = 1.
Dong, d’apres le cours, E(Y) = V(Y) =

™ (l)iconver e (série géométrique de raison 1)etio L1 11
2 8 8 q 2 : e2itlijl - :

3. Ona:V(i,j)eN?, P(X=i)n(Y = j)) = P(X = i)P(Y = j). Donc les variables X et Y sont indépendantes.

4. (X=Y)= J(X=kn(Y =k)) etil s’agit d’'une union d’événements deux a deux incompatibles donc :

keN

1k
o ] 1*°°(§) 1
P(X=Y P((X= Y= = =— = —
X=Y)= kzo (X=K)n(¥=k)= Z e k26

Donc P(X=Y)=

1
eZ

1
2y/e

+00
CCINP 96 Onadmet, dans cet exercice, que: Vg eN, Y (k)xk’“ convergeetVxel-1,1[, ) (’;)xk’“ =

k>=q k=q

Soit p€]0,1[ et r e N*.

On dépose une bactérie dans une enceinte fermée a I'instant ¢ = 0 (le temps est exprimé en secondes).
On envoie un rayon laser par seconde dans cette enceinte.

Le premier rayon laser est envoyé a l'instant ¢ = 1.

La bactérie a la probabilité p d’étre touchée par le rayon laser.

Les tirs de laser sont indépendants.

La bactérie ne meurt que lorsqu’elle a été touchée r fois par le rayon laser.

Soit X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la bactérie.

1. Déterminer la loi de X.

2. Prouver que X admet une espérance et la calculer.

Solution de 13 : CCINP 96

1. X(Q) = [r,+oo[.
Soit n € [r, +oo].
(X = n) signifie que n tirs de laser ont été nécessaires pour tuer la bactérie.
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1

1 _qu+l N

Y(j, k) eNZ, P((X,Y)=(j,k) =

C’est-a-dire que, sur les n-1premiers tirs de laser, la bactérie est touchée (r—1) fois, non touchée ((n—1) — (r — 1))
fois et enfin touchée au n'*™* tir.
Sur les (1 —1) premiers tirs, on a ('rl:ll) choix possibles pour les tirs de laser qui atteignent la bactérie.

-1
)pr—l(l _ p)(n—l)—(r—l) x p.

On en déduit alors que : P(X =n) = 1

-1
C’est-a-dire : Vne [r,+oo, P(X=n) = (’:7 l)p'(l -p)"r.

. On considere la série ) nP(X = n).

nzr
Soit n € [r, +oo[.
(n—-1!

- pra=pt

nP(X:n):n(’::ll)l?’(l—p)""=n pra-pTr=r

C’est-a-dire: nP(X = n)—r( )p Q-p)nr.

Donc: Y nP(X=n)=rp" Y, (n)(l -p".
n>r r

nzr
Or, par hypothese, p €]0,1[ donc (1-p) €]0,1[.

On en déduit, d’apres le résultat admis dans l'exercice, que Y nP(X = n) converge et donc E(X) existe.
n>r

.
De plus, E(X) = Z nP(X=mn=rp Z ( ) e r—P

n=r (1-a-p)
C’est-a-dire E(X) = —

CCINP 97 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N? dont la loi est donnée par :

(]+k)(5

ejlk!

1)j+k

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

2. Prouver que E [2X*Y] existe et la calculer.

Solution de 14 : CCINP 97
On rappelle que Vx€R, Z ] converge et Z —=e".

X"
X

n=0

1. Y@=

Soit keN.

+00
PY=k=) P(X,V)=(j,k) =) ———
= o ejlkl

1 Jj+k 1 k+1 1\/-1 1 Jj+k
66 il
Or, ) 2 _ 12 Y 2 donc Y 2l converge et

S0 ejlk! ekl 5 (-1 5o etk
j+k k+1 k+1 k+1
G BB 6,
+00 E 2 +00 f 2
jgo ejlkl ek ]g' Dl ekl © ke (). (*)
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e o)

De méme, . = donc converge et
jéo ejlk! ek! ]éo J! ]g‘o ejlk!
B ) el M), )
+o0 | 5 5] +o|3 5 e 5 )
= ekl ekl = ! ek T ke

Donc, d’apres (*) et (**), on en déduit que :

B G geml)
e lave | kave

Pour des raisons de symétrie, X et Y ont la méme loi et donc :

o]
270\

e

P(Y=k =

X@ =NetVjeN, P(X=j)=

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car :
P((X,Y)=(0,0)) =0 et P(X=0)P(Y =0) #0.

2. Posons V(j, k) eN?, ajx =2/**P((X,Y) = (j, k).
k

_ jt+k _
Onaaj'k_m_ej'k'+ﬁ'
1 j 1t 1 1
VkeN, t =—.
jzoe]'k’ ekl 5 G- COveEee Ze]'k' ekl A G- &
/C 1 k k +°°l k
De méme, Z e]'k' ek!j 5 converge et Z T ek' . T
Ensuite, ) i et Y oy 1 convergent. De plus Jio L_ et iok =e
TS0k T S0k S (k-1 i=o k! ok

Donc la famille (a; ) j renz est sommable.
On en déduit que E [2X+Y] existe et E[2X*Y] = 2e
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(x%)

[15) ccine o9

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
. Soit (¥,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et admettant un moment

n
d’ordre 2. On pose S, = Z Y.
k=1

N V(Y
Prouverque:Va€]0,+oo[,P( 2 >a|< ( 21).
n na

. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d"une boule dans une urne contenant 2 boules

rouges et 3 boules noires.

A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges obtenues
restera comprise entre 0,35 et 0,457

Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot ¥; mesure l'issue du i™¢ tirage.

Solution de 15 : CCINP 99

On suppose que VneN*, P(X =n) =

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) =

1. Soit a €10, +oo[. Pour toute variable aléatoire X admettant un moment d’ordre 2, on a :

PIX-EX)|Za) <

S
. Onpose X = —.

Par linéarité de I'espérance et comme toutes les variables Y; ont la méme espérance, on a E(X) = E(Y1).
De plus, comme les variables sont mutuellement indépendantes, on a V(X) = s V(Sy) = ;V(Yl).
Alors, en appliquant 1. a X, on obtient le résultat souhaité.

. Vi eN*, on considere la variable aléatoire Y; valant 1 si la i®™¢ boule tirée est rouge et 0 sinon.

2
Y; suit une loi de Bernoulli de parametre p avec p=-=0,4.
Les variables Y¥; suivent la méme loi, sont mutuellement indépendantes et admettent des moments d’ordre 2.
On a d’apres le cours, Vi €N, E(Y;) =0,4 et V(Y;) =0,4(1-0,4) =0,24.

n
On pose S, = Y Y;. S, représente le nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages.
i=1

Z Yi

Alors T, =
On cherche a partir de combien de tirages on a P(0,35 < T, < 0,45) >0,95.

représente la proportion de boules rouges obtenues au cours de 7 tirages.

S S
Or P(0,35< T,, <0,45) = P{0,35 < =2 <0,45| = P-0,05 < = — E(¥}) 0,05
n n

:P(S"
n

S
On a donc P (0,35 < T, <0,45) = 1—P(‘7" -E(Y1)

Sn
<0,05|=1-P
n

> 0,05).

>0,05].

0,24

—EM) 7(0,05)2°

Or, d’apres la question précédente, P( —

= 0,05) <

0,24
Donc P(0,35< 7, <0,45) > 1 - ———.
n(0,05)2
0,24
11 suffit alors pour répondre au probleme de chercher a partir de quel rang n,ona 1- .05 > >0,95.

. . . 0,24 , .
La résolution de cette inéquation donne n > 0.053 c’est-a-dire n > 1920.

CCINP 100

Soit A €10, +o0l.
Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N*.

nn+1)(n+2)
1

X(x+1)(x+2)

2. Calculer A.
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3. Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

4. X admet-elle une variance? Justifier.

Solution de 16 : CCINP 100

1 1 1
1. On obtient R(x) = .
2x  x+1 2(x+2)
2. Soit N e N*.
1 1 1N 1 N+ 1A
P(X<N)= AZ( —+ ):A727727+7
2n n+l 2(n+2) 2;,01n oHn 2,530
1 1 1

1
Et dong, apres télescopage, P(X < N) =7 (E +-—=-

1 1
—_—t— 7) c’est-a-dire :
4 2 N+1 2(N+1) 2(N+2)

P(X<N)= /1( ! L] *)
4 2(N+1) 2(N+2))
Or hm PIX<N)=1

Donc d apres (*), A =4.

3. Y nPX=n=)_

w1 ,l?l(n+l)(n+2)
Donc X admet une espérance.

4 4

converge car au voisinage de +0o, —————— ~ —.
(n+1)(n+2) +o n

n

=

n
Deplus, VneN*, S, =Y kP(X=k) =

1 1 A | 4
Z =4y |———|=4|)Y — - ) —|=2-———:.
= (k+1)(k+2) Si\k+1 k+2 o k+t1l Sk+1 n+2
n
Donc lim Y kP(X=k)=2et E(X)=
n»—v+00k=l
4. Comme E(X) existe, X admettra une variance a condition que X? admette une espérance.
4n
Y iPPX=n=) ————.
w1 n>1(n+1)(n+2)
4n

1
—————— ~ —et ) — diverge (série harmonique).
(n+1)(n+2) +o n néln ge que)
Donc Y n*P(X = n) diverge.

n>1
Donc X? n’admet pas d’espérance et donc X n’admet pas de variance.

Or, au voisinage de +oo,

CCINP 110

Soit (Q, o/, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, </, P) et a valeurs dans N.
On considere la série entiére ) " P(X = n) de variable réelle r.
On note Rx son rayon de convergence.

(a) Prouver que Ry > 1.

+00
On pose Gx(t) = Z t"P(X = n) et on note D¢, 'ensemble de définition de Gx.
n=0
Justifier que [-1,1] € Dgy.
Pour tout réel ¢ fixé de [-1,1], exprimer Gx(#) sous forme d'une espérance.
(b) Soit k € N. Exprimer, en justifiant la réponse, P(X = k) en fonction de Ggf) (0).

2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de parametre A.
Déterminer Dg, et, pour tout € Dg,, calculer Gx(z).

(b) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes et suivant
des lois de Poisson de parametres respectifs A, et A,.
Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X + Y.

Solution de 17 : CCINP 110
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(@)

®

-

(@)

(b)

+0o0
VneN,Vie[-1L1], [("P(X=n)| < P(X=n) et ) P(X=n) converge ( Y P(X=n)=1).
n=0

Donc Vre[-1,1], Z t"P(X = n) converge absolument.
On en déduit Rx > 1 et aussi [-1,1] € Dg,. Au surplus, pour tout ¢ dans [-1,1], le théoréme du transfert

+00

assure que la variable aléatoire tX admet une espérance et E(t*) = Y t"P(X = n) = Gx(f). Gy est la
n=0

fonction génératrice de X.

Soit keN.

Gx est la somme d’une série entiere de rayon de convergence Ry > 1

Donc, d’apres le cours, Gx est de classe C* sur |-1,1[ < ]-Ryx, Rx[.
+00

De plus, ¥ te]-1,1, G¥ (1) =

e plus, Vr€]-1,1[, Gy (1) UZ e
En particulier, Gy % 0) = k!P(X = k) et donc P(X = k) =
On suppose que X suit une loi de Poisson de parametre A
VieR, Y t"P(X=m) =) t"e? ; Z

)Lt"
De plus, VteR, Gx (1) = ’AZ( ) _ e telt =MD,
n=0

" *p(X =n).

(,‘X ) (o)

converge (série exponentielle) et donc D¢, =R.

On suppose que X et Y sont mdependantes et suivent des lois de Poisson de parameétres respectifs A, et
/12.

D¢y =Dg, =Ret,sionpose Z=X+Y,alors [-1,1] € Dg,.

Alors, ¥ te [-1,1], Gz (1) = E@X*Y) = E(t*t¥) = E@*)E(tY) car X et Y sont indépendantes et donc, d’aprés
le cours, tX et ¥ sont indépendantes.

Donc, d’aprés 2'(3), Gz(t) = eM(r—l)elz(t—l) — e(/hwlz)(t—l)'

On reconnait la fonction génératrice d'une loi de Poisson de parametre A; + 1.
Dong, d’apreés 1.(b), comme Z a la méme fonction génératrice qu'une loi de Poisson de parametre A; + A,
alors Z = X + Y suit une loi de Poisson de parametre A; + A,.
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Autres exercices

Soit X, Y, Z, T quatre variables aléatoires discretes mutuellement indépendantes définies sur un espace probabilisé

(Q, «,P). On suppose que X, Y, Z, T suivent toutes une loi uniforme sur {-1,1}. On pose

1
v=alz 1)
1. (a) Calculer E(det(M)).
(b) Justifier que les variables aléatoires det(M) et —det(M) suivent la méme loi.
(c) Calculer V(det(M)).
2. (a) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice orthogonale.
(b) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice inversible.

(c) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice diagonalisable.

Solution de 18 :

EXE™ -EWE(Z)
2
(b) On vérifie que det(M)(Q) = {0,-1,1} et la définition de I'espérance (nulle) donne alors le résultat.
Ou alors on vérifie que P(detM =1) = P(XT =1,ZY = -1) et P(detM =1) =P(XT =-1,ZY =1) et les
probabilités sont égales pour des raisons de symétrie.
Ou alors on voit que —det(M) est la variable aléatoire obtenue en changeant X en —X et Z en —Z ce qui
ne change pas la loi car - X, Y,-Z, T sont indépendantes et de méme loi uniforme que X, Y, Z, T.

1. (a) E(det(M)=E (% (XT- YZ)) = =0 par linéarité et indépendance.

(c) Vu la premiere question, V(det(M)) = E (det(M)?) = % 1-EXYZD) = % (1-EXEWE@XEM) = % par
indépendance.
2. (a)

PMeOR)=P(X*+2*=Y*+T*=1,XY+ZT=0)=P(XY+ZT=0)
=P(XY=1,ZT=-1)+P(XY=-1,ZT=1)
=2P(XY=1,ZT=-1)
=2P(XY =1)P(ZT=-1)

par symétrie

par lemme des coalition

1 1
avec PXY =) =P(X=DPY =1)+P(X =-1P(Y =-1) =7 et P(ZT = 1) = 5 par symétrie.
Finalement, P(M € 0(2)) = %

o

=

1
P(Me9L:R) =PdetM=1)+P(detM = -1) =2P(detM =1) =2P(XT = -1, ZY = 1) = 7 par symétrie vu
le calcul précédent.

(€) xm) =22 —tr(M)A + det M.

1
lercas XT=letYZ=1:yyA) =A%+ —21 scindé simple donc M est diagonalisable.

2¢cas XT=1letYZ=-1:yyW)=A%+ %/1+1 a discriminant < 0 : M est diagonalisable dans C mais
pas dans R. 2

3ecas XT=-letYZ=1:yy) =A%-1scindé simple donc M est diagonalisable.

4ecas XT=-letYZ=-1:xu(A)=A%donc M n’est pas diagonalisable car non nulle.

Finalement, la probabilité que M soit diagonalisable est % dans R et % dans C.

Autre raisonnement possible :

e Si Y =Z, la matrice symétrique réelle est diagonalisable cela arrive & probabilité P(YZ =1) =1/2.
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« Sinon, (YZ = -1) et le polyndme caractéristique de v2M est A — (X + T)A + (X T +1) et on sépare le
cas XT =1 (diagonalisable seulement dans C) ou XT = —1 (non diagonalisable) ...

+

W

N =
o

D’ot1 la probabilité d’étre diagonalisable dans IR : %, et la probabilité de 1’étre dans C :

Loi binomiale; loi de Poisson et gestion de stock

Le nombre de clients arrivant dans un magasin pendant une journée de vente étant supposé suivre une loi de
Poisson ! de paramétre A.

Un client achete un article A avec probabilité p (il en achéte au plus un).

Le stock d’articles A a I'ouverture du magasin est de s > 1 articles.

On veut calculer la loi du nombre total T d’articles demandés en une journée et la probabilité qu'il ny ait pas
rupture de stock de l'article A durant cette journée.

On modélise la situation de la maniére suivante : on se donne une variable aléatoire N, représentant le nombre
de clients entrant dans le magasin durant la journée, et une suite de variables aléatoires (X;)nelv+, toutes définies
sur le méme espace de probabilité (Q, o/, IP), représentant la décision d’achat du n¢ client : X,, =1 s’il achéte, X,, =0
sinon. On suppose toutes ces variables aléatoires indépendantes.

On suppose que la loi de N est la loi de Poisson 2?(1) et que, pour tout n € IN*, la variable aléatoire X, suit une
loi de Bernoulli de parametre p.

N
Le nombre total d’articles demandés en une journée est la variable aléatoire T définie par T =1 (y>1) Y X;.

j=1
On demande la loi de T et la probabilité P(T < s).
Solution de 19 : Loi binomiale; loi de Poisson et gestion de stock
n
(r=0=WN=0u|| (N: nY X; :0) donne P(T =0) =e 7.
n=1 j=1
. u 1, ADF L ) e
Puis (T=k)= || [N=n,) Xj=k|donne P(T=k) =e~ pT car ) X; suit une loi binomiale de parametre
n>1 j=1 : j=1

(n, p).

S ApF
— A
P(T<s)=e PICZ:OT.

...suite Le nombre de clients arrivant dans un magasin pendant une journée de vente étant supposé suivre une

loi de Poisson de parameétre A > 0.

11 1
Les probabilités respectives pour chaque client d’acheté zéro, un ou deux articles A sont —, ~ et —.

Le nombre d’articles en question achetés pendant une journée est une variable aléatoire S. On étudie la loi de S
grace a son fonction génératrice.

On modélise la situation de la maniére suivante : on se donne une variable aléatoire N, représentant le nombre
de clients entrant dans le magasin durant la journée, et une suite de variables aléatoires (X,) 5+, toutes définies sur
le méme espace de probabilité (Q2, «,P), la loi de N est la loi de Poisson 2 (1) et X, représente le nombre d’achats

1 1 1
d’article A du re client de loi P(X,, =0) = & PX=1= > etP(X=2)= 3
N
On définit enfin T=T > ) X;.
=

j
1. Calculer la fonction génératrice Gy de la variable aléatoire T, en tout ¢ € [-1,1].

2. En déduire la probabilité IP(T = 3) et la calculer numériquement pour A = 6.

3. Justifier I'existence de l'espérance IE(S) et de la variance V(S) et donner leur valeur. Les calculer numérique-
ment pour A =6.

Solution de 20 : ...suite

1. Gr(t) = Gn(Gx, (1) =exp(A(=5/6+1/2+ 213)) apres un Fubini élaboré : sce (N = n), puis Fubini, puis Gs, = G;l(l
apres avoir mis (N =0) a part...

1. Cohérent avec I'approximation des lois binomiales par des lois de Poisson vue en cours.

Variables aléatoires - page 18



Loi binomiale négative

Soit (X,)zen: une suite de variables aléatoires définies sur I'espace probabilisé (Q,</,IP), indépendantes, de

n
méme loi géométrique sur IN* de parametre p. Pour tout n € IN*, on définit la variable aléatoire S, par S, = Y Xj.
j=1

1. Calculer la loi de la variable aléatoire S,.

kj-1) (k-1
2. Montrer que pour 0<n<k, ) / =

j=n n-1 n
k-1

k=1(i_
On pourra par exemple introduire P(x) =y (Z (] 1)) x".
n=1\j=n\""~ 1
3. Calculer par récurrence la loi de la variable aléatoire S,.

4. On joue a Pile ou Face; on note T le numéro du k-ieme tirage Pile. Déterminer la loi de T (loi binomiale
négative). Combien vaut 'espérance de T'?
La Ioi géométrique donne le temps d’attente de la premiére occurrence d'un événement, la loi que I’on vient
de trouver, dite « loi binomiale négative », donne le temps d’attente de la k¢ occurrence de cet événement.

Solution de 21 : Loi binomiale négative

1. PGSy =k) = (k]—l)pzqk—z‘
2. Intervertir les sommes...
3. P(S, =k =(5)p gt " (nulsi1 <k <n-1).

n
Récurrence, Sy;41 = Sp+ Xp+1-
4. On joue a Pile ou Face; on note T le numéro du k-ieme tirage Pile. Déterminer la loi de T (loi binomiale
négative). Combien vaut 'espérance de T'?
La loi géométrique donne le temps d’attente de la premiére occurrence d'un événement, la loi que I’on vient
de trouver, dite « loi binomiale négative », donne le temps d’attente de la k¢ occurrence de cet événement.

Embranchement routier On se place 4 un embranchement routier. Le nombre de véhicules arrivant pendant

un intervalle de temps d"une heure est une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson 2(A).

Les véhicules ne peuvent prendre que I'une des directions A ou B, et la variable aléatoire Y représente le nombre
de véhicules empruntant la direction A pendant cet intervalle de temps.

Chaque véhicule prend la direction A avec la probabilité p et les choix sont faits de maniére indépendante.

C’est pourquoi on suppose que si n véhicules arrivent a I’embranchement pendant une heure donnée, la loi
conditionnelle de Y sachant (X = n) est la loi binomiale %(n, p).

Déterminer la loi de Y ainsi que, pour tout k€ IN, la loi de X conditionnelle a I'événement (Y = k) (du nombre de
véhicules arrivés a 'embranchement sachant que k véhicules ont emprunté la direction A).

Solution de 22 : Embranchement routier

Y suit une loi de Poisson de parametre Ap.
( A q) n-k
(n—k)!"

P(X,|Y =k)=e M

Un peu de théorie préhilbertienne Soit (Q, <, P) un espace probabilisé dénombrable, tel que

VoeQ PHw)#0

On notera #? 'ensemble des variables aléatoires réelles sur (Q, «/,P) qui admettent un moment d’ordre 2.

1. Montrer que £? est un espace vectoriel, et que
(X1Y) = E(XY)

définit un produit scalaire sur cet espace.

2. Si X € ¥?, déterminer le projeté orthogonal de X sur I'espace des variables aléatoires constantes. Déterminer
la distance de X a cet espace.
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3. A partir de la question précédente, retrouver la formule
V(aX +b) = a®V(X)

4. Si X et Y sont deux éléments de £?, X non constante, déterminer la projection orthogonale de X sur
{aY +b; (a,b) € R%}. Calculer la distance de X a ce plan.
5. Si X et Y sont deux éléments de ¥?, on définit leur coefficient de corrélation linéaire :
Cov(X,Y)
pX,Y) = ————r
o(X)o(Y)
Montrer que p(X,Y) € [-1,1]. Quand ce coefficient est-il égal a +1?
6. Soit X, Y deux éléments de £2. On note
F= {Z €% 3ayrex@ eRXP  z= . axll(xzx)}
xeX(Q)
déterminer, s'il existe, le projeté orthogonal de Y sur F (on suppose, pour tout x, P(X = x) #0).
Solution de 23 : Un peu de théorie préhilbertienne
1. L'inégalité
1
IXYI<3 (x*+7?)
fait que le produit de deux éléments de £2 est d’espérance finie. Et donc, si X et ¥ sont dans #2, X + Y y est aussi,

en vertu de
(X+Y)?=X?+Y2+2XY

le membre de droite ne contenant que des termes d’espérance finie. Comme AX y est évidemment, £? est bien un
espace vectoriel. Et (X, Y) — E(XY) est bien défini dessus. Les propriétés d'un produit scalaire sont sans probleme,
on remarque seulement que si (X|X) =0,

Y PwhX*w) =0

weQ

ce qui vu I'hypothese de départ donne X = 0. Sans I’hypothése de départ, on peut toujours construire ce genre de
produit scalaire, mais on a seulement (X|X) =0 = X = 0 presque stirement. Ce qui n’est dans le fond pas génant,
mais oblige a déborder un peu du strict cadre du programme.

2. L'existence et 'unicité est assurée par le théoréeme de projection sur un sous-espace vectoriel de dimension
finie. Soit a la projection cherchée : ona X —all, donc

E((X-a)x1)=0

et cela donne a = E(X). Pas si étonnant si on y réfléchit. Et notant F = Vect(1),

dX,F)=\/E(X-EX))?)=vVX)
3. Soit p la projection orthogonale sur F. On a
paX+b)=ap(x)+pb) =apX)+b

et donc
(aX+Db)-paX+Db)=alX-pX)

Prenant le carré de la norme des deux membres, on obtient bien par la question précédente
V(aX+b)=a’V(X)
4. Notons aY + f la projection cherchée. Alors (X —aY — f|1) = (X —aY — f|Y) = 0. Ce qui donne le systeme

E?)e + EWB = EWXY)
EMa + g = EX

On remarque que le déterminant est V(Y), non nul car Y n’est pas constante. Et on trouve

_ Cov(X,Y)
%)

_E(Y?)EX) - E(Y)EXY)
B V(Y)
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1
Pour le calcul de la distance, il est utile de remarquer que (1, E(Y - ]E(Y))) est une base orthonormale du plan

Vect(1,Y) (facile a voir si on a compris la deuxieme question). Donc avec les notations précédentes,

1
Vi

deﬁﬂmV{mm% Yﬁﬂ%ﬂww

ou encore

2 _ 2y _ 2_; 2
d(X, P =EX" - (EX)) Yo (Cov(X,Y)

D’ou finalement 1

TV
5. De la question précédente, ou de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (en effet, on remarque que

d(x, p? VOV (V) - (Cov(X, 1))?]

Cov(X,Y) = (X-EX)Y -E()) )

on déduit 'encadrement proposé. Avec égalité si et seulement si Y est constante ou X est de la forme aY + b.

Le probleme du collectionneur

Un écolier collectionne des images. Il y a en tout n images différentes. L'écolier achéte chaque jour une pochette;
chaque pochette contient une image, qui augmente sa collection d'une unité s’il ne la possédait pas déja. On suppose
bien str que lorsqu’on achéte une pochette, la probabilité d'y trouver I'image i (1 <i < n)est 1/n.

1. Supposons que la collection de I'écolier contienne déja k—1 images (2 < k < n). On note Ly le nombre de
pochettes que I'écolier va devoir acheter pour augmenter sa collection d’une unité (et ainsi posséder k images).
Quelle est la loi de L ?

2. Onnote Ty, = Ly + Ly +...+ L, le nombre total de pochettes que 1'écolier va acheter pour avoir la collection
complete (pour des raisons évidentes, L; désigne la variable aléatoire constante égale a 1). Calculer E(T}). En
donner un équivalent quand n — +oo.

+oo 1 2
3. Calculer V(T},), en donner un équivalent. On rappelle Z — = %
n=117

Solution de 24 : Le probleme du collectionneur

n—-k+1
. Donc

1. Les achats de pochettes sont supposés indépendants, et un achat est un succes avec la probabilité
n—k+1 )

Ly suit une loi géométrique ¥ (

2. Et donc I'espérance est

i n
ioin—k+1
Or
u n _in
En-k+l 3

Un équivalent est donc 7 Inn.
3. Les Lj sont considérés deux a deux indépendants. On a

nzan —-nHy,

n n—k+1 n?
V(L +-+Ly)=) [1- e

k=1 n

2
5 . b/
ot (g,) converge vers 72/6. Un équivalent est donc 5 n’.

L’espérance via une loi conditionnelle

1. On considere deux variables aléatoires réelles discrétes X et Y sur un espace probabilisé (Q, </, IP); on suppose
que Y est d’espérance finie. Montrer que

E(Y) = >
xeX(Q),P(X=x)#0

E(YIX=x)P(X=x)

ott I'on désigne par E(Y|X = x) 'espérance de la loi conditionnelle de Y sachant (X = x).
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2. Soit (Ay,..., Ap) un systéme complet d’événements. Démontrer la formule de 1’espérance totale

n
EX) =Y EX | A P(Ap.
k=1

3. Soit n et r dans IN*. On consideére n urnes Uy, ..., U,. Dans l'urne j, il y a j boules blanches et n - j boules
noires. On effectue r tirages avec remise dans une urne choisie au hasard. On note X la variable aléatoire
égale au nombre de boules blanches tirées au bout des r tirages.

(a) Donner la loi de X.
(b) Calculer E(X).

Solution de 25 : L'espérance via une loi conditionnelle
Rappelons que la loi conditionnelle de Y sachant X = x est définie par, pour y € Y (Q) :

Pyix=x({y) =P(Y = y|X = x)

(il faut supposer IP(X = x) # 0, oubli de I'énoncé).
Commengons par supposer Y > 0. Pour y € Y (w), la famille

(YPX =P = yIX = 1), 5@

est sommable, de somme yP(Y = y) (formule des probabilités totales). Et la famille (yP(Y = y)) ey €st sommable
(du fait que Y est d’espérance finie). Il en découle, par sommabilité par paquets, que la famille

(YPX =0P(Y =ylIX = x))(x,y)EX(ﬂ)XY(Q)
est sommable. Et donc, pour tout x € X(Q), la famille
(PX=0P(Y = yIX = 1) ey (q

est sommable, donc aussi la famille
(YP(Y =ylX = x))yEY(Q)
ce qui exprime que la loi conditionnelle de Y sachant X = x est d’espérance finie. Et on a
Y yPX=x)P(Y =yl X=x)=PX=x)EY|X=x)
yeY(Q)

ce qui permet de dire que la famille (IP(X = x) E(Y|X = X)) xex() est sommable; et la formule

Y PX=xEY|X=x)=
xeX(w) yeY(w)yP(Y=y)

donne le résultat.
Si Y n’est pas a valeurs positives, ce qui précede appliqué a |Y| permet d’affirmer que la famille

(YP(X=0)P(Y =ylX= x))(x,yjex(ﬂ)xY(Q)

est sommable, on a le droit de la sommer « dans les deux sens » et on obtient la formule.

r| & _

' ij(n_j)r k
j=1 _r(n+l)
pYE et E(X) = TP

P(X=k) =

Une autre expression de l’espérance Soit U variable aléatoire a valeurs dans IN.

Montrer que U a une espérance finie si et seulement si la famille (IP(U > j)) jen+ est sommable et qu’alors

+00
EW) =Y PWU: ).
j=1

Variables aléatoires - page 22



Solution de 26 : Une autre expression de 1’espérance Solution de 27 : Pile ou Face : longueur des premiéres séquences
La o-additivité montre que, pour tout j >1,
On joue a Pile ou Face; la probabilité d’obtenir Pile est p, celle d’obtenir Face est 1 - p. On appellera séquence

PWUSj)= Jio PWU =k une suite de tirages consécutifs identiques précédés et suivis de tirages différents. Voici deux issues :
k=j
PFFPPPFPFFF...
(il est naturel de faire intervenir les P(U = k) vu la formule de définition de 1'espérance d"une variable a valeurs
entieres). On doit donc étudier FFFPFPPFPFPPP...
Z f PU=k Dans la premiére issue, la premiére séquence est P, la seconde est FF. Dans la deuxiéme issue, la premiére séquence
i1 \i=j N est FFF, la seconde est P.

ce qui conduit naturellement, pour pouvoir utiliser la théorie de la sommabilité des suites doubles, a introduire la 1. Donner laloi de la longueur L, de la premi2re séquence, son espérance et sa variance

suite double (a; ) définie par

(j,k)eN

ajr=PU=k sil<j<k aj=0 sinon On note X; la variable aléatoire égale a 1 si le iéme lancer donne Pile, égale & 0 sinon. Comme d’habitude, la
suite (Xj,),>1 est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi de Bernoulli
B(p).

La variable aléatoire L; est a valeurs dans N.. Par probabilités totales, pour tout n>1,

C’est une suite double de réels positifs. On peut donc directement lui appliquer les résultats sur la sommabilité
« par paquets » sans avoir a mettre des valeurs absolues.
Remarquons que (paquets a j fixé), pour tout j €N, la série ) a;j converge, et sa somme vaut o; =0si j=0,

k>0
P(Ly=n)=PL1=nX1=0+PL;=nX;=1)
0j= ¥ wj= 3 a;x=PW> ) sinon. =P 20,000, X, =0, Xps1 = D+ PO = 1,00, X = 1, X1 = 0)
k=0 k=j n n
Remarquons d’autre part (paquets a k fixé) que, pour tout k€N, la série ) a;j converge. Et sa somme vaut =1-pp+p 1-p
j=0
Ce qui donne, I’espérance étant manifestement finie,
sk=0si k=0, sk—Za]k—Zajk—kP(U k) sinon.
Jj=0 j=1 1 -1
Par théoréme de sommabilité et sommation par paquets, les trois énoncés suivants sont équivalents : E(L)=pd-p) Zl n1-p)" + p(l-p) 21 np"
. . n= n=
(i) La famille (k) ; )ene €St sommable. 1 1
(i) La série ;o converge. =pl-p) (7 + 72)
. ps (1-p)
(iil) La série Y i sx converge. 1-
Et le cas échéant (C’est la fagon snob classique de dire «si c’est le cas ». Vérifier que vous savez bien conjuguer le 7P, IL
too p -pP
verbe échoir a tous les temps, tous les modes. Indication : c’est la méme chose que choir), Z oj=) sk (lavaleur
j=0 k=0 On est rassuré de voir que cette espérance est symétrique en p et 1 - p, qu’elle est minimale quand p =1/2
commune est la somme de la suite double: Y a; ;). Or I"énoncé (iii) est par définition de 1'espérance équivalent (étudier les variations de x +1/x quand x > 0), qu’elle tend vers l'infini quand p tend vers O ou 1...
(jkeN? o Maintenant,
a « U a une espérance ». Quand U a une espérance, on a donc bien Z P(U > j) convergente, et Z PWU = j)=EW). +oo +00
> J=1 ELi(Li-1)=p(-p)® ) nn-DU-p)"2 + p*A-p) }_ n(n-1)p" >
Dans le cas contraire, ces deux choses sont aussi égales, a condition de leur attribuer la valeur +oo. ,;2 y;
C’est une question classique et importante, qui demande de bien maitriser les bases de la sommabilité. Bien
entendu, si on rencontre dans un probléme la formulation « on suppose que U est d’espérance finie, montrer =pl-pia p) P’ PO (1- p)3
que ¥ ; P(U > j) converge et que sa somme vaut E(U), c’est un peu plus facile a rédiger. Le faire est un trés bon -
entrainement. Notons enfin que cette formule a été admise a I’écrit math 2 des Mines 2015. On peut considérer que =2 (( ) ( ) )
p

la démonstration n’en est pas évidente.

Pile ou Face : longueur des premiéres séquences

On joue a Pile ou Face; la probabilité d’obtenir Pile est p, celle d’obtenir Face est 1 - p. On appellera séquence
une suite de tirages consécutifs identiques précédés et suivis de tirages différents. Voici deux issues :

_p\2 2 _ _
et donc, V(Ll):z((l—p) +(L) J+1J+L—(1J+L
p I-p

PFFPPPFPFFF... FFFPFPPFPFPPP... 1-p p 1-p
Dans la premiere issue, la premiere séquence est P, la seconde est FF. Dans la deuxiéme issue, la premiére séquence
est FFF, la seconde est P. 2. Donner la loi de la longueur L, de la deuxiéme séquence, son espérance et sa variance.
1. Donner la loi de la longueur L, de la premiére séquence, son espérance et sa variance.
2. Donner la loi de la longueur L, de la deuxiéme séquence, son espérance et sa variance. Le plus simple est de calculer la loi conjointe de (L1, L), Le. de calculer
3. Montrer que E(L;) > E(Ly) et V(L;) > V(Lyp). P(Ly=n,Ly=m)
4. Calculer Cov(Ly,Ly). . ) i« d'utiiser | babili .  wtiliser 1
. _ _ pour tout couple (n, m) € N, puis d’utiiser les probabilités totales. On peut aussi utiliser le caractére sans
5. Calculer mlLIEooIP(LZ =n|L; =

mémoire de la loi géométrique.
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Si on ne veut rien utiliser, on peut, par probabilités totales, la variable L, étant a valeurs dans N., écrire

+00 +00
P(Lz = m) = P(X] =0,L1 = I’l,Lz = m]+ Z P(X] = 1,L1 = I’l,Lg = m)

n=1 n=1
+00
= Z PX1=...=Xp=0,Xps1=... = Xpam = L, X+ m+1 = 0)+
n=1
+o0
Y PXi=1 ., Xy =1, Xpr1 = 0. = Xpi = 0, Xpima1 = 1)
n=1

+o0 +00
=Y a-pp"a-p+Y p"a-p"p

n=1 n=1

=(1- p)zpm—l +p2(1 _ p)m—l

Dong, facilement,
E(Ly)=2

Surprenant? nullement si p = 1/2 (il est clair que dans ce cas les lois de L, et de L, sont les mémes). Si p est
proche de 0 ou 1 : avec une probabilité forte, la premiére séquence est longue, et la deuxiéme courte. Et avec
une probabilité faible, la premiere séquence est courte, la deuxieme longue. On peut donc accepter que cela se
compense en moyenne.

De

+00 +00

E(La(La-1)=p(1l-p)* Y. m(m-Dp™ ?+p*(1-p) Y mim-1)A-p)™?

m=2 m=2

on déduit
V(L) = p1 - p)? z_, 2(1- )3+2—4
2)=p p (1—p)3 14 P p3
Y A S
1-p p

. Montrer que E(L;) > E(Ly) et V(L) > V(Ly).

Montrer que V(L) > V(L) revient alors & montrer que, si x>0,
1, 1
S XX+
X X
ou encore, en posant y = x+1/x, que

si y > 2, ce qui est vrai.

. Calculer Cov(Ly, Lp).

Par transfert, on calcule

E(Lilp)= Y, mnP(Li=n,L,=m)

(n,m)eN2

= Y mn(p"0-p"p+0-p)"p"1-p)
(n,m)eN3

— Z mn(anrl(l_p)m+(l_p)n+lpm)
(n,m)eN2

=(1- )i 2;*, ;(1, )Zi
ppzp a_pe p(l—p)z p P2

(suites doubles produits de deux suites sommables. ..). Donc, apres simplifications,

1 1 1-
COV[Ll,L2)=7+7—2(J+L)
1-p p p 1-p

Variables aléatoires - page 25

que I’on arrange un peu, pour vérifier :

1-2p 2p-1 1-2p)?
Cov(Ly, Lp) = p+ d :—( 2
1-p p p1-p)

la covariance est nulle si p = 1/2, attendu car L, et L, sont intuitivement indépendantes dans ce cas. Elle est en
général négative, ce qui est aussi assez intuitif (si la premieére séquence est particulierement longue, c’est en
général qu’elle est obtenue avec le coté de la piece qui a le plus de chance de se montrer, la deuxiéme séquence
aura tendance a étre courte. . .).

5. Calculer lim P(Ly=n|L, =m)
m—+oo

Calculons enfin une probabilité conditionnelle :

PLy=nLi=m) p™'1-p)"+01-p)"™'p"
P(Li=m)  p"A-p)+1A-p)"p

que l'on peut légerement simplifier, et qui tend, quand m tend vers +oo, vers p(1-p)"~! si p > 1/2, vers
(1-p)p"!si p<1/2,les deuxsi p=1/2... de nouveau, ce n’est par complétement contre-intuitif. . .

Théoréme de Weierstrass; polynémes de Bernstein et probabilités (Ecrits CCINP)

Soit f une fonction réelle continue sur le segment (0,1].
Pour ne€IN*, on note B, la fonction polynome de Bernstein défini par

v (K [(m) ky nek
B,,(x)—kgbf(n)(k)x 1-x)"*

Soit, sur I'espace probabilisé (Q, </, IP), pour tout x €]0, 1[, une famille (X;,..., X,,) de variables aléatoires de méme
n

loi de Bernoulli de parametre x. On note S, = Z Xk
k=1

1. Déterminer I'espérance I ( f (%))
2. Soit, pour tout £ > 0, le réel 5(¢) (appelé module de continuité) défini par
8(e) =sup{|f() - fF»]|, x,yel0,1] et |x—y| <&}
(a) Montrer que 5(¢) vy 0.
(b) Montrer, en utilisant une inégalité du programme, que

sup |Bu(x) - f(x)| <8(e) + %
x€[0,1] ne?

(c) En déduire que la suite de fonctions polynémes B,, converge uniformément vers f sur [0, 1].
Solution de 28 : Théoréme de Weierstrass ; polyndémes de Bernstein et probabilités (Ecrits CCINP)

1. C’est By (x) par la formule de transfert.

2. (a) C’est une conséquence de 'uniforme continuité de f continue sur le segment [0,1] (théoréme de Heine).

(b) Soit séparer avec des fonctions indicatrices de (
rance...

57” - x’ < s) et (‘877 - x| < s), soit directement dans 1’espé-

1 . s 5
(c) Prendre € = T /\Il en dangereux de séparer les limite n — +oco et &€ — 0 pour des problemes de

double-limite ou de dépendance...
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