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Epreuve de mathématiques II
Correction

A. Une propriété de Perron- Frobenius

1. Rappelons d’abord la formule générale pour une matrice A = (a;;)1<ij<n € #n(R):

NAX = (AX|X) = ) ajjaqz;.

1<i,5<n

Ici, et en utilisant I'indication, on a

H X = Z / i dt.

0<i,j<n—1

Utilisant la linéarité de I'intégrale et reconnaissant un carré, on obtient :

1 /n—1 2
H, X = Z z At = / (th) dt
0 \i=0

0 0<4,j<n—1

De la formule précédente, on déduit immédiatement que H,, est positive. Démontrons
qu’elle est définie positive. En effet, si ‘XH,X =0, alors, puisqu’on intégre une fonction
continue et positive sur [0, 1] dont l'intégrale doit étre nulle, on déduit que

n—1
vt e[0,1], > ait' =0.
=0
Un polyndme ayant une infinité de racine étant le polyndme nul, on en déduit que tous
les x; sont nuls, soit encore que X est nul. Ainsi, H,, est définie positive.

2. Soit X un vecteur de ¥". Donc H, X = p, X puis
XH,X = plXX = p| X[

Réciproquement, H,, étant symétrique a coefficients réels. Le cour indique ( théoreme
spectral ) qu’il existe une matrice diagonale D € ., (R) et une matrice orthogonale P de
A, (R) telles que :

H, = PD'P.

Notons Ao, A1, ..., Ay—1 les valeurs propres de H,, de telle sorte que D = diag(Ao, A1, ..., Ap—1).
Soit maintenant X un élément non nul de R” vérifiant ‘X H, X = p, || X||*>. Posons

Yo
v=| " | 2opx—pix

Yn—1

ona:
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'XH,X = (PY|PD'PPY) = (Y|DY)

et
IX[]* = (X|X) = (PY|PY) = (Y['PPY) = ||[Y].
n—1 n—1
Or ‘X H, X = p,|| X||* donc "Y' DY = p,|[Y|[>. Ainsi Y _ y(Asti) = pu Y _ y7, donc
k=0 k=0

i
L

(pn — M)y = 0etVk € [0,n — 1], (pn — Ae)y; > 0.

o

=0
Alors Yk € [0,n — 1], (pn — M\ )yi = 0, donc Vk € [0,n — 1], (p, — M) = 0 ou g, = 0. Par
conséquent, Vk € [0,n — 1], (pn — \k)yr = 0 ce qui donne V& € [0,n — 1], poyr = Aryx et
ce qui signifie exactement que D,,Y = p,Y.

Alors D'PX = p,'PX donc PD'PX = p,P'PX ou encore H,X = p,X.Donc X est un
vecteur propre de H,, associé a la valeur propre p,,.

3. Ona:
. n—1 n—1 1 n—1 n—1 1
XQHnXO - €Xr;x ]ﬁ < ZEi:Bj + 3 +1
=0 7=0 ¢ J =0 7=0 g J
n—1 n—1
1
< 2] |2 ———— = 1 Xo| Ha| X0
=0 j=0 +‘] + 1

D’ou I'inégalité demandée.

D’autre part, X, € 7, donc 'XoH, Xy = p,||Xo||>. Comme | X,| € R", alors | X,|H,|X,| <
Pl X0l = pull Xol|?. Ainsi | Xo|H,| Xo| = pall|Xol||*. Donc | X;| est un élément non nul
de R" tel que | Xo|H,,|Xo| = pal/|Xo|||>. Ainsi | X,| est un élément de 7.

to
4. Posons H,|X,| = h Soit j € [0,n — 1] tQZnXE# OrVj € [0,n — 1]
. n |0 . ) 7 g Z+]+1 ) s
tn—l
n—1
#>Oet1lex1stek:€[[0 n — 1] tel que |zx| > 0, donc ¢; —ZL>O.Les
1+7+1 0@+]+1

composantes de H,|X,| sont strictement positives.

Ona H,|Xo| = pn|Xo| donc les composantes de p,| X,| sont strictement positives. comme
pn > 0 et les composantes de | X| sont strictement positives, alors X, n’a aucune compo-
sante nulle.

[y
—_

n—1 n—
1
5. On a ‘XoH, X, =! | Xo|H,|Xo|. Donc | =z ————
0 0 | Xo| Hy| Xo ;j: (|| $$J>Z~+j+1
[0,n —1], |zi||x;| = ®iz;. Alors Vi, j € [0,n — 1], z;z; > 0, en particulier z;zo > 0. Donc

les composantes de X, sont toutes de méme signe.

= 0, ainsi Vi,j €

[e=]

Maintenant, posons p = dim ¥ et supposons p > 2. 7 est un sous-espace vectoriel de
I'espace euclidien R", donc 7" posseéde une base orthonormée (X, X, ..., X,).
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Sip > 2, alors X; et X, sont deux vecteurs non nuls et orthogonaux. Posons X; =

Qo bo
a b . .
et Xo = . , les a; (resp. les b; ) sont non nuls et de méme signe. Ainsi
Ap—1 bnfl
n—1
aoby, aiby, ..., an—1b,—1 sont non nuls et de méme signe. Alors nécessairement E ab; =
i=0

(X1|X2) n’est pas nulle donc X; et X, ne sont pas orthogonaux ce qui est absurde donc
p < 1. Or 7 est un sous-espace propre donc dim ¥ = p = 1.

B. Inégalité de Hilbert
d
6. Posons P(z) = Z apr®, avec a; € R pour tout i € [0,n]. Donc P(e Za eik+1f

k=0
D’une part,on a:

D’autre part, on a:

/ P(e®)e?d§ = Zak/ 'k 10qg
0 0

\/

TiTj =, 112
Ona'XH,X = S M- / [X(t)] dt
; t+j+1 0

0

P(e“’)ewde‘g / 1P(e)e]df / |P(e)[d0.
0 0
1

3
,_.
3
|

—

s
Il

=)
.
Il

=)
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Lro 2 Lo 2

Il est clair que/ [X(x)] dz < / [X(x)} dz puisque [0, 1] C [—1, 1] et la fonction sous
0 -1

signe intégral est positive. D’autre part, on a:

/_11 [)?(x)rdz < /OW X () [2d0.

NH,X < / X () 2d0.

D’ou

L’application 6 X ()X (e7) étant paire, donc / X ()X (e7?)do = / X ()X (e~)d.
Ainsi
1 (M~ .~ .
XH,X < 5/ X(ew)X(e_Z@)dQ,

n

OnaX(z)?=> "> xpza** et donc

k=0 =0

! /_Z)?(ew)f((e_w)d@ _ -ZZW / (=g

k=0 =0
= 5 E E szlék,lQW
k=0 =0

n
= m) =X’
k=0

ol 0y, est le symbole de Kronecker. D’ot1 I'inégalité demandée :

XH,X < 7| X]>

To
T
8. Soit X' = : avec x, = 0, X’ € R""! et vérifie :
Tpn-1
Tn
o n—1 n—1 o
X'H, 1 X = e/ — _ —'XH,X.
i §;§;z+]+l it gt

Comme X H,X < p,||X|]* et X'Hy 1 X' < puit|X|> = pusa|| X || et || X]|| # 0, alors
pn < pnt1. Ainsi la suite (p,,),>1 est croissante. De plus d’apres la question 7., la suite p,
est majorée par 7, donc on peut conclure que la suite (p,,),>1 est convergente.
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C. Opérateur intégral

9. Soit f € E. Pour tout x € [0,1] et toutt € [0, 1], | K, (tx)f(t)] < n|f(t)| et f est intégrable
sur [0, 1], donc il est de méme de la fonction ¢t — K, (xt) f(t), donc I'application 7,,( f) est
bien défini sur [0, 1].

De plus, pour tout k € [0, 1], |t* f(¢)| < |f(t)|, donc on pet écrire :

Ve ENVrel0,1], T.(f)(z) = nix’“ /1t’“f(t)dt
k=0 0

Ceci montre que T;, prend ses valeurs dans 1'espace des fonctions polynomiales de degré
inférieurs ou égal a n — 1, qui est inclus dans E. L’application 7,, est évidement linéaire,
ainsi 7T;, défini un endomrphisme de F.

L'opérateur T, ne peut pas étre injective, sinon E serait isomorphe a un sous-espace
de l'espace des fonctions polynomiales de degré inférieurs ou égal a n — 1, ce qui est
impossible puisque E est de dimension infinie, ainsi il existe f € E, non nulle, telle que
T,(f) = 0, autrement 0 est une valeur propre de T,.

10. Soit X € R", on a, pour tout z € [0,1]:

1n—1 n—1 n—1
:/0 > () Zx]tjdt sz+k+1

qui s’écrit, matriciellement, sous la forme :

e Soit A € R une valeur propre de H,( non nulle ), donc il existe X € R", vecteur non
nul, tel que H,(X) = A\X, ainsi pour toutz € [0,1],ona:

Zo
n—1
~ xr ~
T.(X) (@) = (L, e VHX =AMLz, na™ ) | ) [ =AYzt = AX (2)
k=0
Tp—1

Ceci montre que A est une valeur propre de 7, car X est une fonction non nulle.
e Soit maintenant A une valeur propre non nulle de 7},, donc il existe f € E vecteur non

nul tel que Vo € [0,1], T,(f)(x) = Af(z) et donc f(z) = T, (g) (x), comme 7,, prend

ses valeurs dans 1’espace des fonctions polynomiales de degré inférieurs ou égalan — 1,
alors f est une fonction polynomiale de degré inférieurs ou égal a n — 1, posons donc
o

ai
= Z apth et X = . . X est un vecteur non nul de R", car la fonction f est

Ap—1
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nonnulleetona:

Ve e (0,1], T, z)=T,(X)(z)=(1,z,..,. 2" VH,X = _—
0.1 Tol)(@) = Tu(F) (@) = ( ) My
Donc la condition 7),(f) = A f est équivalent a:
n—1 n—1 CLk(L’j n—1
Vo e [0,1], = Zajxj
k:03=0j+k+1 =0
ou encore X X
g,
Vz € |0,1], : —Ada; | 2 =
o jzo<;]+k+1 ]>
n—1 n—1 a
Le polynome Z (Z ﬁ - )\aj> Y7 del'indéterminée ¥ admet donc une infinité
- J
7=0 k=0
n—1
. . . Qg
de racines, donc il est nul, c’est-a-dire Vk € [0, n — 1], ——— = )\a; = 0 ou encore
H ]] kz:% j+k+1 !
Qo ao
m | M ol=al @
an—1 Ap—1

Ainsi )\ est une valeur propre de H,,.
En conclusion T;, et H,, ont les mémes valeurs propres non nulles.

11. Soit g un vecteur propre de 7, non nul associé a p,. D’apres ce qui précéde g est une
fonction polynomiale, donc elle est continue sur [0, 1]. En écrivant 1’équation de la valeur
propre pour g et en divisant par ¢ € &/, on obtient :

Vo € [0,1], pn (%) (z) = /01% (%) (t)dt.

Cela montre que g ¢ %[0, 1] est une fonction propre de 1'opérateur linéaire .S,, défini sur
¥
¢10,1] par:

Vi€ 0,1, Su(f)(x) = / Ky (2, 0) f ()L,

Ealxt)p(t)
()
signe, donc ¢g ne s’annule pas sur [0, 1], et en multipliant par —1, on peut supposer g a
valeurs strictement positives sur [0, 1| et méme sur [0, 1]. En particulier g € 7. De plus,

K, ,(x,t) > 0.
D’autre part, soit A une valeur propre de S, ( le spectre Sp(S,,) des valeurs propres de S,,
est non vide, car il contient p,, ), donc il existe f € €’[0, 1], non nul tel que

ou K, ,(z,t) = . La question 4. montre que les coefficients de g sont de méme

Vo € [0,1], Af(x) :/0 K, o(x,t) f(t)dt.
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Donc [Al[f(x)] < ||f||oo/ Koo (x,t)dt, avec || flloo = sup [f(x)]. Ainsi

z€]0,1]

1
IA| < sup / K, »(x,t)dt = sup /K (tx)p
z€]0,1[ J0o z€]0,1]

Par conséquent,

sup || < sup —— K (tx)ep
AeSp(Sy) x€)0,1[ o(r
et donc
pn < sup —— / K,(tz)p (1)
z€]0, 1[90

L’'inégalité (1) est valable pour tout ¢ € </, d’out

pn < inf sup / K, (tx)p (2)

ved pelo0,1] P

1
Comme Vz € [0,1], p, = —/ K, (tx)g(t)dt et g € <7, alors I'inégalité (2) est une

égalité.

D. Une majoration explicite des rayons spectraux

t"p(t
12. Posons, pour = €|0,1[ et ¢t € [0,1[, h(z,t) = 1 (’O(t). La fonction ~» admet une dérivée
—1x
partielle par rapport a  qui vaut :
oh t" ()
%(:c, )= (1 —tx)?
oh " o(t
De plus, pour z €|0,a] avec 0 < @ < 1,ona: %(x,t)' < (1—|—ng(L)>2|’ cette derniére
n+1
fonction, indépendante de z, est intégrable sur [0, 1[ puisque ¢ A —ta)? est majorée
—ta

sur [0, 1], donc par théoreme de dérivation des fonctions définies par des intégrales, la
fonction J,, est dérivables sur |0, 1[etona:

Vo €]0,1], J.(z) = i gZ( t)dt:/ol %dt.

D’autre part, si z €]0, 1], on obtient :

xjn(x):/ol Mdt:/ol (1”5”‘1)’%(’f>@17¢:/01 o0 41— ().

(1 —tx)? (1 —tx)? 1 —tx
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13. eCas:n=0:0Ona:
T

= o0~ [ S

1 —tx)?

= —¢(0) = (z - 1>/0 (1 gi(?xydt

dt, dans ce cas ¢ = ¢(0).

Donc 0 = (0) + (« — 1)/0 %d“—/o (1(1—_15);;’)(;)

eCasn>1:0Ona:

B _/0 (nt"~ _(n+1zi")_(1x—>tx)+xt”(1—t)¢(t)dt
_n/o %dt—F(n—Fl)/o inf@idt /O%dt

(wt)t" (1)
" / e
(

t"o(t)

= —ndpa(z) + (n+1)J, ()-@;-1)/0 mdt—Jn(x)

Dot

ndn(x) =ndp_1(x) + (x — 1) /01 (ﬂlﬂdt + /01 wdt

1—tz
Dongc,sin>1,¢c=0.
14. On a:

t"o(t)

2(1—2)J (2) = (1—:,;)/0 Tt = (1= )1, (x)

= (z—1)Ju(z) + cn +ndp_y1(z) + /1 wdt —nJ,(x)

Vgl - 0l
= —n—1)J, ——=dt ———=dt
c+(z—n )J(x)—l—n/o I —l—/o T tx
L=l (1 — o+ ta)o(t) Lin(1 — )¢ (t)
- —n— t ———dt
c+(z—n l)Jn(a:)—l—n/O T2 d+/0 Ttz d

= c+(x—n—1+nz)J,(x) + n/o1 " lp(t)dt + /01 —tn(ll__tzf(t)dt
-0

t.
1—tx

= c+(z—1)(n+1)J.(x)+ n/ol t" Lo (t)dt +/0

15. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, la solution générale est
de la forme y(t) = K(1 —t)7. On a les propriétés suivantes :
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y est continue sur [0, 1] quel que soit la valeur de ~,

y est strictement positive sur [0, 1] si, et seulement si, X' > 0,

1 e . .
— se prolonge par continuité sur [0, 1] si, et seulement si, v < 0,
Y

y est de classe ¢ sur [0, 1] quel que soit la valeur de 7,

lim (1 — t)y(t) = K lim (1 — )"t = 0 si, et seulement si, 7 + 1 > 0.

t—1— t—1—

Donc y vérifie les conditions faites sur ¢ si, et seulement si, K > 0ety €] — 1,0].
Soit x €]0,1],ona:

d
dz

(

+(1—2x)

(

—(v+1)

16.

() (1=2)772"™) Ju(z) + (1 — 2) 72" Ty (2) (2)

n

—) (1—2) 72" J,(2)

T

Y
1—=x

+

—y—1 ‘,L,n—l

(C+($_1)(n+1)Jn(x)+n/01tn_190(t)dt+/o n(

n—1

Y
1—=x

n cx n+1
~-)o, _
+x) () + (1—a) x
x

©n(2)

®,(2)

n—1

n—1

+ ¢

(1

LC(n)l(y+1) n!

:C+

(-0,

1—tx

1
oﬁcn:c—l—n/ t" 11 —t)'dt =c+n
0

I(n+v+1) (n+y)(n+vy—1)..

(v+1)

K
17. La solution de 1’équation homogene est de la forme y(z) = T La méthode de la
variation de la constante, donc une solution de la forme :
A L d
t— +Cn/0 m t
et comme ®,,(0) = 0, alors
cn [Tt
Vr €]0,1], ®,(x) = R /0 = t)lﬂdt.
18. Pour tout = €]0,1[,on a:
1 -1
ro(r) = —
) () / kz
1 1— (tx)™
= t)ydt, t 1
[ a2
1 n 1 n
L[y et
e(x) Jo 1—ta e(x) Jo 1—tx
2Jy(x) _x"y(z)
() ()
= Py(z) — O, (2).
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1+

© [T Y ,
Donc r,(x) = © / ( dt — — / ( dt.co =p(0) =1letsin >1,
0 0

1— )i+ ol

n!
m+y)n+y—1)...(y+1)

Cn

* t7 c * t7 1 1=,
a(2) = dt — —2 dt = n___dt.
r (ZL‘) rl+y /0 (1 _ t)1+’y rl+y /0 (1 _ t)1+’y prl-o /0 ta(l _ t)l_a

Quand « décrit I'intervalle ]0, 1], la fonction ¢ décrit <7, donc on peut conclure que :

< inf (r) = inf ! / Il Y
n < Inf  sup ryp(x) = 1nf sup .
P a€]0,1] o]0 1| a€l0 1 pejoif 27 Jo t¥(1 =)

1
19. De la question précédente on peut déduire, en particulier pour o = 5, que

—1

pn — n .
0 t(1—-1)

1—-t
1—-1

t
La fonction ¢ — —2 arctan ( T) = 2arctan ( —) — 7 = 2arcsin V't — 7 est une

1
primitive de ¢ = ———, donc:
Vil —1t)
1 9;1
ot . o 1
O, —_— =" <2 arcsin 95") = 2w, arcsin (—) )
0 t(1-1) Wy,

Ainsi,

1
Pn < 2w, arcsin (—) .
W,

20. Utilisons la formule de Stirling n! ~ <E) ! V27n, pour trouver un équivalent de w,, :

+oo \ €
S (2N () Vemn) L R R
= _— ~ = ~ 4n
o (2n)! oo ((Q_H)Qn \/47rn> a 2 8/ A +oo -
;o 1 In(n) In(n)
D’ou, n(w, — 1) ~n<n4n—1>:n<e an —1) ~ et donc :
+o0 +oo 4
In(n)
" +oo 4n
ce qui implique immédiatement
1 n(n 1
T — 2wyarcsin [ — | ~ W—Qnﬁz:ﬂ'<1—€l4(”)> ~ —m
Wy, | +oo 2 +00 4n
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. . 1 ) 1
Donc lim 7 — 2w, arcsin { — | = 0 et 7 — 2w, arcsin [ — | < 0 pour n assez grand.

n—00 wn ’an
D’apres la partie B, la question 7., Vn > 0, p, < 7, par conséquent, et pour n assez
grand,
1
0<7m—p, < 2w,arcsin (—) — .
Wn,
Ainsi,
lim p, = 7.
n—o0
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