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Epreuve de mathématiques I
Correction

Exercice I
. te~t t .
1. ela fonction f : ¢t — = étant continue sur |0, +o00[ et se prolonge par
1
. .« . —t _ - . L
continuité en 0, car 15% f(t) =1,deplus f(t) feon te L0 (tQ)' donc f estintégrable

sur |0, 4+o0|.
e Puisque 0 < ¢~ < 1 pour toutt > 0,ona:

vVt >0, f(t)=te"

—Zt_"ﬂ Zun

avec t — uy(t) = te” M+,

1
Vn € N, u, est intégrable sur [0, +00| car en 400, u,(t) = o0 (t_Q)
+00 1
D’aut t, a(t)|dt = ——— et donc des intégrales » L (t)]de
autre par /0 |un(t)] CFSIE et donc la série des intégrales / [un(t)]

neN
converge.

RESUME : la série Z Uy,

neN
morceaux sur |0, +oo]| et chaque u,, est intégrable sur |0, +o00[, donc on déduit que f est
intégrable sur |0, +-00[ ( déja démontré ) et que :

+o0 te‘t +o0o 00 1 7T2
dt dt = —_— = —
|5 z / > i

n—

1 qui est continue par

Exercice 11

o
2. La série entiere E ppt" convergeent = 1, car E pn = 1. Donc le rayon de convergence
neN n=0

de la série entiére Z pat™ est au moins égal a 1, et par conséquent G x est bien définie

neN
sur | —1,1].

Premiére méthode : On a, par définition, Gy, x,(t) = E(tT¥2) = E#+%) et les
variables aléatoires t*! et t*2 sont indépendantes, donc

GX1+X2 <t> = GXI <t>‘GX2 (t)

Deuxieme méthode : Pour tout ¢ €] — 1, 1] et aussi par définition on a :
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Gxirxa(t) = )

P(X1 + X2 = 7’L)
n=0
n=0 \k=0
= Z ( P(X,=k)P(Xy=n— k)) t"(car X; et X, sont indépendantes)
n=0 \k=0

= (Z P(X;=n)t ) <Z P(Xy;=n)t > (produit de deux séries entieres)
G

3. Notons X; le résultat du i-eme tirage. La loi de la variable aléatoire X, est donnée par le
tableau suivant :

k 0112
T [T]1
p(Xi = k) 11301

1 1 1, 1
Vvt € R, Gxi(t)=Zk:p(X,:k)=Z+§t+1t2:z(1+t)2

n

On remarque que S,, = Z X;. Puisque le tirage se fait avec remise alors les variables
=1
alaéatores sont indépendantes et donc :

VteR, Gg,(t) = (Gx,(t)" = 41 1+1)? :—ZE’“ 2.

Donc S,, prend ses valeurs dans l’ensemble {0, 1,2, ...,2n} avec, Vk € {0, 1,2, ...,2n},

Ck 1 k 1 2n—k

1 1
Donc S, suit une loi binomiale de parametres 2n et 3 0 S, = P <2n, 5)

Probléeme

Partie I : Propriétés

4. e Pour tout z €] —1,1[ fixé, lim z" = 0, donc 1 — 2" est équivalent a 1 au voisinage de

n—oo

l'infini.
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:L.TL
e Pour tout z €] — 1,1, ona |a,——| ~ |a,z"| etla série E la,z"| converge, donc
1 =™ oo neN*
n

converge absolument pour tout z €] — 1, 1].
xn

par comparaison, la série E a,
neN*
e Considérons la suite a = (ay,),>1 définie par :

1 —

0 si n = 2k;
Ap = —1 k .
5{31 si n=2k+1.
—1)k
La série entiére Z apx" = Z (k—)l 2k+1 est de rayon de convergence 1. De plus
neN* keN T
" )k l.2k+1
Vo €] —1,1], 7%\;*%1_$n _Z k+11— g2k+l”

converge d’apres le critere spécial des

L k ( 1)2k+1 1 (_1)k
a série Z k+1 1= (—1)2ket B
keN

séries alternees autrement dit, la série L, converge en —1.

n

5. Posons u,(z) = — pour tout = €] — 1, 1[. u,, est bien définie sur [~b, b], dérivable et

11—z
, _ nmn—l
v 6] -1, ]-[a Un(l'> - (1 - .Tn)
On vérifie aisément, et suivant la parité de n, que :
sup [antn ()] = [anun ()],

z€[—b,b]

ot a € {—b, b}, ce qui garantit la convergence normale et donc uniforme sur [—b, b].

6. e Puisque chaque fonction f,, : © — a,u,(z) est continue sur | — 1, 1] et la convergence
est uniforme sur chaque [—b, b] inclus dans | — 1, 1], la fonction f est continue sur | — b, b|
et ceci pour tout 0 < b < 1. Donc f est continue sur | — 1, 1[.

e Chaque fonction f,, est dérivable sur | — 1, 1|. De méme qu’a la question précédente, la
série dérivée est uniformément convergente sur tout segment [—b, b] inclus dans | — 1, 1].
On en déduit que la fonction f est dérivable sur | — 1, 1], et que sa dérivée est donnée par

Vo el — 1,1, f( Zanl—x”

En particulier, f'(0) = a;.

7. Les I, forment une partition de A, donc puisque la famille (uw,)(mp)6 4 est sommable, on
peut calculer sa somme en regroupant les termes d’indices (k,p) € I,, :

IS Z D ks

n=1 p=1 k,p)Eln
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Size€]—1,1],ona

2] N np
L ) SR

n=1 p=1

et lorsque n tend vers l'infini
2] n
|an|m ~ |anl‘| .

Il”

Il en résulte que la série de terme général ]an] — converge, et que la série double de

terme général a,,z"" converge absolument. Alors

00 o) 00 0o 00
_ np __ np
PO LD LD D) DU
1 —n Z
n=1 n=1 p=1 n=1 p=1

et ’on peut calculer cette somme en regroupant les termes de méme puissance s
)DIETES Ol BD DA 2
n=1 p=1 s=1 \{(n.p)/np=s}

Mais Z ar = Z aq = bs. On a finalement

{(n,p)/np=s} dn

Ve €] -1 l,ian
n=1

(e,
o S
i g bsx®.
s=1

Partie II : Exemples

. D’apres les questions précédentes, on a :

ZZWD—Z D

n=1 p=1 s=1 {(n,p)/np=s}

Mais Z 1 est le nombre de facons de pouvoir écrire s comme produit de deux

{(n,p)/np=s}
facteurs, c’est-a-dire le nombre de diviseurs de s. On a donc

o0

Vo €] —1,1], Zl_xn—Zdw

s=1

eOnal < ¢(n) <n. AinsiVz € R,
2] < [p(n)a”| < nfal”

I en résulte que le rayon de convergence est compris entre les rayons de convergence

des séries entiéres E x" et E nx". Or ces derniers sont, I'un et l'autre, égaux a 1. D’ou
neN neN

R=1
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e Les diviseurs de 12 sont: 1,2,3,4,6,12 et
(1) +¢(2)+0(3)+¢(4) +o(6) + (12) =1+14+2+24+2+4 =12

L’égalité est bien vérifiée.
e Pour toutz €] — 1,1, ona:

Z(’O 1_xn_sz

n=1

avec b, = Z o(d) =n.D'ou:
dn

(o ¢] (o) o o0 !
" n __ n—1 __ n o x
nz:lgo(n)l_xn:;n$ —an:ln;p 1_gp<nz;x> G

10. La série Z (=
neN*
I’étude faite sur le séries alternées :

2" a pour somme In(1 + z) sur | — 1,1, d’autre part, on a, d’apres

xn+1 1

<
n+1 n+1

k=n+1

__1)n—1
n

Vz € [0,1],

inégalité qui montre que la série E z" converge uniformément sur [0, 1] vers la

neN*
fonction z — In(1 + z), et par conséquent

= (-1 S (D

= lim —— "= lim In(1+2x)=In(2).
p— mHﬁl@<1n:1 n z—1,x<1
11. e Vx €] — 1,1[\{0} f@) = E (—=1)" o Etudions donc la série E (—1)" fn(x) ou
* Y 7 T 1 o x" . n
neN* n;N*
n—1
fu(z) = 1x . Notons g sa somme. La fonction f,, est dérivable sur chaque [—b, b] inclus
— mn

dans] —1,1[(0<b<1)et

(n—1+a")a" 2

va &l =Lk fulo) = 5

n

Donc, suivant la parité de n,

sup [(=1)"fu(@)| = |fu(a)]

z€[—b,b]
oua € {—b,b}.
Puisque la série numérique de terme général |f,,(a)|, n > 1, converge, la série de fonc-
tions Z )" fn(x) est normalement et donc uniformément convergente sur [—b,b|.
neN*
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Comme chaque fonction f,, est continue, la fonction g est continue sur [—b, b], en par-
ticulier en 0. D’ou1 :
lim —— ) _ = lim g(z) = hm( )" folz) =a1 = —1.

x—0 2 z—0
n=1

Ainsi f(z) est équivalent & —z au voisinage de 0.
e D’apres le résultat de la question 6., la fonction f est de classe €' sur l'intervalle | —1, 1].

Donc I% @ = f'(0) = =1 ( f(0) = 0), ce qui justifier aussi le résultat de cette question.
12. Pour tout = de |0, 1], (1 — x)f(z) = nz::l(—l)” 2 +x Tt Il s’agit donc d'une série
alternée, puisque = > 0.
n 1— n
Posons v, (z) = ’ pour tout z € [0,1]. Si z €]0,1], v,(x) = ﬂ On

14+x+ ... +ant 1—an
voit bien que (v, (z),>1 est décroissante et de limite nulle, donc d’apres le critere special

de séries alternées, on peut écrire :

o0

> (=Dfu(x)

k=n+1

vz e [0,1], < Uppi(z) (%)

Pour tout z € [0, 1] et tout n € N*, I'inégalité arithmético-géométrique donne

Vot < Lot ta

n
d’ou: -
Tz 1
< _7
l+x+..+am !t~ n
SRR
T 2

etdonc 0 < v,(z) < < -

n n’
Ceci prouve, en tenant compte de 1'inégalité (), la convergence uniforme de Z (—1)"v,(x)

neN*
sur [0, 1], d’ou1 par interversion de limites :
lim (1 — ) f(x) = lim _1<—1> vn () = 3 lim (1 Z In(2).

)

Donc f(z) est équivalent a —
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