Colle n°20

Du 8 au 12 mars

Programme de colle - MP 1

Endomorphismes des espaces euclidiens

Exercices concernant I'étude d’endomorphismes d’espaces euclidiens et en particulier d’isométries vectorielles données par leur
matrice en base orthonormale en dimension 2 ou 3 (seules I’étude de rotations et des réflexions sont exigibles).

Séries entieres

Extrait du programme officiel :
Les coefficients des séries entieres considérées sont réels ou complexes.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités

Série entiere.

Lemme d’Abel : si la suite (anz)}) est bornée alors, pour tout nombre complexe
z tel que |z| < |zgl, la série ¥ a,z" est absolument convergente.

Rayon de convergence d'une série entiére.

La convergence est normale sur tout disque fermé de centre 0 et de rayon
strictement inférieur a R; la série ¥ a, 2" diverge grossierement pour tout z tel
que |z| > R. Si an = O(by), Ra > Ry. Si an ~ bn, Ra = Ry.

Les séries entieres Y a,z" et Y napz" ont méme rayon de convergence.
Utilisation de la regle de d’Alembert.

Continuité de la somme d’une série entiere sur le disque ouvert de convergence.

Somme et produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Disque ouvert de convergence; intervalle ouvert de convergence.

L'étude des propriétés de la somme au bord du disque ouvert de convergence
n’est pas un objectif du programme.

b) Série entiere d’une variable réelle

Primitivation d"une série entiere sur I'intervalle ouvert de convergence.
La somme d'une série entiére est de classe C* sur l'intervalle ouvert de conver-
gence et ses dérivées s’obtiennent par dérivation terme a terme.

Expression des coefficients d'une série entiere de rayon de convergence stricte-
ment positif a 'aide des dérivées en 0 de sa somme.

+00 +00
Si les fonctions x — Z anx" et x— Z by x™ coincident sur un voisinage de 0,
n=0 n=0

alors pour tout n, a, = by.

c) Fonctions développables en série entiére, développements usuels

Développement de exp(z) sur C.
1
Développement de 12 sur {zeC, |z| < 1}.

Fonction développable en série entiere sur un intervalle ] -, 7[ de R. Série de
Taylor d"une fonction de classe C* sur un intervalle ] —r, r[.
Développements de fonctions de variable réelle.

Les étudiants doivent connaitre les développements en série entiere des
fonctions exponentielle, hyperboliques, circulaires, Arctan, x — In(1 + x) et
x— (1+x)%.

Les étudiants doivent savoir développer une fonction en série entiere a 1’aide
d’une équation différentielle linéaire.

Semaine prochaine : Variables aléatoires.

QUESTIONS DE COURS :

(i) Théoreme spectral.

(ii) Les séries entieres ¥ a,z" et Y na,z" ont méme rayon de convergence.

Effet des comparaisons asymptotiques (<, o,

O, ~) sur le rayon de convergence.

(iii) Convergence normale sur tout compact inclus dans le disque ouvert de convergence. Application a la continuité.

(iv) Somme de deux séries entieres.



(v) Produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Exemple le produit a un rayon de convergence strictement plus grand que le minimum des rayons de convergence des deux
séries entieres, pourtant différents.

(vi) Classe € sur l'intervalle ouvert de convergence et expression des dérivées.

(vii) Liste des développements en série entiere des fonctions usuelles au programme.

3x+7
(x+1)2°
(a) Décomposer f(x) en éléments simples.

)
)

(viii) [Vulundi] Développement en série entiere de x — (1+ x)¢ a I'aide d’une équation différentielle.
)

(ix) [Vulundi] CCINP 2: On pose f(x) =

(b) En déduire que f est développable en série entiere sur un intervalle du type |-r,r[ (ot r > 0).
Préciser ce développement en série entiere et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce développement
en série entiere.

+o0o
(c) 1. Soit ¥ a,x" une série entiére de rayon R > 0. On pose, pour tout x € |-R, R[, g(x) = Z ax".
n=0
Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a, en fonction de g'")(0).

ii. En déduire le développement limité de f & 1’ordre 3 au voisinage de 0.

(x) CCINP 14 :

(a) Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit ( f») une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,) converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite ( f fn® dx) converge vers
a

neN
b
f fx)dx.
a
(b) Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.
% +00 oo 1
(c) Démontrer que f (Z x”) dx=) .
0 \p=0 n=1 n2"

(xi) CCINP 15 : Soit X une partiede Rou C.

(a) Soit )_ fn une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de )_ f;, sur X, puis celle de la convergence uniforme de ) _ f,, sur X.

(b) Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est uniformément
convergente sur X.

2
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(c) La série de fonctions ) — 2" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon Re R} ?
n!

N -D"x" . . .
(xii) CCINP18:Onpose:VneN*, VxeR, u,(x) = L On consideére la série de fonctions Z Up.
n n>1
(a) Etudier la convergence simple de cette série.
On note D 'ensemble des x ou1 cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x € D.
(b) i. Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

ii. La fonction S est-elle continue sur D?

(xiii) CCINP 20:
(a) Donner la définition du rayon de convergence d'une série entiere de la variable complexe.
(b) Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

n2 .s (="
. ZE:')),ZZMI' ii. Y V2" iii. ) cos(n)z".
n)!



(xiv) CCINP 21:
(@) Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
(b) Soit (@n)nen une suite bornée telle que la série ) a,, diverge. Quel est le rayon de convergence de la série entiere ) a,z"?
Justifier.

_Hn 1
(c) Quel est le rayon de convergence de la série entiere Y (v72) " In (1 + T) z"?
n>1 n

(xv) CCINP 22:
(a) Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

(b) Développer en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction f : x— In(1 + x)+In (1 — 2x).

1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = 1 ?x= 3 ?x= -3 ?
a
(xvi) CCINP 23 : Soit (a,)en une suite complexe telle que la suite (%) admet une limite.
n neN
(a) Démontrer que les séries entieres Z a,x" et Z(n +1)an.+1x" ont le méme rayon de convergence.
On le note R.
+00
(b) Démontrer que la fonction x— Y_ a,x" est de classe €' sur l'intervalle ] - R, R[.
n=0

(xvii) [Vulundi] CCINP 24 :

xn

en)!

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere )
+00 xn

On pose S(x) = )_ 2l

n=0
(b) Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiere en 0 de la fonction x — ch(x) et préciser le rayon de
convergence.

(¢c) 1i. Déterminer S(x).
ii. On considere la fonction f définie sur R par :

fO)=1, f(x)=chyxsix>0, f(x)=cosy-xsix<0.
Démontrer que f est de classe C*™ sur R.

(xviii) [Vulundi] CCINP 32 : Soit 1’équation différentielle : x(x—1)y"” +3xy +y =0.
(a) Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle ]-r,r[ de R, avec
r > 0. Déterminer la somme des séries entieres obtenues.
(b) Est-ce que toutes les solutions de x(x—1)y” +3xy’ + y =0 sur ]0;1[ sont les restrictions d"une fonction développable en
série entiere sur ]—1,1[?

(xix) CCINP 47 : Pour chacune des séries entieres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de convergence et calculer la
somme de la série entiére sur l'intervalle ouvert de convergence :

3")62” " gy = 4"
(a) ngl _— (b) > anx avec{ oy = 501
(xx) [Vulundi] CCINP 51 :

- @n)!
(a) Montrer que la série ( converge.

nh224n2n+1)

On se propose de calculer la somme de cette série.

(b) Donner le développement en série entiére en 0 de ¢ — en précisant le rayon de convergence.

Remarque : dans I'expression du développement, on utilisera la notation factorielle.
(c) En déduire le développement en série entiére en 0 de x — Arcsin x ainsi que son rayon de convergence.

(d) En déduire la valeur de +Zo:o _ Gmt
(nh224n2n+1)

n=0



