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Séries entieres

Extrait du programme officiel :
Les objectifs de ce chapitre sont les suivants :

— étudier la convergence d’une série entiére et les propriétés de sa somme ;

— introduire la notion de développement d’une fonction en série entiere ;

— établir les développements en série entiere des fonctions usuelles.

Les coefficients des séries entiéres considérées sont réels ou complexes.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités

Série entiére.

Lemme d'Abel : si la suite (anz(]) est bornée alors, pour tout nombre com-
plexe z tel que |z| <|zgl, la série " a, z" est absolument convergente.

Rayon de convergence d’'une série entiére.

La convergence est normale sur tout disque fermé de centre 0 et de rayon
strictement inférieur & R; la série Y. a, z" diverge grossiérement pour tout z
tel que |z| > R. Si ap = O(by), Rq = Ry. Si an ~ by, Ra = Ry,.

Les séries entieres ¥ a,z" et Y. nayz" ont méme rayon de convergence.
Utilisation de la régle de d’Alembert.

Continuité de la somme d’une série entiére sur le disque ouvert de conver-
gence.

Somme et produit de Cauchy de deux séries entieres.

Disque ouvert de convergence ; intervalle ouvert de convergence.

L'étude des propriétés de la somme au bord du disque ouvert de convergence
n’est pas un objectif du programme.

b) Série entiére d’une variable réelle

Primitivation d’'une série entiere sur l'intervalle ouvert de convergence.

La somme d’une série entiére est de classe C* sur l'intervalle ouvert de
convergence et ses dérivées s’obtiennent par dérivation terme a terme.

Expression des coefficients d’'une série entiere de rayon de convergence
strictement positif a I'aide des dérivées en 0 de sa somme.

+00 +00
Si les fonctions x— Y~ a,x" et x— Y byx" coincident sur un voisinage
n=0 n=0

de 0, alors pour tout n, ap = by,.

c) Fonctions développables en série entiére, développements usuels

Développement de exp(z) sur C.
1
Développement de 12 sur{zeC, |z| <1}.

Fonction développable en série entiére sur un intervalle | — r, r[ de R. Série
de Taylor d’une fonction de classe C* sur un intervalle | —r, r|[.

Développements de fonctions de variable réelle.

Les étudiants doivent connaitre les développements en série entiére des
fonctions exponentielle, hyperboliques, circulaires, Arctan, x — In(1 + x) et
x— (1+x)%.

Les étudiants doivent savoir développer une fonction en série entiere a I'aide
d’une équation différentielle linéaire.
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| CONVERGENCE DES SERIES ENTIERES

1 Définition
Définition : Série entiere

On appelle série entiere toute série de la forme Z a,z", (ay) e étant une suite de nombres complexes et z un
nelN
nombre complexe.

2 Convergence ponctuelle, rayon de convergence

Q Lemme d’Abel

Propriété : Lemme d’Abel

Soit r e R*. Si la suite (anr”)n>0 est bornée, alors, pour tout z € C tel que |z| < r, la série Z a,z" est absolument

n=0
convergente.
Démonstration
n n|%|" lz\" . L
Avec r #0, |anz | =lapnr| |—‘ =0||— terme général de série convergente. O
r r
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0 Rayon de convergence

Soit Z anz" une série entiére. Il existe R € R U {+o0} unique tel que

n=0
o Silz| <R, lasérie ) a,z" estabsolument convergente. (ce cas ne se produit pas si R =0.)
n=0
o Si|z| >R, la série Z anz" est (tres) grossiérement divergente : la suite (a,z"),>o n'est pas bornée, et donc a
n=0

fortiori ne converge pas vers 0. (ce cas ne se produit pas si R = +00.)

Définition : Rayon et disque ouvert de convergence

R est appelé le rayon de convergence de la série entiere Z a,z".
n=>0

D(0, R) est le disque ouvert de convergence de la série entiere Z a,z".
n=0
Si R = +00, ce disque ouvert est C. Si R =0, c’est &. Sinon, c’est un « vrai » disque.

Démonstration : de la propriété

Analyse Soit R convenant.
SiR<+o0, X={reR"; (anr”)n>0 bornée} est une partie de R contenant 0, telle que [0, R[c X < [0, R], donc R = sup X.
D’ou l'unicité sous réserve d’existence.

Synthése Posons R =sup X lorsqu’il existe, +oo sinon.
Dans le deuxiéme cas, X n’est pas majorée donc pour tout z € C, il existe r € X tel que |z| < r et, d’aprés le lemme d’Abel, la

série Z anz" est absolument convergente. Donc R = +oo convient.
n>0

Dans le premier cas, si |z| < R =sup X, il existe r € X tel que |z| < r donc d’aprés le lemme d’Abel, la série Z anz" est
n=0

absolument convergente.

Etsi|z| > R, |z| ¢ X donc la suite (anz")n>0 n’est pas bornée.

De nouveau, R convient.

Dol I'existence. g

Remarques
R1— Définition équivalente : R = sup ({r eR", (anr") >0 bornée}) éventuellement +oo.

R2 — D’apres la définition du rayon de convergence R,
e Si|z| <R, la série Z anz" est absolument conver- B || > 25 etbss Z“n‘"“‘wg‘*g"’“‘?”’“e““
n=0 - &
; ; n n
gente, mais aussi Z apz converge, et (apz") est
n=0
bornée, et a,z"" — 0.

e Silz| >R, la suite (a,z"), >, Nest pas bornée, mais
=

aussi Z anz" diverge grossiérement, a,z" /0.
n>0 |

o Si|z| = R : cas douteux, tout peut arriver. g

Si R = +o0, pour tout z € C, la série Z anz" est absolu-
n=0
ment convergente.

Si R =0, la série Z anz"" converge si et seulement si
n=0

Incertitude sur la nature de Y a,2" si 2] = R

z=0.
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+00
R3— Ne pas confondre Dg = D(0, R) avec 'ensemble de définitionde f:z— Y  anz".
n=0

On aen général Dg < Dy < Dp.
SiRZO,Df:{O}etSiR:+oo, Df:C.

R4 — Les séries entieres ) anz" et ) |an|z" ont méme rayon de convergence.

n=0 n=0
R5— Pour tout p € IN, les séries entiéres Y anz"*P et ) a,z""P ont méme rayon de convergence que la série entiére
n=0 n=zp
Y apz™.
n=0
Exemple

La série géométrique Zz" a un rayon de convergence de 1.

0 Méthodes de détermination pratique du rayon de convergence

:g Méthode : Utilisation du critére de d’Alembert
Typiquement utilisé pour la plupart des déterminations de rayons de convergence dans les énoncés d’écrit.

Il faut étre bien attentif, lors de la rédaction, a n’appliquer le critere de d’Alembert qu’a des séries a termes réels strictement
positifs.

Propriété : Rappel

Soit (uy,) suite a termes réels strictement positifs tel que

u
Zntl — ¢ €0, +o0].

Un
o Si¢>1,Y uy, dierge grossierement.
e Si¢<1,Y uy, converge.
e Si¢ =1, on ne peut rien dire en général (cas douteux).

Exemples

Zﬂ
E1— Rayon de convergence de Z —-
n=0 "

12|/ (n + 1) |z 2"
- = — 0, donc Z — convergence absolument pour tout z € C, donc R = +oo.

|z|"™ [ n! n+1 >0 n!

=

Pour ze C*,

E2— Rayon de convergence de ) n?z".

n=0

(n+1)% 2"+ . . . .
Pour ze C*, ——on donc Z n?z" convergence absolument si |z| < 1 et diverge grossierement si |z| > 1, donc
n-|z| n>0
R=1.

n!
E3 — Rayon de convergence de Z —z".

n
n=0
12| (n+ 1)In" _ |z|
"(n+DM*L g% pl 1+ 1/
2
E4 — Rayon de convergence de Z —nz".
n=0

n+12 n+12n
¢—»%,doncR:2.

Pour z € C* —e Lz, donc R=e.

Pour ze C*,
n2 |Z|n2n+l
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E5 — Rayon de convergence de Z nlz'".

n=>0
n+1)!z|"+1
Pour ze C*, (nt Dtz ™ — +00, donc R =0.
n!lz|"
Bon, pour cet exemple, pas besoin de d’Alembert, on a directement que si z # 0, n!z" 4 0...
4, .3
n*+n°+1
E6 — Rayon de convergence de Z anz" avec a; = ——.
n>0 2y/n+3
. . . * |(ln+1||Z|n+1
Dans cet exemple, mieux vaut passer par un équivalent : pour z€ C*, el ~|z|, donc R=1.
nllz
n2 2
E7 — Rayon de convergence de Z =% " (série entiére lacuniare).
n=0 2
(n+1)2|Z|2n+22n |Z|2
e A _— — =
Pour ze C*, 2 o o > , donc R=+2.
Exercice : CCINP 20 (a)
()* 5y
Rayon de convergence de Y P
n>0 2n)!
(n+ D2 z2"3 2n)! |2

Pour ze C*, —»T,donchz.

@n+2)n2|z2n+1

f! Méthode : Une remarque qui résout tout

Si on a la chance de trouver
e un ztel que Y a,z" converge, mais non absolument,
« un z tel que la suite (a; z™) soit bornée mais la série Y a,z" diverge,
on est slr que R =|z|.

Exemple

n
z
Rayon de convergence de ) —.
n
n=0

Pour z = -1, la série est semi-convergente. Donc R = 1.
On aurait aussi pu appliquer le critere de d’Alembert.

Exercice : CCINP 20 (c)

Rayon de convergence de Z cos(n)z".
n=0
La suite (cos(n)) ,ey €St bornée mais ne tend pas vers 0 (sinon, on a un probléme avec cos(2n) = 2cos® n—1...) donc la série

Zcos(n)l” ne converge pas absolument, donc R =1.

Remarque : Cette fois, le critere de D’Alembert ne s’applique pas.

Exercice : CCINP 21

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

2. Soit (ap)en une suite bornée telle que la série Zan diverge. Quel est le rayon de convergence de la série entiére
)" anz"? Justifier.

_nn 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére ) (vr)P ln(l + —) zZ"?

n=1 \/ﬁ
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2. Puisque )_a,1" diverge, R< 1.
Puisque (a,1") est bornée, R < 1.
Donc R=1.

3. (vn) "I

1
1+7) est une suite équivalente a (vm)©V"~! donc bornée en séparant n pair ou impair et
n

—1n 1
Y (va)Y ln(l + 7) diverge grossiérement donc R = 1.
n

f! Méthode : Suites bornées, convergence vers zéro

Les exercices les plus délicats de détermination de rayons de convergence se font en utilisant plutét les suites bornées et les
deux considérations suivantes (penser au dessin avec le disque de convergence) :

 Sila suite (a;z") est bornée, alors |z| <R  Sila suite (a;z™) est non bornée, alors |z| > R.
Mais aussi
o Sila suite (a,z") converge vers 0, alors |z| < R. o Sila suite (a,z") ne converge pas vers 0, alors |z| > R.
Exercice

Déterminer le rayon de convergence de Z anz" ol ay est le n-ieme chiffre du développement décimal de /3.

Comme (ay) estbornée R > 1.
Mais ay # 0 (car v3 ¢ D), donc R< 1.
Finalement, R = 1.

Exercice

Soit R le rayon de convergence de Z anz". Déterminer en fonction de R le rayon de convergence R’ de Zaiz”.

Si |zl <R, lanl?|2I" — 0 donc |a,| 1zl — 0 donc Izl < R et |z| < R? donc R' < R2.
Puis si |z| < R, a,z" — 0 donc a%z>" — 0 donc |z|?> < R’ donc R’ > R2.
Finalement, R’ = RZ.

Remarque

Il est bon de retenir qu’il n’est jamais nécessaire d’utiliser la convergence des séries pour déterminer le rayon de convergence
d’une série entiere. En revanche, il peut s’avérer indispensable d'utiliser les suites bornées.

0 Comparaison de rayons de convergence

On note R, et Ry, les rayons de convergence respectifs des séries entiéres Z a,z" et Z b,z".
Alors,

o silay| < |byl, ou a, = o (by) ou plus généralement a,, = O (by,),

e etsiay,~ by,

SERIES ENTIERES - page 6


https://mp1.prepa-carnot.fr
https://mp1.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 6 MARS 2021

Démonstration

o silzI| <Ry, Z b, z" converge absolument, donc Z anz" converge absolument, donc |z| < Rg. Donc Ry > Ry,.
« Deux applications symétriques du premier point.

Soit (an) >0 une suite de nombres réels ou complexes. Les séries entiéres Y a,z" et Y na,z" ont méme rayon
n=0 n=0
de convergence.

Démonstration

Soient R, R’ les rayons de convergence des séries entiéres Z anz" et Z na,z".
n=0 n=0
Alors pour tout n€ N, |a,| < |nay,| donc R > R'.
Puis, si |z] < R, on va se débarrasser du n en comparant a une suite géométrique : si |z|] < r < R,
lzI\" . ) .
|nanz"| = n(— “|anr™| = o(anr™) par croissances comparées. Mais )_a,r" est absolument convergente, donc ) na,z"
r

I'est aussi et |z] < R'. Ainsi, R< R'. O

Corollaire

. . L\ a A
Sik €N, les séries entiéres Y. n*a,z" et Y —Zz" ont méme rayon de convergence que Y a,z".
n=0 n>1 n n=0

Exercice : CCINP 20 (b)

z - r o= P — n
Déterminer le rayon de convergence la série entiére ) a7 gm,

Notons R le rayon de convergence de 3" n™1" 2" et posons : ¥ n €N, a, = n=D"
Ona,VneN,VzeC,|a,z"| <|nz"| et le rayon de convergence de la série entiére Z nz" vaut 1. Donc R > 1. (%)
R

. 1 . 1
De méme, VneN*, VzeC, |Ez"| <lanz"| et le rayon de convergence de la série Y —z" vaut 1. Donc R< 1. (%)

n>1 il
D’aprés (x) et (x%), R=1.

Remarque
z" z"
Zz”, Z — et Z — ontdes rayons de convergence égaux a 1.
n n

La premiere diverge sur tout le cercle, la seconde convergence en certains points et diverge en d’autres, la troisieme converge
(absolument) en tout point du cercle.

3 Convergence normale

Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R >0, f,,: z— a,z".
Alors Z fn convergence normalement, donc uniformément sur tout compact K inclus dans D(0, R).

Démonstration

z+— |z| et continue sur le compact K a valeurs réelles donc atteint un maximum en zg € K < D(0, R).
Donc K = D(0,1z9l) avec |zgl < R et )_ |anz{| est convergente, d'oli la convergence normale sur K. U
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Corollaire

La somme d’une série entiére est continue sur le disque ouvert de convergence D(0, R).

Démonstration

Les f5 sont continues et la convergence est uniforme au voisinage de chaque point de D(0, R). O

Remarque

Il peut y avoir des discontinuités sur le cercle.
Il peut y avoir une convergence seulement uniforme voire pas de convergence du tout sur le cercle.

Exemple

La fonction exponentielle est continue sur C.

Exercice : CCINP 15

Soit X une partie de Rou C.

1.

Soit )_ f;, une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de an sur X, puis celle de la convergence uniforme de an sur
X.

Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est uniformément
convergente sur X.

2
La série de fonctions Z —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon R € R’} ?
n!

2
n

On pose, VneN, an:—'.VnEN*,
ne

apn+1 _n+1 . an+1
= .Donc lim =
an n? n—+oo ap

0.

2

On en déduit que série entiere Z —'z” a un rayon de convergence égal a +oo.
n.

Cette série entiere converge donc normalement sur tout compact de C.

En particulier, cette série entiére converge normalement et donc uniformément, d’aprés 2., sur tout disque de centre O et de
rayon R.

Exercice : CCINP 18

Onpose:VneN*, VxeR, uy(x) =

(_l)nxn

On considére la série de fonctions ) uy,.

1.

2.

1.

2.

n>1
Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I’ensemble des x ou cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x € D.
(a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.
(b) La fonction S est-elle continue sur D ?

La série de fonctions étudiée est une série entiére de rayon de convergence R = 1.
En x =1, il y a convergence par le critére spécial des séries alternées.

En x = -1, la série diverge (série harmonique).

Onadonc D=]-1,1].

B (—l)"x"

(@) YxeD, up(x)=
n

1 1 .
lunlloo= sup lup(x)l=—et ) — diverge.
x€]-1,1] o>
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(=n"
Donc Z x" ne converge pas normalement sur D.
n=1
Er o . . . . AR
Z x"" ne converge pas uniformément sur D non plus car, sinon, on pourrait employer le théoreme de la double
n

limite en —1 et cela entrainerait la convergence de la série Z —, ce qui est absurde.
n
n>1

(b) En tant que somme d’une série entiere de rayon de convergence 1, S est continue sur ]—1,1[ . ()

Pour étudier la continuité en 1, on peut se placer sur [0,1] .
V x € [0,1], la série numérique Z up (x) satisfait le critére spécial des séries alternées ce qui permet de majorer son

n=1
reste.
+00 xn+1 1
Ona, Vxel0,1], Z Up(X)| < lups1 ()| = < ——. (majoration indépendante de x)
] n+l n+l

1
Et, lim =0.
n—+oo n+1

Donc, Z uy converge uniformément sur [0, 1].

n>1
Les fonctions u;, étant continues sur [0,1] , la somme S est alors continue sur [0, 1].
Donc, en particulier, S est continue en 1. (%)

Donc, d’apres (x) et (xx*), S est continue sur D.

Il OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES SERIES ENTIERES

1 Combinaisons linéaires

Propriété : Somme de deux séries entiéres

Soit Z a,z" et Z b,z" de rayons de convergence respectifs R, et R;,. On note R, le rayon de convergence de
n=0 n=0
la série entiére ) (an+bp)z". Alors
n=0
Rgip > min(Rg, Rp).
De plus,

+oo +oo +00
VYze D(0,min(R4, Rp)), Y. (an+bn)z" =) anz"+) buyz"
n=0 n=0 n=0

Enfin, si R, # Ry, on a R, p, = min(Rg, Rp).
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Démonstration

Si |z| < min(Rg4, Rp), on a bien convergence absolue de la série somme vers la somme des sommes des séries. Donc
R, p > min(Rg, Rp).

Si R; # Ry, par exemple R; < Ry, z tel que R; < |z| < Ry, alors Z(an+ bn)z" diverge donc lz| > R,., puis
Ra > Ry > min(Rg, Ry) = Ry. O

Remarque
Lorsque R, = Ry, il est possible que R, j, soit strictement supérieur & Rq = Ry,.
Exemple

Les séries entieres (géométriques) Zz” et Z —z" ont pour rayon de convergence R = 1. Leur somme est la série nulle
de rayon de convergence R, = +oo.

Propriété : Multiplication par un scalaire

Si A est un nombre complexe non nul, le rayon de convergence de Z (Aay)z" est égal au rayon de convergence de

n=>0
Y anz".
n=0
Démonstration
(anz™) est bornée si et seulement si (Aa, z") l'est. O
Exercice : CCINP 47 (b)
—qn
, . . . o azp =4 "
Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiéere Zanx avec . sur l'inter-
n+
azp+1 =5

valle ouvert de convergence.
Notons R le rayon de convergence de Z anx".
On considere les séries Y ap,x°" =Y 4"x*" et Y app4 x*"1 = Y 52N+
Notons Ry le rayon de convergence de Y 4" x*" et R; le rayon de convergence de Y 5"+1x?"*1,

Le rayon de convergence de Zx” vaut 1.

Or, Y a"x?" =" (4x®)".

Donc pour |4x%| < 1 c'est-a-dire |x| < % Z4"x2” converge absolument et pour |[4x2| > 1 c’est-a-dire |x| > % Z4"x2” diverge.
On en déduit que Ry = %

Par un raisonnement similaire et comme Y_5"*1x?"*1 =55y (5x%)", on trouve Ry = %

2n+1 on en déduit, comme R; # Ry, que R = min(R;, Ry) = —.

Y anx" étant la série somme des séries Zag,,xzn et) ap+1x

|-

D’aprés ce qui précede, on en déduit également que
+00 +00 +00
S =Y anx" =) @xH"+5x ) GxH)" =

n=0 n=0 n=0

1 . 5x
1-4x2 1-5x2°

Vxe

S
V5 V5
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2 Produits de Cauchy

On considere deux séries entieres Z a,z" et Z b,z" de rayons de convergence respectifs R, et Ry,.
n=0 n=0
La série entiére produit de Cauchy de ces deux séries entiéres est la série entiere Z ¢, 2" ou, pour tout entier
n=0

n
naturel n, ¢, = ) agb,_.

k=0
Notons R. son rayon de convergence. Alors

Rc > min(Rg, Rp)

2 +00 +00 +00
VYze D(0,min(Ry, Rp)) ) cn2’ = (Z anz") x (Z bnz”).
n=0 n=0 n=0

Démonstration

Un produit de Cauchy de deux séries absolument convergente converge vers le produit des sommes. O

Remarque
Méme si R, # Ry, il se peut que I'on ait R > min(Rg, Rp). Se méfier d’une confusion avec la somme, donc.
Exemple

Soit (an) el et (bn) ey les suites définies par

e ag=1, a; =—1 et pour tout entier n>2, a, =0,

e pourtout ne N, by, =1.
Les séries entiéres ont pour rayons de convergence respectifs R, = +oco et R, = 1.
Or co = agbg =1 et pour tout n € IN*, ¢, = agby,, + a1 by =0, donc R = +oo.

Exercice

+00
Soit D = D(0,1). Montrer que pour tout z€ D, W = Z (n+1)z".
- n=0

Il SERIE ENTIERE D’UNE VARIABLE REELLE

Dorénavant, on considére des séries entiére de la variable réelle : on étudie la série de fonctions an ou f:x— apx".
La suite (a,)ev peut étre une suite de nombres réels ou complexes, mais x reste réel.

Le disque ouvert de convergence devient intervalle ouvert de convergence | — R,R[etona]—R,R[c Dy < [-R, R], ou R est
le rayon de convergence.

On ne peut rien dire en général en +R.
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1 Classe de la somme d’une série entiére

Soit R le rayon de convergence de la série entiere Z anx”, et f: x— apx™.
SiR>0, Z fn converge normalement, donc uniformément sur tout segment inclus dans | — R, R|.

+00

On suppose que la série entiére Z anx™ a un rayon de convergence R > 0. Alors f = Z fn est de classe € sur
n=0 n=0
1 - R, R, et se dérive terme a terme sur cet intervalle : pour tout k > 1, pour tout x €] — R, R[, on peut écrire

e nl _ 0 (p+k)!
O = y apx"F = 5 (p+k) P

n=k (n—k)! p=0 p!
(toutes ces séries ayant le méme rayon de convergence R).
(k) 0
On a alors ay. = ! k'( )

Démonstration

On applique le théoréme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions : les f;, sont de classe €°, la série de fonction
converge simplement et pour tout k, la série des f,(Lk) converge uniformément sur tout segment de | — R, R[. O

Exercice : CCINP 23

sl

lanl Jnen

1. Démontrer que les séries entieres Z anx" et Z(n +1)a,+1x" ont le méme rayon de convergence.
On le note R.

Soit (ap) ,en Une suite complexe telle que la suite ( admet une limite.

+00
2. Démontrer que la fonction x — Z anx" est de classe €1 sur I'intervalle | - R, R.
n=0

1. Pour x #0, posons uy(x) = apx" et v, (x) = (n+ ) a,+1x".

a
On pose ¢ = lim lan+1l
n—oo |ap|
u X v X
On a, alors, lim [uns1(2)| =/|x| et lim [p+1 (0] ={|x|.
n—00 |up(x)| n—00 |vy,(x)|

On en déduit que le rayon de convergence des deux séries entieres Z anx™ et Z (n+1)an+1x"™ vaut R=1/¢ (avec R = +oo
dansle cas £ =0et R=0dans le cas ¢ = +c0).

2. Soit R le rayon de convergence de Z anx".
On pose, VneN,Vx€]-R,R[, fn(x)=anx".
Soit r € [0, R[. On pose Dy = [-1,71].
i) an converge simplement sur Dy.
i) VneN, f, estde classe €1 sur D, .
iii) D’aprés 1., Zf,’, est une série entiére de rayon de convergence R.
Donc, d’apres le cours, Zf,’, converge normalement donc uniformément sur tout compact inclus dans ]—R, R[, donc converge
uniformément sur D;-.

+00
On en déduitque Vr € [0,R[, S: x— Z anx" est de classe €1 sur Dy.
n=0

Donc, S est de classe € sur ]-R, R[.
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2

Primitivation de la somme d’une série entiere

+00
On suppose que la série entiere Z anx™ a un rayon de convergence R > 0. Alors les primitives de [ : x— Z a,x"
n=0

n=0

sur]— R, R[ sont données par

+00 n+1

F:x— F(0)+ a .
0) n;o G

(Cette série entiere ayant encore pour rayon de convergence R).

Démonstration

Conséquence immédiate de la propriété précédente. O

3

Quelques calculs

Exemples

E1-—

E2—

E3—

Partons d’une série entiére simple et plutot célébre :

+00 n 1
Vxel-1,1 xt=—
| [ nX:‘,O T %
On peut dériver ou primitiver autant qu’on veut. Par exemple :
+o00o xn +00 n x
Vxel-1,1], — =-In(1-x) Vxel-1,1], nx"'=——
n; n ,,;0 (1-x)2

Et ainsi de suite...

On prend vite I’habitude de « bricoler » si on n’a pas exactement la forme voulue pour les séries entiéres que I'on
veut calculer :

+00 +00 N
vxel-1,1[, Y n?x"= vxel-11[ ) 5=
n=0 n=0

Il n’y a pas que la primitivation et la dérivation : les opérations algébriques (combinaison linéaire, produit) sont aussi

1 1
bien utiles. Par exemple, définissons,sin>1, h, =1+ > + 3 +---+ —. Alors le rayon de convergence de Z hyx" est
n
n>1
r =1 et on calcule

o0 —In(1-
Vxel-rrl, Zhnxnz—n( Ll
n=1 I-x

Remarquons que, pour tout n, h;; > 1. Donc r <1 (la série Zhnln diverge grossierement, donc 1 n’est pas dans le disque
ouvert de convergence). Mais aussi, pour tout n > 1,
hp<nxl=n

(majoration d’'une somme par le nombre de termes multiplié par le plus grand d’entre eux). Donc r > 1 (en effet, si x| < 1,
hpx" " 0 par croissances comparées, donc |x| < r).

—+00
Notons que I'équivalent célébre hj,, ~Inn n'est pas nécessaire ici : trés souvent, la détermination d’'un rayon de convergence
est assez grossiere.

1

Posons, pour tout n €N, a, =1 et, si n > 1, b, = —. On définit aussi by = 0. On a construit ces deux suites pour avoir, en
n

posant hg=0:YneN, hp=Y}_ bran .

On peut alors appliquer le théoreme sur le produit de Cauchy :

+o00o +o00o +00
Vxel-1,1] Yy hnxn:(z bnx”)(z x”)
n=1 n=0 n=0
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[\

d’ou .
S —In(1-x
Vxel-1,1[ Y hpx"'= “ind-x0
n=1 I-x
4 Sur le bord
Une propriété tres simple et utile qui n’est plus au programme.
Exercice
+00
Si le rayon de convergence de Zanx” est R, si R€]0,+ool, et si Z |an|R" converge, alors f : x— Z anx" est continue
n=0
sur [—-R, R].
Il'y a convergence normale sur [-R, R].
Remarque
+00 .1
Attention, on ne peut pas pour autant dériver comme on veut au bord. Par exemple, x — Z — est continue sur [—1,1] mais de
n=117

classe €° sur]—1,1[ seulement.

FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE ENTIERE

1 Définition

Définition

Soit r > 0, f une fonction a valeurs réelles ou complexes définie au moins sur ] —r, r[; on dit que f est développable

en série entiére sur | —r, r[ lorsqu’il existe une série entiére Z a,x" de rayon de convergence au moins égal a r telle
n=0
que

+00
Vxe]l-r,rl flx)= Zanx”
n=0
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Remarque

On dit aussi que f est développable en série entiere au voisinage de 0 lorsqu'il existe r > 0 tel que f soit développable en série
entiere sur ] —r,r[.

2 Stabilité

Toute combinaison linéaire, tout produit, la dérivée, toute primitive d’une fonctions développables en série entiere sur
1—r,r[ le sont.

3 Condition nécessaire, série de Taylor

Remarque

Pour que f soit développable en série entiére sur | —r, r[, il est nécessaire qu’elle soit de classe €° sur cet intervalle.

Définition : Série de Taylor

Soit f une fonction d’'une variable réelle, a valeurs réelles ou complexes, de classe € au voisinage de 0 (i.e. de
classe €*° sur au moins un certain intervalle ]| —6,d[ avec 6 > 0). On appelle série de Taylor de f la série entiére

f(n) (0) o

!
n>0 n:

Propriété : condition nécessaire et unicité

Si f est développable en série entiere sur]—r,r[ (r >0), elle est de classe €*° sur]—r,r[ et somme de sa série de
Taylor sur cet intervalle (cette série de Taylor a donc un rayon de convergence au moins égal ar).
Il'y a donc unicité du développement en série entiere s'il existe.

Remarque

Simple mais important! « par unicité du développement en série entiére » sera un argument fréquemment utilisé.

Propriété : Unicité du DSE
+00o

+00

Sivxel—-rrl fx) = Z apx" = Z b,x" (on suppose r > 0, et on suppose que les rayons de convergence de
n=0 n=0

chacune des séries sont > r), alors

Remarque

Comme pour les développements limités, I'unicité permet de voir que si une fonction est paire (respectivement impaire), alors tous
les termes d’indices impairs (respectivement pairs) sont nuls.
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Exemple : (montrant que la condition n’est pas suffisante)

1 . A -
Montrer que x — exp (——2) prolongée par continuité en 0 est de classe ¢ sur R, que sa série de Taylor a un rayon de
X
convergence infini et que pourtant la fonction n’est pas développable en série entiéere.

Notons en effet f cette fonction. On a vu que f était de classe C*°, et que, pour tout k €N,
F® ) =0
Si f est développable en série entiére sur | —r,7[ (r > 0), alors elle est somme de sa série de Taylor sur cet intervalle, c’est-a-dire
Vxel-rr| fx)=0

ce qui est manifestement faux. Donc f n’est pas développable en série entiére autour de 0.

4 Critére de développabilité en série entiére

Soit f une fonction de classe C* sur]—r,r[ (r >0), a valeurs réelles ou complexes.

On note, pour tout x €] — r,r[, Ry(x) = f(x) = ) = .
k=0
Alors f est développable en série entiére sur | — r,r[ si et seulement si, pour tout x dans ] —r,r|, la suite (R, (x))
converge vers 0.

nenN

Démonstration

En effet
+00 f(k) )
[ est développable en série entiére sur | —r,r([<= Vxe]l-rr[, f(x)= Z Tx
k=0 :
n f(k) 0 i
<:>Vx€] —r,r[, kgoTx mf(x)

—Vxe]l-rrl, Rpx)

0 O
—+00

Remarque
On rappelle que
Rp(x) = f S f("+l)(t)dt

et surtout que
|n+1
1)'

|Rn ()] < If"“”l
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V DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES DES FONCTIONS
USUELLES

1 Fonctions d’une variable complexe

9 Exponentielle complexe

Pour tout z € C,

+00 l’l

exp(z) = Z =

Remarque

C’est aussi une définition alternative de exp(z).

Démonstration

Déja vu : on appliquer Taylor-Lagrange a f: t € [0,1] — e*%, de classe €°.
Pour tout z € IN, £ (0) = 2".
‘f(”"'l)(t)‘ _ |Zn+letz| = |z|" ] et Re(@) |7+ gt Re(2) |5 n+] max(l,e%e(z)) = M(z2) donc

fm-3y 4o 0) —— W= f e M(z) 0. O
=0 i KT (m+1) n—+oo
Pour tous z et z' dans C,
exp(z +z') = exp(z) exp(z)).
Démonstration
Produit de Cauchy. O

Q Série géométrique

1
Pour tout z€ C tel que 2] <1, 7— = Y 2"

2 Exponentielle réelle

La fonction x — e* (c’est-a-dire I'unique solution de I'équation différentielle y' = y qui prend en 0 la valeur 1) est
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développable en série entiere sur R, et

Démonstration

C’est le cas réel du paragraphe précédent.
On peut aussi le remontrer directement : on a, pour tout k, exp(k) = exp. Donc la majoration de Taylor-Lagrange donne, pour tout
x réel, pour tout n €N,
M

(n+1)!

no ik

L Els

ol M = sup(exp) (=1six <0, =e*six>0). Or par croissances comparées,
[0,x]

|x |n+1

|x|n+l

(n+1)! n—+oco

et donc
n

Z k! n—>+oo vl

Exercice

Soit f I'application de R dans IR définie par £(0) =1 et pour tout x € R*, f(x) =
Montrer que f est de classe € sur R.

x2

3 Fonctions trigonométriques et hyperboliques

Les fonctions sin, cos, ch, sh sont développables en série entiere sur R, et

2n +00o x2n+1
VxeR, cosx= - VxeR, sinx= =) ——
ZO( Rl n;o( S en+
+00 x2n +00 x2n+1
VxeR, chx=) VxeR, shx=) ——

Remarque

Cela permet de démontrer que cos’ = —sin et sin’ = cos. L’aviez-vous un jour démontré ?

Démonstration
Soit Taylor-Lagrange, soit cosx = Re [eix) etsinx=Jm (ei").

Pour sh et ch : on peut aussi les voir comme parties paire et impaire de I'exponentielle. Ou alors on revient a la définition et on
utilise le développement de I'exponentielle. O
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4 Fonctions x— (1+x)“
Pour tout « réel, la fonction x — (1 + x)* est développable en série entiere sur]—1,1].

+00 _ _
Vrel-Ll, (Q+0%=1+Y 2@ D"r'lf“ e
n=1 .

n

Remarque

a ala—1)...(a—n+1) . . . . , L
= . Cette notation ne vaut rien si on ne sait pas ce qu’elle signifie.
n

On note parfois (
n!

+00
Onaalors Vxel-1,1[, (1+x)%=) (“)x”.
n=0\"

Démonstration

On pourrait utiliser Taylor-Lagrange de nouveau, mais on va plutét utiliser une méthode importante : la recherche de solutions
développables en séries entieres d’une équation différentielle.
Notons fy : x— (1+ x)% et remarquons que f, est de classe %1 sur]—1,+ool et solution sur cet intervalle de I'équation

(1+xy -ay=0. (E)

On cherche d’éventuelles solutions développables en série entiére de (E).

+00
Analyse Soit ¢ tel que pour tout x €] —r, r[ (avec r > 0), ¢p(x) = Z anx™, ol (an) el est une suite de nombres réels. (On suppose
n=0
implicitement que le rayon de convergence de la série entiére est supérieur ou égal a r).

Par théoréme, ¢ est de classe € sur | —r, r[ et se dérive terme a terme. Ainsi,

+o0o +00
¢ est solution de (E) sur]—r,r[<=VYxel-rr, (1+x) ), napx" '—a Y apx=0
n=1 n=0

+oo | o +oo
=Vxel-nrl, Y napx"7 + ) napx" - a) apx"=0
n=1 n=1 n=0

+00 +00 +00
= Vxel-rr[ (n+Daps1x” + ) napx"— a ) apx"=0
n=0 n=1 n=0
+00
= Vxel-rrl, )Y [(n+Daps+n-a)aylx" =0
n=0
a-n
—VnelN, ap+1=——ay 1)
n+1

(par unicité du développement en série entiére.)
Synthése Comme on a raisonné par équivalences, la seule chose a vérifier est que le rayon de convergence de la série entiére est
bien > 0 pour valider le raisonnement.

Soit donc une suite vérifiant la relation de récurrence (1). S'il existe n € IN tel que a; =0, alors (ay) est constamment nulle est
le rayon est +o0.

a xn+1
Sinon, tous les a; sont non nuls et on peut procéder par la regle de d’Alembert : % — |x| donc le rayon est 1.
n
Comme f,(0) =1, par unicité de solution au probléme de Cauchy constitué de I'’équation (E) et de la condition initiale f(0) =1,
+00 a—n
on a pour tout x €] —1,1[, fo(x) = Y apx™ avec ag =1 et pour tout n € N, a,41 = -
n=0
-1
ala—1 al@-1....a-n+1) I @-k
On calcule alors a; = a, ap = g et par récurrence, pour tout n € IN*, a, = ( ).-.( ) — k=0

n! n!
(valable aussi pour n =0 car alors le produit vide vaut 1).
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Remarque

Dans le cas ou a € IN, on retrouve la formule du binbme de Newton.

1 +0o 1 +o0o
En particulier, pour tout x €] —1,1[, —— =Y x" et —— =) (-1)"x".
1-x ;= 1+x ;5

5 x—In(l+x), x—In(1-x)

x— In(1 - x) et x— In(1 + x) sont développables en série entiere sur]—1,1] et

00 _yt
Vxel-11[ In(l-x)=)
n=1 NI

+00 -1 n-1,n
vrel-L1, In(+n=Y D %
n=1 n

Démonstration

Primitivation de séries entieres géométriques.

Exercice
+00 _1)n+1
En déduire )_

n=1

DSE de In(1 — x).

. En effet, le TSSA nous assure la convergence uniforme sur [—1,0] et donc la continuité en —1 dans le

6 Arctan, Arcsin
Arctan est développable en série entiere sur]—1,1[ et

too (1 nx2n+1
Vxel-1,1[, Arctanx=)_ S
n=0 2n+1

Démonstration

Par primitivation.

Exercice

Développer en série entiére la fonction Arcsin.

Pour Arcsin, c’est moins simple et cela n’apparait pas dans le programme. Donc pas a connaitre par cceur.
On peut utiliser le fait que sur ] —1,1[, Arcsin’(x) =

. On trouve
1-x

+00 1-3---(2n-1 x2n+1 +00 2n)! x2n+1
Arcsin(x) = ) ( ) = &)

o 242 2n+l Zp22n(m)?2n+1
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/2
Et pour Arccos ? C’est Pl — Arcsin!

Exercice : CCINP 51

2n)!
1. Montrer que la série )_ i en

—F——  converge.
n)224n2n+1) 9

On se propose de calculer la somme de cette série.

2. Donner le développement en série entiéere en 0 de t —

1 s
i en précisant le rayon de convergence.
=
Remarque : dans I’expression du développement, on utilisera la notation factorielle.
3. En déduire le développement en série entiére en 0 de x — Arcsin x ainsi que son rayon de convergence.

. 20 @2n)!
4. En déduire lavaleurde ) ——————.
=0 (nh22412n + 1)

2n)!
1. On pose:VneN,unzé.
(n)22412n+1)
Ona:VneN, u,>0.
vnen, Lt @n+2)2n+1)@2n+1) (2n+1)2 1
n y = =) ~ -,
U (n+1)2242n+3) 8(n+1)(2n+3) +oo 4
u 1
Ainsi, dnxl <l1.

Uy n—+oo 4
Donc, d’aprés la regle de d’Alembert, Y u; converge.

2. D’apres le cours, Va € R, u — (1+ u)® est développable en série entiére en 0 et le rayon de convergence R de son
développement en série entiere vaut 1 si a ¢ N.
too g(a—1)...(a—n+1)
u

Deplus, YVuel-1,1[, 1+ w%* =1+ Y,
n=1 n!

n

1
En particulier, pour a = —2 etu=-t:

1 10 (-1)(-3)---(-2n-1
R=1letVie]-1,1], :1+Z( JER ) -
v1i-t n=1 2n!
En multipliant numérateur et dénominateur par 2.4....2n = 2" n!, on obtient :
1 o (2n)!
Viel-1,1], S1+ Yy O

vi—t =1 212
1 Jf’ @n)!
Vit = enan?

3. Daprés la question précédente, en remarquant que : x€] —1,1[e t=x?€ [0,1[ et [0,1[c] —1,1[, il vient :

Conclusion : R=1etVtel-1,1], n

1 o en)! ,,
Vxel-1,1], = Z 5 X7 avec un rayon de convergence R =1.
1-x2 n=o@"n)
. . 1
Arcsin est dérivable sur ] - 1,1[ avec Arcsin’ : x — > -
l=53

D’apres le cours sur les séries entiéres, on peut intégrer terme a terme le développement en série entiére de x — T et
1-x

le rayon de convergence est conservé.

De plus, on obtient :

LED 2n)!
Vxe]—1,1[, Arcsinx = Arcsin0+ (2—) x>"™*1 avec un rayon de convergence R = 1.
~—" i @"n2@n+ 1)

1
4. Prenons x = 2 €] —1,1[ dans le développement précédent.

1y e @n)! 1
On en déduit que Arcsin [ - | = .
- (2) ,,;0 22n(p)2(2p+1) 22n+l

1\ 7 io0 2n)! 7
C’est-a-dire, en remarquant que Arcsin (—) = —, on obtient Z I =—.
2) 6 o (nh224n2n+1) 3
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VI QUELQUES METHODES

1

Développements en séries entiéres

fg Méthode

1.
2.
3.

Utilisation des DSE de fonctions usuelles : opérations usuelles, intégration, dérivation, produit de Cauchy.
Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle.

Utilisation d’'une équation différentielle (voir preuve pour (1 + x)%) :

(a) Supposer (analyse) avoir une fonction DSE avec un rayon R > 0.
(b) Traduire le fait qu’elle soit solution de I'équation différentielle.

(c) En déduire ses coefficients par unicité de ceux-ci (en général, on a une relation de récurrence).
d
(

e

Vérifier qu’effectivement, le rayon est > 0 (synthese).

)
)
)
)

Exprimer éventuellement la solution avec les fonctions usuelles.

Exercice : CCINP 2

On pose f(x) =

1.
2.

3.

. En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on trouve : f(x) = —— +

3x+7
(x+1)2°
Décomposer f(x) en éléments simples.

En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type -, r[ (ou r > 0).

Préciser ce développement en série entiere et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce développe-
ment en série entiére.

(a) Soit Y a,x" une série entiére de rayon R > 0.
+o00o
On pose, pour tout x€|-R,R[, g(x) = Y anx".
n=0
Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a,, en fonction de g"(0).

(b) En déduire le développement limité de f a I’ordre 3 au voisinage de 0.

4
x+1 (x+D1?2°

1 1 ) e
D’aprés le cours, x— —— et x— 5 sont développables en série entiére a I'origine.
x+1 (x+1)

+00
De plus,ona Vxe]-1,1], =Y (-D)"x".
n=0

1+x

+00
m = Zl(—l)’“flmc"‘1 ( obtenu par dérivation du développement précédent).
n=

On en déduit que f est développable en série entiére en tant que somme de deux fonctions développables en série entiere.

Et, Vxe]-1,1],

EtVxe]l-1,1], f(x) =3+§o(—1)”x”+4+)50(—1)”(n+ 1522,
n=0 n=

+00
Clest-a-dire : Vxe]-1,1[, f(x)= ) @4n+7)(-1"x".
n=0
Notons D le domaine de validité du développement en série entiére de f.

D’aprés ce qui précede, ]-1,1[c D.

Notons R le rayon de convergence de la série entiere Z(4n +7)(=1)"x".

D’aprés ce qui précede R > 1.

Posons, pour tout entier naturel n, a, = 4n+7)(-1)".

Pourx=1etx=-1, lim |anx™|=+oodonc Y (4n+7)(-1)"x" diverge grossiérement.
—+00

DoncR<1,1¢Det-1¢D.

On en déduit que D =]1-1,1].

(a) Soit Y. a,x™ une série entiére de rayon R > 0.

+00
On pose, pour tout x € ]—R, R, g(x) = Y_ anx".
n=0

D’aprés le cours, g est de classe C* sur ]-R, R|.
De plus, Vx€]-R, R|,

SERIES ENTIERES - page 22


https://mp1.prepa-carnot.fr
https://mp1.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 6 MARS 2021

+00 +00
gw=Y napx" =Y (n+aps1x"
n=1

n=0
+00 +00
g (0 =Y nn+Dapx" =Y m+Dn+2)ani2x".
n=1 n=0
et, par récurrence, on a :
) +00 n +00 (n+ p)| n
VpeN,Vxe]-RR[ g (x)= nzo(m D(n+2)...(n+ plaps px" = nzo o anepx”
Ainsi, pour tout p €N, g'P)(0) = play,.
(o
C'est-a-dire, pour tout peN, ap = g '( ).
p!
(b) f estde classe C*° sur]-1,1].
o 3 f(P) (0) 3
Donc d’apres la formule de Taylor-Young, au voisinage de 0, f(x) = Z Tx” +o(x ) ()
p=0 F
- P . o ) o
Or, d’'apreés 3.(a), pour tout entier p, — estaussi la valeur du p® coefficient du développement en série entiére de f.
p!
S [P
Donc, d’aprés 2., pour tout entier p, i =@Ap+7(-1P. (xx)

3
Ainsi, d’'aprés () et (xx*), au voisinage de 0, f(x) = Z Ap+7)(-DPxP + o(x%).
p=0
C'est-a-dire, au voisinage de 0, f(x) =7 —11x+15x% —19x% + 0(x3).

Exercice : CCINP 22

1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.
2. Développer en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
fix—IhQ+x)+In(1-2x).

- 1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = 7 ?2x= > ?2x= = ?

1. Voir cours.
+00 (_l)n—l
2. Pour[x|<1,In(l+x)= )

n=1

x".
n
1 +0o0o 2n
Pour x| <=, In(1-2x)=- ) —x".
2 =1
, . (_Dn—l_zn n 1
D’aprés 1., le rayon de convergence de Z —F— x vaut —-.
n>1 n 2

et est contenu dans

11
Donc le domaine de validité du développement en série entiére a I'origine de f contient 2 5].

-, =

1 +00 =il n-1 _ZVL
Et, pour |x| < =, f(x)= Y e =d »
2 =l n
1 o (-pnt-2n
Pour x = - : la série entiere ) ———————x"" converge car |~| < =
4 n>1 n
1 e R e . e 1 .
Pour x = 2 : la série entiere Z Tx diverge car elle est la somme d’une série convergente (5 appartient au
n>1
-1 n—1
disque de convergence de la série entiére Z Lx”) et d’'une série divergente (série harmonique).
n>=1
(_1)11—1 _211

1 o S -
Pour x = —= : la série entiére ) x* converge comme somme de deux séries convergentes.
2 n>1 n
(_1)71*1

En effet, d’une part, ) -

n

1 . . - .
(—5) converge car —- appartient au disque de convergence de la série entiére
n>1

(_l)nfl
n

Y x".

n>1

zn 1 n _1 n

D’autre part, Z -—— (—5) =- Z = converge d’apres le critere spécial des séries alternées ( la suite (%)HEN* est
n=1 n=1

bien positive, décroissante et de limite nulle).
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Exercice : CCINP 32
Soit I'équation différentielle : x(x—1)y" +3xy' +y=0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |-, 7[ de R, avec
r>0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de x(x—1)y” +3xy’ + y =0 sur ]0, 1[ sont les restrictions d’une fonction développable
en série entiére sur ]-1,1[?

1. Soit Zanx” une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme S.

Pour tout x € |-R,R[, S(x) = Y anx", S'x)= Y napx"lets" () =Y nn-apx"2=Y (n+Dnazx" L.
n=0 n=1 n=2 n=1
+00
Donc x(x—1)S"(x) +3xS"(x) + S(x) = Z [(n +1%a, -nn+ l)a,H.l) x".
n=0

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere, la fonction S est solution sur ]—R, R[ de I'équation étudiée si,
et seulement si, VneN, (n+1)2a, — n(n+1ays; =0.

Cest-a-dire : VneN, nay+1 = (n+1)ay.

Cequirevienta:VneN,a, =na.

Le rayon de convergence de la série entiere Z nx'" étant égal & 1, on peut affirmer que les fonctions développables en série
entiere solutions de I'équation sont les fonctions :

T d( 1 ax
x—ay ) nx"=ajx— (—) = ;2 définies sur ]-1,1[, avec a; € R.
=0 dx\1-x 1-x)

2. Notons (E) I'équation x(x-1)y” +3xy’ + y=0.
Prouvons que les solutions de (E) sur ]0;1[ ne sont pas toutes développables en série entiere a I'origine. Raisonnons par
I'absurde.
Si toutes les solutions de (E) sur ]0;1[ étaient développables en série entiere a I'origine alors, d’aprés 1., 'ensemble des

solutions de (E) sur ]0; 1[ serait égal a la droite vectorielle Vect(f) ou f est la fonction définie par ¥V x €10, 1[, f(x) =

a-x?2
Or, d’aprés le cours, comme les fonctions x — x(x —1), x — 3x et x — 1 sont continues sur ]0,1[ et que la fonction
x— x(x—1) ne s’annule pas sur ]0, 1[, I'ensemble des solutions de (E) sur ]0, 1[ est un plan vectoriel.

D’ou I'absurdité.

2 Calcul de somme d’une série entiére

fg Méthode : Utilisation les DSE des fonctions usuelles

. L . P(n ,
1. Si P e C[X] non nul, pour calculer la somme des séries entiére Y P(n)x" et ) ¥x", on décompose P dans la base

(Qr)r ot Qo =1, Q1 =X, et pour tout k, Qp = X(X-1)---(X -k +1), afin de faire appéraTtre des séries entieres dérivées ou
primitivées.
2. Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle.

3. Intégration ou dérivation terme a terme.

Exercice : CCINP 47 (a)

n,2n
Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiére Z sur I'intervalle ouvert de conver-
n=1
gence.
n..2n 3nx2n
On note R le rayon de convergence de Z et pour tout réel x, on pose uy(x) =
n>1
2
Up+1(X) 3nx
Pour x non nul, | —————| = —  [3%?|
Uup(x) n+1|n—+oco

Donc, d’aprées la regle de d’Alembert :

, N 1 "2
si [3x?| < 1 c’est-a-dire si |x| < — alors ) converge absolument
\/_ n>1
1 n,2n
q 2 g N A .
et si |3x| > 1 c'est-a-dire si [x| > — alors ) diverge.
\/_ n>1
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1
On en déduit que R =

V3 )
1 1 +00 3I’Lx n
Onpose:Vxe|-—,—|, S(x) =
N1 it
1 1 +00 (3x2)n
Ona:Vxe|-——,—|, S(x) =
V3 V3 ngl
+00 tn
Or, d’aprés les développements en séries entieres usuels, ona : Vte]-1,1[, Z —=-In(1-19).
n=1 "
Ainsi 1V xe ! 1[S() In(1-3x%)
Vxe|——,—|, S(x) =—In(1-3x°).
V3 V3

Exercice : CCINP 24

n

X
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) _ Rk
n).
+00 n
On pose S(x) = :
P ng() 2n)!

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x — ch(x) et préciser le rayon
de convergence.

3. (a) Déterminer S(x).

(b) On consideére la fonction f définie sur R par :
f0)=1, f(x)=chyxsix>0, f(x)=cosy—xsix<O0.

Démontrer que f est de classe C* sur R.

n

X
1. Notons R le rayon de convergence de la série entiere Z ol
30 .
Pour x # 0, posons u,; = ——.
#0,p n 2n)!
lim |t g
n—+oo| up n—+oo 2n+2)2n+1)
xn
On en déduit que la série entiére Z 2 converge pour tout x € R et donc R = +oo0.
n).
+00 ,.2N
2. VxeR, ch(x)= Z o et le rayon de convergence du développement en série entiere de la fonction ch est égal & +oo.
n=0 :
% +00 n +00 l’2n \/_
3. (a) Pour x>0, on peut écrire x = t“ et S(x) = — = —— =ch(#) =chy/x.
(@) P n;o @2n)! n;o @2n)!

too  yn +00 (=" t2n
Pour x < 0, on peut écrire x = —12 et S(x) = Z =
Soen! Ly e

=cos(t) =cosv—x.

(b) D’apres la question précédente, la fonction f n’est autre que la fonction S.
S est de classe €°° sur R car développable en série entiére a I'origine avec un rayon de convergence égal a +oo.
Cela prouve que f est de classe € sur R.

Exercice
n?
Déterminer le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiére Z —nx".
n=0 2
Par d’Alembert, R = 2 (ou parce que le rayon de convergence de Z n?x" vaut 1).
+00o 3 +00 _ 2x2 X x2 +x
PuisnZ:n(n—l)+ndoncf(2x):x22n(n—l)x" 2+xz nx"l = 3+ 5= 5
n=2 n=1 (1-x) (1-x) (1-x)
2x% +4x
Donc pour tout x €] -2,2[, f(x) = —.
2-x3
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Exercice
n n

Déterminer le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiere Z mx s
n-1)(n

n>=2

n 1

Par d’Alembert, R =1 (ou parce que le rayon de convergence de —————  ~ —
(n-1(n+2) n

)-

Puis décomposition en éléments simples.

Exercice : Une application des séries génératrices

En utilisant des séries entiéres, déterminer le terme général de la suite de Fibonnaci donnée par Fy =0, F; =1 et pour
tout ne N, Fjy0 = Fy+ Fpi1-

Soit la série entiére Zan”. Sous réserve dun rayon de convergence R > 0, on a pour x €] — R,R|,

+00 +00 +00 x
Y Fpaax"2= Y Fpx™2 4 ) Fuuax™2 done f(x) - x = x2 f(x) + x£ (x) soit (x* + x— 1) f(x) = —x et f(x) = ———— lorsque
n=0 n=0 n=0 l1-x—x
1-x-x%#0.

Par DES, f(x) =

+00 1 n_
o2\

L
Vell—px 1-wx

”) x" : on retrouve par unicité I'expression des termes de la suite de Fibonacci.

EW

ety

et on a bien un rayon de convergence > 0, puis

1+v5 _1-v5
2 T2

) avec ¢ =
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