MP 1 Lycée Carnot - Dijon
PROBABILITES

Exercices vus en cours

Le probléeme des clés Au lycée Carnot, il y a beaucoup de serrures différentes, on vous a prété un

trousseau de n clefs pour ouvrir une porte, et vous avez oublié de demander laquelle était la bonne.

De plus, elles se ressemblent suffisamment pour qu’il soit impossible de deviner a vue laquelle est la
plus plausible.

Vous les essayez donc l'une apres 'autre.

Quelle est la probabilité pour que ce soit la k© clé testée qui vous ouvre la porte (1< k< n)?

Solution de 1: Le probleme des clés

Soit Aj I’événement «la clé n°j est la bonne ».

L'événement auquel on s’intéresse est alors AiNAyn--NAg_1 N Ag.

D’apres la formule des probabilités composées, sa probabilité est (en modélisant chaque situation par
une probabilité uniforme)

P ()P (AP (a0 ) = (1- 1) (1= 5 ) (1o ) e =

Logique ounon?

Dans une urne se trouvent n —1 boules blanches, 1 boule rouge. On tire, sans remise, boule apres boule.

Quelle est la probabilité pour que la boule rouge sorte de l'urne au k° tirage ?

CCINP 101 Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.

A linstant 7 = 0, il se trouve au point A.

Quand il a épuisé I’eau du point ot il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre 1'un des deux
autres points d’eau.

L’eau du point qu’il vient de quitter se régénere alors. Soit n € N.

On note A, I'événement «I’animal est en A apres son n'“™€ trajet».
On note B, I'événement «l’animal est en B aprés son n'“™ trajet».
On note C, I'événement «l’animal est en C apres son n'“™* trajet».

On pose P(Ay) = an, P(By) = by, et P(Cp) = cy.
1. (a) Exprimer, en le justifiant, a,+; en fonction de a,, b, et c,.

(b) Exprimer, de méme, b4 et ¢+ en fonction de ay, by, et cy.

0 12 1/2
2. On considére la matrice A=| /2 0 1/2
/2 1/2 0

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.
1
(b) Prouver que - est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de .43 (R) telles que D = P~1 AP.
Remarque : le calcul de P! n’est pas demandé.
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3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a,, b, et ¢, en
fonction de n.
Remarque : aucune expression finalisée de a,, b, et ¢, n’est demandée.

Solution de 3 : CCINP 101

1. (a) (An, By, Cy) est un systéeme complet d’événements donc d’apres la formule des probabilités to-

tales :

P(Ap+1) = P(Ap1|Ap) P(Ap) + P(Ap+11Bp) P(Bp) + P(Ap+11Cp) P(Cp).

donc a1 =0ay, + by + 3¢, cest-a-dire an.1 = 2by + Lcp.
2 2 2 2

(b) De méme, by+1 = 2an+ 3¢y €t Cpi1 = 3an+ 3 by

2. (a) Aestsymétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable.
1

1111 1
(b) A+513_ 5(% ! %) donc rg (A+ 513) =1.

Donc —% est valeur propre de A et dimE_ 1 (A)=2.
: 1 NPT 1)(0
L’expression de A+ 513 donne immédiatement que E_% (A) = Vect (( _01) ( 1 ))
(c) Puisque tr(A) =0, on en déduit que 1 est une valeur propre de A de multiplicité 1.
A étant symétrique réelle, les sous-espaces propres sont supplémentaires sur R® et orthogonaux
deux a deux.

1
On en déduit que R® = E_, (4) & E1(4), donc que E; (A) = (E_% (A)) .
1
Donc Ej (A) = Vect ((%))

110 1 0 0 Y
EnposantP:(l 0 1 )etD:(o -1/2 0 ),onaalorsD:P AP.
1-1-1 0 0 -1/2

3. D’apres la question 1., (ZE) = A(ZZ)

Cn+l Cn
an a
Et donc on prouve par récurrence que : VneN, (lgn) = A" (zgﬁ)
n 0
Or A= PDP~! donc Al = pp"p~L.
Donc (b,) = PD"P~ (ko)
Cp Co

Or, d’apreés 1'énoncé, ap =1, by =0 et ¢y =0 donc :

@, N IO I
(E)=r(2ch 5] )

@ CCINP 107 On dispose de deux urnes U; et Us.

L'urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.
L'urne U, contient quatre boules blanches et trois boules noires.
On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

¢ On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans 'urne choisie.

« On note sa couleur et on la remet dans 1'urne d’ou elle provient.
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« Sila boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans 1'urne U;.
« Sinon le tirage suivant se fait dans 1'urne Us.

Pour tout n € N*, on note B, I’événement « la boule tirée au ni®™e tirage est blanche » et on pose
pn=P(By).
1. Calculer p;.
6 4
2. Prouver que: VneN*, py1 = —gpn + =
3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de p,,.

Solution de 4 : CCINP 107

1. Notons U, I'événement le premier tirage se fait dans 1'urne U;.
Notons U, I'événement le premier tirage se fait dans 1'urne Us.
(U1, Uy) est un systeme complet dévénements.

Donc d’aprés la formule des probabilités totales, py = P(B;) = Py, (B1)P(U1) + Py, (B1)P(U>).

2 1 4 1 17
Doncp1==x-+-x-=—

5 2177 2 35
Onadonc p; = —.

P 35

2. Soit n e N*.
(B, By) est un systeme complet d’événements. L
Dongc, d’apres la formule des probabilités totales, P(B+1) = P, (Bn+1)P(By) + PE(BnH)P(Bn).

e . 2 4
Alors en tenant compte des conditions de tirage, on a p,+1 = = Pn+ > (1-pn).

6 4
Donc, VneN*. ppi1=——pn+—.
35 7

3. VneN* 6 +4
. Vn , =—— —.
Pn+1 35pn 7

Donc (pn) nen+ est une suite arithmético-géométrique.

4
On résout I'équation I = ——1I+ - et on trouve [ = —.
35 7 41

On considere alors la suite (1) yen+ définie par: VneN* , u, = p, - I.

6 n-1
) u.

. ) 6
(Un) nen+ est géométrique de raison ~35 donc, VneN*, u, = (_ﬁ

17 20 3
Oruyy=p1-l=—-—=-———.
=P 35 41 1435

On en déduit que, VneN*, p, = u, +1, c'est-a-dire p,, =

— = +—.
1435 41

3 ( 6)"‘1 20
35

Une certaine maladie affecte une personne sur dix mille.

On dispose d"un test sanguin qui détecte cette maladie avec une fiabilité de 99 % lorsqu’elle est effective-
ment présente.

Cependant, on obtient un résultat faussement positif pour 0,1 % des personnes saines testées.

Quelle est la probabilité qu'une personne soit réellement malade sachant qu’elle a été testée positive?
Commenter.

Solution de 5:
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6

Sur Q I'ensemble des personnes testées, avec la probabilité uniforme. Soit M I'événement «la personne
est malade » et T I'événement « le test est positif ».

D’apres les informations dont on dispose, P(T | M) = 0,99 et ]P(T ‘ J\_/[) =1073, P(M) =10~%. Donc

P(T | M)PM) 0,99-107°

P(M|T)= A ¢ .
P(T | MPOM)+P(T | M)P(M) 099107+ (11079107

9 %.

Cela est di1 au fait que il est rare que le test soit positif (le dénominateur vaut IP(7)) mais tres tres rare
que l'on ait un malade (IP(M) est trés petit devant IP(T)). Proportionnellement, il y a beaucoup plus de non
malades testés positifs.

Le probleme de Monty Hall Dans un célebre jeu américain des années 70, un candidat devait choisir

une porte parmi trois sachant que derriere ces portes étaient dissimulées deux chevres et une Ferrari. Une
fois le choix effectué, I’animateur qui sait ot est la Ferrari ouvre 'une des portes non choisies par le candidat,
derriere laquelle il y a une chevre. Il propose ensuite au candidat de changer de porte. A-t-il intérét a le
faire?

Solution de 6 : Le probleme de Monty Hall

Soit F; 'événement « La Ferrari est derriere la porte numéro i ».

Supposons par exemple, que le candidat ait choisi la porte 1.

OnalP()=PF) =PF) = % (Fy, F», F3) est un systeme complet d’événements.

Soit Al’événement « I'animateur ouvre la porte numéro 3 ».

On cherche P(F; | A) pour savoir si le candidat a intérét & changer de porte. (Si 'animateur ouvre la
porte 2, le raisonnement est le méme).

D’apreés la formule de Bayes,

P(A| Fo)P(Fy)
PA| F)P(F)+PA| B)PWF) +P(A| F3)IP(Fs)

PF | A=

Or
e P(A| F)= % car les deux portes restantes contiennent une chevre.

e P(A| F;) =1 car si la Ferrari est derriere la deuxiéme porte, I’animateur ne peut ouvrir que la troisiéme
porte.

o P(A| F3) =0 car I'animateur ne dévoile pas la Ferrari.

Finalement, on trouve P(F; | A) = £ et le candidat a deux fois plus de chances de gagner en changeant de
porte qu’en la gardant.

En y réfléchissant bien, si on décide de changer de porte, on a au départ 2 chances de gagner (les portes
ou il y a les chevres) et 1 de perdre, alors que si on décide de ne pas changer de portes, on a au départ 2
chances de perdre et 1 de gagner!

CCINP 105

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).

1
Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d"un lancer vaut 5

(@) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?
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(b) Soit neN*.
On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé ?

(c) Déterminer nlirP pn. Interpréter ce résultat.
—+00

Solution de 7 : CCINP 105

1.

2.

Soit (Q, «/, P) un espace probabilisé.
Soit B un événement de probabilité non nulle et (4;);c; un systéme complet d’événements de probabi-
lités non nulles.

P(A;))Py, (B)
Alors, Vige I, Pg(A;) = — 0"~

Y P(A)P4,(B)

iel
P(Aj,nB) _P(A;)Py,(B)

P(B) P(B) M

Preuve : Pp(4;) =

Or (4;)jc; un systéme complet d’événements donc P(B) = )_ P(A; N B).
iel

Donc P(B) = )_ P(A;)Pa,(B). (2).

i€l
(1) et (2) donnent le résultat souhaité.

(@) On tire au hasard un dé parmi les 100 dés.
Notons T I'événement : «le dé choisi est pipé».
Notons Al’événement :« On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer P4(T).
Le systéme (T, T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

2 1 _
On a d’ailleurs, P(T) = 25 = - etdonc P(T) = §
100 4 4
Alors, d’apres la formule de Bayes, on a:
1 1
P(T)Pr(A 173 1
PA(T) = (T)Pr(A) S 411 % ..
Pr(AP(T)+P7(AP(T) -, 242 2
2 4 6 4

(b) Soit neN*.
On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés.
V k€ [1,n], on note Ay I'événement « on obtient le chiffre 6 au k™€ lancer ».
n
On pose A= () Ak.

k=1
On nous demande de calculer p,, = PA(T).

Le systéme (T, T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

25 1 —
On a d’ailleurs, P(T) = 00" 1 et donc P(T) = 3.

Alors d’apres la formule de Bayes, on a :

o P(T)Pr(A)
pn=Pa(T) = —
Pr(A)P(T) + Px(A)P (T)
1 (1)
i (E) 1
Donc p,, = =

EE g
- x - —| x = —
2 4 \6 4 3n-1
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* 1 .
(¢c) VneN*, p,= — Donc nl—l»rPoop" =1.
1+—
n-1
Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n’obtient que des 6 sur

ces lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.

g On lance deux dés équilibrés et 'on considere les événements A «le premier dé améne un nombre pair », B

«le second dé amene un nombre pair » et C «les deux dés amenent des nombres de méme parité ».
Montrer que A, B, C sont deux a deux indépendants mais que A n’est indépendant ni de BnC, ni de BUC.

Solution de 8 :
Q =1,6]?, probabilité uniforme.
P(4)=P(B)=P(C) =1, P(ANB) =P(BNC) =P(AnC) = },

P(AnBNC)=PBNC) = ;} #ZP(APBNO).

P(BUC) =3+3-

Blw
<

1 1
2 1

P(An(BUC))=P(AnB)=P(BNC) = 411 #P(APBUC).

@ Indicatrice d’Euler Soit Q = [1,n] oul n est un entier non premier supérieur ou égal a 2, muni de la
probabilité uniforme. Si d|n, on note Ay = {kd | ke Qetkd € Q}.
1. Quelle est la probabilité de A4 ?
2. Soit P I'ensemble des diviseurs premiers de n.

(a) Démontrer que (A)) pep €St une famille d’événements indépendants.

(b) En déduire le cardinal ¢(n) de 'ensemble A des nombres inférieurs ou égaux a n et premiers avec
n (indicatrice d’Euler).

Solution de 9 : Indicatrice d’Euler

Agl 7 1
1. P(Ag) =—=—=—.
(Aq) Q nd

2. (a) Sipy,...,pe sont des diviseurs premiers deux a deux distincts de n, comme ils sont premiers,

4

(1 Ap, = Apy--ps-

j=1

/4 ¢
P Ap, | =PAp,..p) = =[P,
j=1 pipe o

— — 1
(b) Les A, sont aussi indépendant, A= () A, P(A4) = e _ I1 (1 - —).
peP n peP p

Si Ay,..., Ap sont mutuellement indépendants, 1 < p < n—1, Montrer que les événements suivants sont
indépendants :
n n n

p p p
. ﬂAi et ﬂ A;, . UAi et ﬂ A;. . UA,' et U A;,
i=1 i=1 i=1

i=p+1 i=p+1 i=p+1
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Solution de 10 :

e Direct,

- p
o Ai,...,Ap, Api1,..., Ay sont mutuellement indépendants, par le premier point, sont indépendants ) Ai
i=1

no___ n p n
et [ Ai= |J A;doncsontindépendants [ A;et |J A
i=p+1 i=p+1 i=1 i=p+1

e idem avec A_l,...,A_p, Apitr.., An.
Dénombrements

Combien peut-on construire de nombres comportant 6 chiffres (en base décimale) et ne contenant aucune

répétition ? une seule répétition?

Solution de 11 :

« Sans aucune répétition, cela revient a choisir le premier chiffre non nul et a avoir tous les chiffres
différents.

Soit 9 x A3 =9x9x8x7x6x5=136080 nombre différents.
Vérification avec python :

def sans_repetition():
compteur = 0
for nombre in range(l0 x%x 5, 10 *x 6):
if len(set (str (nombre))) ==
compteur +=1
return compteur

>>> sans_repetition()
136080

» Avec exactement une répétition, il faut faire une disjonction de cas.

* Soit le chiffre répété est 0, ce n’est donc pas le premier, et il faut choisir les places de la répétition
et tous les autres chiffres soit (3) x A =10 x 9 x 8 x 7 x 6 = 30240 possibilités.

* Soit le chiffre répété n’est pas 0, et il faut choisir ce chiffre : 9 possibilités, puis

o sile premier chiffre est répété, il faut choisir la place de la répétition, et tous les autres chiffres
soit
5><A3=5><9><8><7><6
possibilités.
o sile premier chiffre n’est pas répété, il faut choisir les places de la répétition, le premier
chiffre et les autres chiffres soit (3) x 8 x A3 =10 x 8 x 8 x 7 x 6 possibilités.
Soit, dans ce cas, 9 x (5x9x8x7x6+10x8x8x7x6)=378000 possibilités.
On trouve finalement 408240 tels nombres (soit 3 fois plus).
Vérification avec python :

def avec_repetition():
compteur = 0
for nombre in range (10 x%x 5, 10 *x 6):
if len(set (str (nombre))) ==
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compteur +=1
return compteur

>>> avec_repetition ()
408240

Combien y a-t-il de p-cycles dans &,,?

Soit E un ensemble fini a n éléments, A une partie de E a p éléments. Combien peut-on trouver de parties
de E ayant exactement un élément de A?
Solution de 13 :

On choisit I'élément de A : p possibilité, puis une partie de E\ A : 2" possibilités.
Ainsi, il y a p2"7P telles parties.

Montrer que dans un ensemble fini non vide, il y a autant de parties de cardinal pair que de parties de

cardinal impair.

Solution de 14 :

1re méthode Soit x un élément fixé de I'ensemble. L'application A— AuU{x} si x ¢ Aet A\ {x} si x € A est bien
défini de I'ensemble des parties paires dans I'ensemble des parties impaires ou l'inverse, et ces deux
applications sont réciproques 1'une de l'autre.

2e méthode Le cardinal de ’ensemble des parties de cardinal pairest A= ) ( zr;c), celui de I’ensemble
0<2k<n

. . . . n
des parties de cardinal impair est B = Z ( )
o<2kr1<n \2k+1

Ces sommes se calculent classiquement en remarquant que A+ B =2" et A— B =0" en utilisant le
bindme.
Si n #0, on obtient en particulier A =B.

CCINP 112

Soit n € IN* et E un ensemble possédant n éléments. On désigne par 22(E) I'ensemble des parties de E.

1. Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (2 (E))? tels que A< B.
2. Déterminer le nombre b de couples (4, B) € ((E))* tels que ANB=2.

3. Déterminer le nombre c de triplets (A, B, C) € (2 (E))° tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et
vérifient AUBUC =E.

Solution de 15 : CCINP 112

1. Onnote F = {(A,B) € (#(E))* | Ac B}.
Soit p € [1,n]. On pose F, = {(A, B) € (P(E))* | Ac BetcardB = p}.

Pour une partie B a p éléments donnée, le nombre de parties A de E telles que A c B est card 22(B) = 2”.
De plus, on a (Z) possibilités pour choisir une partie B de E a p éléments.
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2z . . — n p
Onen didmt que : ¥ p € [0,n], card F, = (7)2P.
Or F= U F, avec Fy, Fy, ..., F, deux a deux disjoints.
p=0
n n n
Donc a=cardF= ) cardF,=) | |27 =3", d’apres le bindbme de Newton.
p=0 p=0 p
Conclusion : a =3".

Autre méthode :

Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre a la question 1.
Notons encore F = {(A, B) € (Z(E))*> | Ac B}.
A tout couple (A, B) de F, on peut associer "application ¢ 4 p définie par :

E — {1,2,3}

) 1 si X€A
PAB: X — 2 si x¢ AetxeB
3 si x¢B

On note « (E,{1,2,3}) 'ensemble des applications de E dans {1,2,3}.

Alors l'application ©: F — o/ (E,{1,2,3})

est bijective.
(AB) — @up )

Le résultat en découle.
2. {(AB) e (@E)? | AnB=2}={(4 B) e (@P(E)? | AcH].

Or card {(A,B) € (PEN | Ac E} card {(A,E) €(PE)N | Ac E}
card {(A,C) € (P(E))* | Ac C}

a.

Donc b = a.

3. Compter tous les triplets (A, B, C) tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et tels que AUBUC = E
revient a compter tous les couples (A, B) tels que AnB = @ car, alors, C est obligatoirement égal & AU B.
En d’autres termes, ¢ = card {(4,B) € (P(E))> | AnB=@}=b=3"

Partitions d’un entier

1. Déterminer le nombre a, d’écritures possibles de n comme somme d’au moins un entier naturels non
nuls (I’ordre étant important).
2. Soit n, p € N. Déterminer le nombre N d’écritures de n comme somme de p entiers naturels.
“IUILINIYL AP ANULLOf dUN

1201043 UI1qQ N0 “S24392] XNAP U JaquYdp 1 ANS SJOUL SAP JUILL0D D]2D 43194d407U1 30 « o » U 1uvd « | » sap 4aov]d ap 4afvssa viinod uQ

Solution de 16 : Partitions d’un entier

1. On fait une disjonction de cas suivant le premier terme de la somme qui est un entier entre 1 et n : on
obtient alors a, =1+a; +az +---+ an—1 =2a,-1 et comme a; =1, pour tout ne N, a, = 2n-1

2. N} correspond au nombre de fagon de placer p—1 «| » (les signes +) parmi n « o » : par exemple,
7=1+0+0+1+2+0+2 correspond a of||o|oo||oo.
Il s’agit donc du nombre de mots de n+ p —1 lettres sur I’alphabet contenant les deux lettres « | » ou
«o» avec exactement p—1 « | ».
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Cela se dénombre en placant les « | » : ("7} ") possibilités, le reste étant des « o ».
On peut aussi commencer par placer les « o » : ("*771) possibilités.

Donc N = (";f;l) = ("+5_1).

Formule du crible

Soient Ay, ..., A, des ensembles finis. Montrer que

n
|A1U---UAn|=Z(—1)k+1 Z |Ai1m"'mAik|: Z (—p7-1
k=1

1< <<y <n Ie2([1,n])

nAi'

iel

1=1 =1
addojangp vy 10 vy ﬂ vans (V-1 ]_[ 13SS2493u1,S “Juaa)duiis snyd ‘no ‘u Ans auUaLnIL 4vd 4auuosivi jnad uQ
u

Solution de 17 : Formule du crible
Voir par exemple https://fr.wikiversity.org/wiki/Formule_du_crible/D%$C3%A9monstration_
de la formule du_crible

Probabilités

Soit (a,) nev une suite strictement décroissante de réels positifs de limite nulle. Déterminer A € R tel qu’il

existe une probabilité P sur IN vérifiant P({n,n+1,...}) = Aa,.

Solution de 18 :

1
Si une telle probabilité existe, alors 1 =IP(N) = Aag avec ag >0 vu les hypotheses donc A = —.

Ao
Réciproquement, avec un tel lambda, si A, = [n, +oo[, alors P({n}) =P(A,) —P(Ap+1) = Man — an+1) >0 et

Y Aan — an+1) télescopique de somme A(a—0-0) = 1 d’out 'existence de P d’apres la propriété du cours.

Sur l'univers IN*, muni de la tribu 22(IN*), montrer qu’il existe une probabilité IP unique telle que pour

1
tout ne N*, P({n}) = ————. Calculer P(2IN*).
nn+1)

Solution de 19 :

On a bien que les ils sont sommables de somme

. . 1 1
sont positifs et comment ils valent — — T
n

nn+1) n
(télescopique) 1 -0 =1, d’ou 'existence de PP.
+00 1 1 +00 (_l)n
Puis on calcule P2IN*) = ) (——— =) =1-In2.
Z\2k 2k+1) = n

Poker

Dans un jeu de 52 cartes classiques, on distribue des mains de 5 cartes. Calculer les probabilités des
événements :

e QFR: « Avoir une quinte flush royale » (quinte a l’as et couleur),
e QF : « Avoir une quinte flush non royale » (quinte non royale et couleur),

e A4 : «Avoir un carré » (les 4 cartes de méme valeur),
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e F:«Avoir un full » (un brelan et une paire),

e C: «Avoir une couleur qui ne soit pas une quinte » (5 cartes de la méme couleur qui ne se suivent pas),
* Q: «Avoir une quinte non flush » (5 cartes qui se suivent, pas toutes de la méme couleur),

e As: «Avoir un brelan » (exactement 3 cartes de méme valeur),

e PP : «Avoir une double paire » (2 paires ne formant pas un carré),

e A : « Avoir une paire » (exactement 2 cartes de méme valeur),

e R:«Riendetoutga!».

Evénement | QFR QF Ay, F C Q Ay PP AR
Probabilité (%) ~ | 0,00015 0,0014 0,024 0,14 020 040 2,1 48 42 |50

On devra trouver :

Solution de 20 : Poker
Q = P5(€) ol € ensemble des cartes. || = (%) =2 598 960, proba uniforme.

e |QFR|=4; P(QFR) = .
|QFR]| (QFR) 619 740

* |QFI=4x9=36; P(QF) =

216 580"

1
Agl =13 %48 = 624; P(Ag) = ——.
o | A4l (Aq) 2165

« [F|=13x(}) x12x (;) =3 744; P(F) =

4165
1277
e ICl=4x(7)-40=5108; P(F) = .
649 740
5
. =4%x10-40=10200; P(Q) = —.
QI x Q) o7
88
e |A31=13x () x (1) x42=54912; P(A3) = ——.
| Azl X(I)X(z)x (A3) 1168
o |PP|= (%) x (4)2 x 44 =123 552; P(PP) = 198
2712 ’ 4165
4 12 3 352
o |Agl=13x(5) x () x4 :109824O;IP(A3):@.
1277
R =((12)-10](45-4)=1302540; P(R) = ——.
+ 1RI= () ~10) (4 - 4) (R= o

Distance la plus probable

On constitue une file d’attente en attribuant au hasard des numéros d’ordre a n personnes. Pour d
compris entre 1 et n—1, calculer la probabilité que deux amis soient distants de d places (c’est-a-dire séparés
par d — 1 personnes.) Quelle est la distance la plus probable ?

Méme question s’ils sont placés sur un cercle.

Solution de 21 : Distance la plus probable
Q =G, proba uniforme, |Q| = n!.
A, : «la distance est d ».
[Agl=2x(n—d)x(n-2)!
2(n-d) . A
P(Ay) = P maximale lorsque d =1 (amis cOte a cote).
n(n-—
Autre possibilité : seulement la position des amis, Q = 2, ([1, n]), proba uniforme. Q| = (}).

|Ag4l = n—d (choix du premier). D’ot1 le résultat.

2 2
Sur un cercle : P(Ay) = ( " T 7 ne dépend pas de d, sauf si n est pair et d =
n\n-— n—

n
2

auquel cas

1
P(Ay,) = ——.
n—-1
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Une urne contient N boules de k couleurs : N; de couleur ¢;, N> de couleur c,..., N de couleur ¢ (on a

donc N; +---+ Ni = N). On tire n boules et on cherche la probabilité p d’obtenir exactement n; boules de
couleur ¢; pour chaque i (donc n; +--- + ng = n).

Déterminer p dans le cas d’un tirage simultané, dans le cas de tirages successifs avec remise et dans le
cas de tirages successifs sans remise et comparer les résultats.

Solution de 22 :

GG

T
n

W NN

e« p= répartition pour les couleurs = comme les anagrammes).
p P
ni!---ng! N
n 123

nl A ]Vll ANk N

e p= et on retrouve la premiére proba.
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Probléme des anniversaires et des coincidences

1. Une urne contient M jetons numérotés de 1 a M. On tire successivement 7 jetons avec remise. Calculer
la probabilité qu’aucun jeton ne soit tiré plus d"une fois.

2. Dans une assemblée de n personnes, quelle est la probabilité que deux personnes soient nées le méme
jour (en supposant que personne n’est né le 29 février...)?

Application numérique pour 7 € {10,20,30,40,50,60,70}. A partir de quelle valeur de n cet événement
est-il plus probable que son contraire ?

Solution de 23 : Probléme des anniversaires et des coincidences
I’l —
M
1. Q=[1,M]", A=, ([1,M]), P(A) = YT ]j (1— —)

n
2. M=365B=A,PB)=1- 3;;5 Pour les applications numériques a la calculatrice, utiliser plutot la

produit ci-dessus.

n |10 20 30 40 50 60 70
P(B)(%) | 11 41 71 89 97 99,4 99,9

Pour n =22, P(B) = 47,5% et pour n =23, P(B) = 50,7 %.

Probléme des rencontres

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On les extrait successivement sans remise et apres
chaque tirage, on observe le numéro de la boule tirée. On dit qu’il y a rencontre au i tirage si la boule tirée
porte le numéro i. On note E I'événement «il n'y a aucune rencontre » et pour tout i € [1,n], on note A;
I’événement «il y a rencontre au i° tirage ».

1. Définir un espace probabilisé permettant de décrire I'expérience aléatoire.
2. Démontrer, en utilisant librement la formule de Poincaré (crible) que
n (_ 1) k

P(E) =
L w

Applications :

e Probleme des danseurs de Chicago : n couples se présentent a un concours de danse; chaque danseur choisit une
partenaire au hasard. Quelle est la probabilité que personne ne danse avec son conjoint ?

o Un facteur posseéde n lettres adressées a n personnes distinctes. Il les distribue au hasard. Quelle est la probabilité
qu’aucune n’arrive a destination ?

o Les étudiants de MP 1 décident de se faire des cadeaux pour Noél. Ils mettent tous un papier portant leur nom
dans la poubelle de la salle 210 puis tirent successivement un papier chacun portant le nom de personne a qui ils
doivent faire un cadeau. Quelle est la probabilité que personne ne doivent se faire soi-méme un cadeau ?

o Dans un club de Bridge, n messieurs laissent leurs n cannes (toutes distinctes) au vestiaire. En repartant, ils
reprennent au hasard une canne. Quelle est la probabilité qu’aucun d’entre eux ne reprenne sa propre canne?

Quelle est la proportion de permutations de &, n’ayant aucun point fixe (on parle de dérangement) ?

Solution de 24 : Probléme des rencontres

1. Q=6,.
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_1_ =l —1_ & _1k-1
PE) =1 IP(E)_l k; 1) Ic%nﬂ]P
|I1=k

(A

iel

(n-k)!

n
=1+ Y |[DF Y
k=1 Ic[1,n]
|[I1=k

n n k
B IR (n—k)!_ (=1
_1+k§1( 1) (k) > o

— =
n: k=0

Deux joueurs s’affrontent au tir a I’arc, le premier qui touche la cible a gagné. Le premier joueur a une

probabilité p; >0 de toucher la cible, le second une probabilité p, > 0. On suppose les tirs indépendants.
1. Calculer la probabilité que le premier tireur gagne puis celle que le second gagne.
2. En déduire qu’il est presque stir que le jeu se termine.
3. Retrouver le résultat en utilisant une continuité monotone de la probabilité, en introduisant I’événe-
ment A, : « Le jeu ne s’est pas arrété au bout de 2n parties. »

3
4. On suppose que p; = S P Pour quelles valeurs de p; et p; le jeu est-il équitable?

Solution de 25:

1. Soit G; et G, de probabilités g; et g les événements correspondant a la victoire du ler et du 2e tireur
respectivement.

Soit G et G¥ les événements correspondant a la victoire du ler et du 2e tireur apres k tirs, respective-
ment.

Alors (G},G_i) est un systeme complet d’événements.

Par la formule des probabilités totales,
§1=P(GinG})+P(GinG}| =P (G})+P(G] NG} P(GIIGI N G}) = pr+ (1 - p) (1 - p2) &1

les tirs des deux joueurs étant indépendants.
P1
p1+p2—pip2
2. Méme raisonnement pour calculer g» = (1 - p1)p2 + (1 - p1)(1 - p2)g2 qui donne g; + g» = 1.

D’ol1 g1 =

3. Probabilité de Ay, : (1 - p1)"(1— p2)", suite décroissante.

1 1
4, p1=§etp2=5.

Probabilités conditionnelles

Un canal de transmission transmet des bits selon le modele suivant : il transmet fidélement un bit avec

une probabilité p et de fagon erronée avec probabilité (1-p) ou0< p <1.

Un bit traverse n canaux de ce type successivement, et I’'on suppose que chaque canal fonctionne
indépendamment des autres.

On notre xy le bit initial. Pour n € IN, on note x, le bit apres la traversée de n canaux, et p, la probabilité
que x, = Xo.
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1. Déterminer une relation entre p,_; et p, pour n > 1.
2. En déduire une expression de p, en fonction de n et p.

3. Déterminer la limite de (py) ;.

Solution de 26:
Chaine de Markov

1. Proba totales : pp, = ppp-1+(1—-p)A—pu—1) =Cp-Dpu_1+1-p.

2. pp=3+3@2p-D".

1

3. —-.
2

Dans une urne se trouvent n boules rouges et n boules blanches.

On tire deux par deux sans remise toutes les boules de 1'urne.
Quelle est la probabilité que 1’on tire une boule de chaque couleur a chaque tirage?

Solution de 27 :
On suppose construit un espace probabilisé (Q,22(Q),P) qui soit tel qu’a chaque étape les tirages soient
uniformes.
E; : «au i® tirage, on obtient une boule de chaque couleur ».
On va utiliser la formule des probabilités composées.
P(E) = 2o ot P(E, ! NE; (n=i”
(3) ey
n—-1 (ﬂ _ 1)2 n—-1 (n _ l) n zn(n|)2
P ( ?zlEi):H 201=1) =11 YT _ ‘_ 1 .l :
o (7)o @n-2i-1) " @n-1@n-3)-1" @2n)

1=

Ou alors : on distingue toutes les boules tirées successivement et on s’intéresse seulement aux numéros
des boules rouges. Q = 2, ([1,2n]) avec probabilité uniforme. |Q| = (2:) et si A est1’événement les couleurs
sont alternées, pour chaque couple de tirage successif (i,i+1) on a deux emplacement possible pour la boule

n
rouge donc |A| = [[ ] {i,i+ 1} =2".
i=1

Un laboratoire fabrique un alcootest et les essais montrent que

e 2 % des personnes contrdlées sont en été d’ébriété;
« 95 fois sur 100 I'alcootest a donné un résultat positif alors que la personne était en état d’ébriété;
* 98 fois sur 100 'alcootest a donné un résultat négatif alors que la personne n’était pas en état d’ébriété;

1. On essaie I'appareil sur une personne et I’'on constate que le résultat est positif.
Quelle est la probabilité que cette personne soit en état d’ébriété ?

N

. Méme question si le résultat est négatif.

@

. Quel est la probabilité que le résultat soit faux?

Solution de 28 :

1. Bayes (P(E | 1)) : 49,2 %.
2. Bayes (P(E|T)):0,1%.
3. F=(TNE)U(ENT):2,1%.
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Urne de Pélya

Une urne contient initialement r > 1 boules rouges et b > 1 boules blanches.

On effectue des tirages susccessifs d"une boule, en remettant apres chaque tirage la boule tirée dans
I"urne avec en plus ¢ > 0 boules de la méme couleur.

Pour n > 1, on note R, (resp. B,) 'événement «la n® boule tirée est rouge (resp. blanche) ».

1. Quelle est la probabilité que la premiere boule tirée soit rouge sachant que la seconde boule tirée est
rouge?

2. Onnote p,(r, b) le probabilité d’obtenir une boule rouge au n® tirage quand 1'urne contient initialement
r boules rouges et b boules blanches. Montrer que

VN2 pp(rb) = ——pr (r4eb)+—2p 1 (r b 0)
= &y Pn } —r+an—1 » r+bpn—1 y

3. En déduire que pour tout n € IN*, la probabilité de R, est égale a ?rb

4. Démontrer en utilisant la méme méthode que pour 1< m<n,

r(r+c

PR Ry = v o

On pourra noter pm, (1, b) la probabilité d’obtenir des boules rouges aux m¢ et n° tirages, quand I'urne contient
initialement r boules rouges et b boules blanches, et raisonner par récurrence sur m.

5. En déduire la probabilité de R;, N By,.

Solution de 29 : Urne de Pélya

r+c
r+c+b’
2. Proba totales (Ry, Ry).

Indications: 1. Bayes:

3. Récurrence.
4.

5. P(RyNB,) = br

(r+b)(r+b+c)’

Corrigé : 1. Formule de Bayes : (R, By) est un systéme complet d’événements

P(Rz|R1)IP(Ry)
P(R2|R)IP(Ry) +P(R2|B1)P(By)

P(R1|R2) =

(probabilités non nulles vu ce qui suit), chaque tirage se faisant uniformément.

b
e Au premier tirage, r boules rouges et b boules blanches. IP(B;) = P et P(R)) = %b
r r

e Sachant que R; est réalisé, 'urne au deuxiéme tirage contient r + ¢ boules rouges et b boules

+
blanches donc P(R»|R;) = L.
r+b+c

« Sachant que B est réalisé, 'urne au deuxiéme tirage contient r boules rouges et b + ¢ boules
r
blanches donc IP(R»|B;) =

r+b+c’
r+c r
+c
hal P _ r+b+c r+b __r _
Au final, P(R;|R2) . - - b r+c+b

. + .
r+b+c r+b r+b+c r+b
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r+c¢
D P(R;|Ry) =P(Ry|R)) = )
onC[( 11R2) (R2|Ry) r+b+c}

2. On peut appliquer la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements
(R1,By) :
P(Ry) = P(Ry|R)P(R) + P (R, BYP(By).

i b T
Or P(Ry,) = pn(r, b) par définition, IP(B;) = — et P(Ry) = s

De plus, I'expérience qui consiste a tirer une boule rouge au n® tirage sachant qu’on avait tiré une boule
rouge au premier tirage avec r boules rouges et b boules blanches est exactement la méme que celle
qui consiste a tirer une boule rouge au n - 1° tirage a partir d"une urne contenant r + ¢ boules rouges et
b boules blanches. Ainsi, P(R,|R1) = pp-1(r + ¢, b). De la méme manieére, IP(R,|B1) = pn-1(r, b+ ¢).

. r b
Finalement, Lpn(r, b) = m?pn_l (r+cb)+ mpn_l (r,b+ c)}

r . r
3. Par récurrence sur n, P(Ry) = p1(r,b) = P etsipourun n >2, pour tousretb, p,_1(r,b) = ——
r r

alors d’apres la question précédente,

r . b ro_r
r+b r+b r+b r+b r+b

pn(r;b) =

-
ce qui établit la récurrence. Donc [pour tout n, P(R;,) = Tbj
r

Remarquable! Méme si le contenu de 1'urne change, la probabilité d’obtenir une boule rouge a
chaque tirage ne change pas!

4. Dela méme maniere,sin>m>2,onaPR,NR,) =P[R, NR,IR)NP(R) +P(R,,nR,|B1)P(B;), avec
P(RuNRy) = Pmn(r, b), P(R;, N Ry|Ry) = Pm-1,n-1(r+c, b) et P(R;, N Ry|B1) = Pm-1,n-1(1 b+ ). Donc

r b
Pmn(, b) = m?pm—l,n—l(r +c,b)+ mpm—l,n—l(r» b+c).

On montre par récurrence sur m > 1 que pour tous r et b et tout n>m,

B r(r+c)
[p’”’”(r’ D= by c)}

Sim=1,sin>1, p1,(r,b) =P(R1NRy) =PR,IR)NP(R)) = pu(r+c,b)

B r(r+c
r+b (r+b)(r+b+c)

Sic’est vrai pour m—1,etsin>m,alorsn—-1>m-1et

r b
Pmn(r,b) = r_pm—l,n—l (r+c,b)+ mpm—l,n—l(n b+c)

+b
T (r+c)(r+2c) N b r(r+c)
" r+b (r+b+0(r+b+2¢) r+b (r+b+c)(r+b+2c)
r(r+c

(r+b)(r+b+c)

ce qui établit la récurrence.
Remarquable! A nouveau, c’est indépendant de n et m.

Via la formule des probabilités composées, on obtient par la méme occasion que P(R,|R;;) ne
dépendant ni de n, ni de m.
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5. Comme (Ry, By,) est un systeme complet d’événements,

B _r r(r+c) B rb
(P 0 B))= PR ~PRm0 B = = s =\ i e e

Méme remarque.

Trois joueurs A, B, C s’affrontent a un jeu aléatoire suivant les regles suivantes :

e a chaque partie, deux joueurs s’affrontent et chacun peut gagner avec la méme probabilité,

« le gagnant de la partie précédente et le joueur n’ayant pas participé s’affrontent a la partie suivante.
Est déclaré vainqueur celui qui gagne deux parties de suite.

1. Montrer que le jeu s’arréte presque stirement.

2. Aet B s’affrontent en premier. Quelles sont les probabilités de gain de chaque joueur?

Solution de 30 :

. . . . 1
1. Soit A, I'événement «le jeu dure au moins n parties ». P(A,41|A4,) = 7

1

Avec les probas composées, IP(A,) = o=

Par continuité décroissante, A « événement on ne s’arréte pas », IP(A) = 0 en passant a la limite.

2. Gy, Gg, G¢ les événements des gains de A, B, C.
B, «lejeu s’arréte a la g° partie. »

|
By = A4\ Agy1 de probabilité 20T

A; « A gagne la premieére partie ». Ona alors unjeuen A, C, B, A, C, B, ...

b +OOIP too 1 1 4
GalA) = Bsjer2) = =3 —7
(GalAr) kZ::o (Bsk+2) lczz(Jsz+1 21-1/8 7

Puis, avecunjeuen B, C, A, B, C, A, ...

_ +00 +00 1 1 1 1
P (Gal4r) = Y P(Byisn) = - =
k=0

Zﬁ:m—l/s:?

k=1
14 11 5
DOHC]P(GA):_._J,____:_‘
27 27 14
Puis P(Gg) =P(G,) et P(Ge) =1-1P(Ga) - P(Gp).

Indépendance

Oral CCINP - Loi du 0-1 de Borel Soit (4,),cn une suite d’événements mutuellement indépendants.
n +00
Posons By, = | Ak, B= | Ak et up =P (By).

k=0 k=0
1. Démontrer que la suite (u,) converge vers P(B).

2. Démontrer que les séries Zln(l —-P(Ap)) et Z IP(A,,) sont de méme nature.

3. En déduire que P(B) <1 si et seulement si ) IP(A,) converge.
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+00 +00
4. Soit I=[) U Ak Démontrer que P(I) =0 si et seulement si P(B) < 1, et que P(I) ne peut valoir que 0
n=0k=n
ou l.

Soit s€]1,+oo[, L€ R.

A
1. Pour quelles valeurs de A peut-on définir une probabilité sur (IN*, 22(IN*)) en posant P({n}) = — pour
n
nelN*?
2. SimeIN*, on note A, I'événement « m est multiple de n ». Déterminer IP(A,,).

3. On note £ I’ensemble des nombres premiers. Montrer que (Ap)p < sont mutuellement indépendants.

. 1 +00 1
4. En déduire que [] gt ) =),
peP p n=1
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