MP 1 Lycée Carnot - Dijon
COMPACITE, CONNEXITE PAR ARCS

Exercices vus en cours

Soit ue EX, ¢ € E.

1. Montrer qu’il y a équivalence entre
(i) ¢ est valeur d’adhérence de u.
(ii) Pour tout e >0, {ne€N,u, € B(¢,¢)} est infini.
(iii) Pour tout £ >0, pour tout pe N, {n > p,u, € B(¢,€)} n’est pas vide.
2. Application classique : en déduire que 1’ensemble des valeurs d’adhérences de u est fermé.

Solution de 1:

1.
(i)=>(i) Si ¢ est valeur d’adhérence, ¢ extractrice telle que uy ) — ¢, € >0, alors apcr uyy) € B(/,¢).
(i))=>(iii) Soite>0, si{ne€IN,u, € B(¢,¢)} est majoré etsi pe N, {n > p,u, € B(¢,€)} ne peut étre vide, sinon
I'ensemble {n € IN, u, € B(¢,¢)} serait majoré par p et inclus dans IN donc fini.
(iii)=>(@i) Si pour tout € > 0, pour tout p € N, {n > p,u, € B(/,e)} n’est pas vide, on construit une suite
extraite convergeant vers ¢ : on pose ¢(0) € IN tel que ¢(0) > 0 et uy() € B(¥¢, 2—10)
Puis ¢(1) > p = ¢(0) +1 tel que uy) € B (4, 51).
Et par récurrence, pour tout n€ IN*, ¢(n) > p=p(n—1) +1 tel que uyy) € B (!, Zl,,)
Alors ¢ est strictement croissante et, par construction, ugm) — £.
2. Soit Al’ensemble des valeurs d’adhérences de u. Montrons que °A est ouverte.
Sixe €A, onae>0tel que {n,u, € B(x,¢)} est fini et donc aucun des élément de B(x,¢) ne peut étre
valeur d’adhérence non plus, c’est-a-dire que B(x, €) c °A, ce qui signifie bien que “A est ouverte et que
A est fermée.

Dans K[X] muni de la norme || P|lo = sup | px|, montrer que la sphére unité est fermée bornée mais n’est pas
kelN

compacte.

Solution de 2 :
X" € 8(0,1) (qui est fermée et bornée).
Si (X™) a une valeur d’adhérence, on a P € IK[X] et ¢ extractrice telle que ||X‘p(”) - P|| — 0. Alors chaque

ceefficient de X#" tend vers le ccefficient correspondant de P, donc P = 0k x;. Mais alors 1 = || X?™ || — 0 ce
qui est contradictoire.

Montrer que €@(n) = {M € 4, (R), MTM = I,,} est compact.

Solution de 3 :

Fermée comme image réciproque du fermé {I,} par 'application continue M — MMT, le produit matriciel
étant bilinéaire et la transposition linéaire.

Bornée soit parce que || M||5 = tr(MMT) = n soit comme les colonnes de M sont orthonormées, tous les
ceefficients vérifient |m; ;| <1 donc [|M|lo < 1.
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@ Montrer que la boule unité fermée de €°°([0,1]) muni de la norme |-, n’est pas compacte.

Solution de 4 :

fn:x€[0,1] — x" est continue, de norme 1 et converge simplement vers §. ;. Si on pouvait en extraire une
suite uniformément convergente, la limite devrait étre continue.
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Compacité

Ecrits Mines Soit A€ .#,(R). Montrer que {AQ,Q € G(n)} est compact.

Solution de 5 : Ecrits Mines
C’est image du compact @ (n) par I'application continue Q — AQ car linéaire en dimension finie.

@ Ecrits Mines — Propriété de Borel-Lebesgue

Montrer que si K est compact, pour tout € >0, on peut « recouvrir » K par des boules ouvertes de rayon
g, C'est-a-dire qu’il existe une famille finie (x1,...,x,) d’éléments de K telle que

n
Kc U B(x,-,e).
i=1

Solution de 6 : Ecrits Mines — Propriété de Borel-Lebesgue

n
Sinon, supposons K # @. On a € > 0 tel que pour tout n € N, et pour tout xo,...,x,, K¢ U B(x;,€).
i=0
1
Donnons-nous xj € K. puis x; € K tel que x; ¢ B(x,¢€). Puis x; ¢ U B(x;,¢).
i=0

n-1 l
Et, par récurrence, pour tout n€ N, x, € K tel que x, ¢ U B(x;,¢€).

i=0
On a alors, pour tout n,m e N tel que n# m, |x, — xnl > €.
Or on peut extraire de (x,) une suite convergente, ce qui est contradictoire.

Soit (E, [|-I) un R-espace vectoriel normé, ne€ NN, a,...,a, des points de E, A= {ay,..., a,}.
On appelle enveloppe convexe de A I'ensemble des barycentres de ses points a ceefficients positifs.

Notons-la Conv(A).

n
1. Montrer que K = {(/11,...,/1”) €[0,11", Z Ai= 1} est une partie compacte de R".
i=1

2. En déduire que Conv(A) est compacte.

Solution de 7 :

1. Fermé (image réciproque continue d’une fermé) et borné est dimension finie.

2. Image continue de K.

8 Soit (E, [I-]) un espace vectoriel normé et K un compact non vide de E. Soit f : K — K une application
vérifiant :
Y, ek, x#zy=|fo-ro|<|x-y|-
1. (a) Montrer que f admet au plus un point fixe dans K.

(b) Montrer que f admet un unique point fixe dans K, que I'on notera a.
On pourra étudier sur K la fonction ¢ : x — | f(x) — x||.
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2. Soit (x,), une suite définie par xg € K et, pour tout n€ N, x,,11 = f(x,).
Démontrer que (x,), converge vers a.
On s'intéressera a || x,, — all et on séparera deux cas suivant s’il existe n tel que x, = a ou non.

Solution de 8 :

1. (a) Sia#bconviennent, |[a— bl <|a-b].
(b) Soit ¢: x— || f(x) - x||. Elle est continue par opération (f l'est car lipschitzienne) sur un compact
donc elle atteint un minimum en a € K.
Si f(a) # a, alors || f(f(@) - f(@| =@(f(@) < | f(@ - a| = ¢(a) ce qui est contradictoire.
Donc m est un point fixe de f, le seul.
2. Par récurrence, pour tout n€ N, x, € K.
S’il existe p tel que x, = a, alors, par récurrence, a étant point fixe de f, pour tout n> p, x, = a donc
Xp — a.
Sinon, pour tout n€ NN, x,, # a et || x,+1 — al = || f(xn) = f(@)|| <l x» — all. Donc (lx, — all),, est positive et
(strictement) décroissante, donc convergente vers £ € R*.
Mais x € KN posséde une suite extraite (x,(,) convergente vers b € K.
Et xp(m+1 = f (9(n)) — f(b) par continuité.
Puis ||x(p(n) - a|| —|b—al=¢et ||x(p(n)+1 - a|| — ||f(b) —a|| =/.
Sia#b,alors ¢ =||f(b)—al = |fb) - f(@]| < lb-al = ¢ ce qui est contradictoire.
Donca=bet||x,—al —¢=|b-al =0donc x, — a.

@ Diametre d’une partie bornée
Soit (E, [I-) un K-espace vectoriel normé et A une partie non vide et bornée de E.
1. Justifier 'existence de D =sup{|x—y|, (x,y) € A?}. On dit que D est le diametre de A.
2. Démontrer que si A est compacte, alors il existe (a, b) € A tel que D = |a— bl.

3. Soit a€ E et r e R} . Déterminer le diametre de la boule ouverte de centre a et de rayon r.

Solution de 9 : Diameétre d’une partie bornée

1. Partie non vide majorée de R car A est borné.

2. (x,y) — | x—y| est un fonction continue (car lipschitzienne, en prenant la norme produit sur A?) sur le
compact A% donc atteint un minimum.

3. 2r:parlT,

x—y| <2r etil est facile de voir que cette borne est atteinte.

Soit (u,) une suite convergente dans un espace vectoriel normé de dimension finie (E, [|-||), £ sa limite.

Montrer que {u,, n€IN}u {¢} est compact.

Solution de 10 :

Soit K = {u,, n€ IN}u {¢}. On montre que K est une partie fermée et bornée de E.

La suite étant convergente, elle est bornée donc K l'est.

Six¢K, u,# xdoncona e >0 tel que a partir d'un certain rang N, u, ¢ B(x, ), et alors, nécessairement,
¢ ¢ B(x,¢).

Puis, comme x ¢ K, en prenant ¢’ strictement inférieur a € et au minimum des ||x — u,|l pour n € [0, N - 1],
on aura KN B(x,¢') = @ donc °K est ouvert et K est fermé.
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+00.

Soit f: E — R continue, ol E est un KK-espace vectoriel normé de dimension finie, telle que f(x)

lxll—+o0

Montrer que f atteint sur E un minimum global.

Solution de 11 :

Ona AeRtel quesi x|l > A, f(x) > f(0p) + 1.
Puis f atteint un minimum sur le compact B(0g, A) qui est en fait global.

Soit E = €6([0,1], R muni de la norme |-, 7 € IN, F, le sous-espace des fonctions polynomiales de degré

auplus n, feE.
Montrer que la distance de f a F, est atteinte : on a une fonction polynomiale ¢, € F,, telle que

|/ =nllow=d(f, Fu) = inf | £ =]

Solution de 12:

| Flloo € {1lf = @ll o ¢ € Fu}. Done d(f, Fa) < | f ] -

On s’intéresse donc aux ¢ € F, telle que d(f,¢) < | f| .-

Or 'intersection de boule fermée de centre f et de rayon | f| et de F, est un fermé borné dans F, qui
est de dimension fini, donc est compact.

L'application continue car lipschitzienne ¢ — d(f, ¢) atteint un minimum sur F, nB(f, || f|,) qui est en
fait global.

Soit E = R" muni d’une norme |/|| et A une partie non vide de E. On rappelle la définition de la distance
d’un élément x; de E a une partie A de E, notée d(xp, A), par la formule d(xo, A) = in£ [l x — x0].
X€
. Supposons A compact. Montrer que pour tout xg € E, il existe y € A tel que d(xo, A) = ||y — xo|-

. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que A est fermé.

. Montrer que I'application qui a x, associe d(xp, A) est continue sur E (sans aucune hypothese sur A).

= W N =

. En déduire que si A est un fermé de E et B un compact de E tels que A et B sont disjoints, alors il existe
une constante § >0 telle que V (a,b) € Ax B, |la—b| = d.

a1

. Montrer par un contre-exemple que le résultat est faux si on suppose seulement que A et B sont deux
fermés disjoints.

Solution de 13 :

Normes subordonnées

Normes subordonnées

Soit n€ IN* et -]l une norme sur .4 (R).
On note S={X € Mn1(R), | XIl =1} et B={X € Mn 1 (R), I X]| < 1}.

1. Soit Ae 4, (R) fixée et f I'application de .4, (R) vers .4, (R) définie par

VXedy (R), f(X)=AX.
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(a) Justifier que f est continue sur .4, 1 (R).

(b) Démontrer que les ensembles E; = {|AX|, XeS, E = {|AX|, XeB} et
AX
E3= {H, Xedln1R)\ {0}} admettent une borne supérieure.

(c) Démontrer que les trois sup sont égaux.
Pour toute matrice A € .4, (R), on note N(A) ce sup commun.
2. Démontrer que N est une norme sur .4, (R).
3. Démontrer que pour tout (A, B) € 4, (R)%, N(AB) < N(A)N(B).
On dit que N est la norme subordonnée a |-|.

4. Soit n € IN*. On munit .4, 1 (R) de la norme |-l et on note N sa norme subordonnée.
n
Montrer que pour toute matrice A€ ., (R), N(4) = max (Z |lai,j |)
iIsn\ ;
Itx ]:1

5. Soit n € IN*. On munit .4, 1 (R) de la norme [-||; et on note N sa norme subordonnée.

<j<n

n
Montrer que pour toute matrice A€ .4, (R), N(A) = max (Z |lai,j |)
i=1

Solution de 14 : Normes subordonnées

1. (a) f estlinéaire en dimension finie.
(b) E; et E, sont des images par des fonctions continues des compacts (fermés bornés en dimension
finie) S et B, donc admettent et atteignent ds extremumes : les bornes sup sont méme des max.

X
E3 = E; car TXT est de norme 1.

(c) Vularemarque précédente, on a déja max E3 = max E.
Puis S ¢ B donc max E; < maxEp.
Soit Xj € B tel que [|AXpll = max E,. Alors on peut choisir Xj # 0 (sinon, plus de probleme, tout est

X
nul!) et 0 es.
| Xoll
Xo
Donc maxE, = | Xpll || A Xl <1 x maxE;.
0

2. Onadéja N(A) >0.
Si N(A) =0, alors vu E3, pour tout X #0, AX =0 donc Ker A= .4, (R) et A=0,.
SiXeS, [AAX] =|Al|AX]| puis on passe au max avec |A] > 0.

Puissi X € S, [(A+B)X|| < [|[AX|| + [|AX| puis on passe aux max.
IABX)|l

3. SiXeStelque BX #0, |[(AB)X] =
q #0, I(AB)X|| IBXI

puis on passe au max.

IBX| < N(A)N(B), sinon on a quand méme | (AB)X|| < N(A)N(B),

M=

4. SiXeS, |AX|loo = max(
i )

|ai,jxj|) = mﬁx(i |ai,j|)-

j=1

S <~
Il

n

n n n n n
5.8 X €S, I1AXI = Y| aijxi| <Y |aijxi| =) (Z|a,~,]~|) |xj| < max (Z’aiﬂ)llell, majorant
i=1j=1

i=1]j=1 j=1\i=1 Isisn\i=1
atteint en prenant le vecteur de la base canonique correspondant au j pour lequel ce max est atteint.
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Connexité par arcs

Démontrer qu'un cercle et qu'un segment ne peuvent pas étre homéomorphes : il n’existe pas de bijection

f entre les deux telle que f et f~! soient continues.

Solution de 15:
Il suffit d’enlever un point qui n’est pas une borne du segment et on a une fonction continue dont I'image
d’un connexe par arc ne l'est plus.

Etudier la connexité par arcs de 9 £, (R), 9£,(C), et 0, (R).

Solution de 16 :

s 92,(R) n'est pas connexe par arcs car det4.Z,(R) = R* non connexe par arcs alors que det est
continue.

o 492,(C) est connexe par arcs : on montre que chaque matrice inversible peut étre jointe continiment a
I,.
Pour cela, on trigonalise (on peut), M = PT P~1. On note d; les ceefficients diagonaux de 7.
Par connexité par arcs de C*, pour chaque d;(# 0), on a un chemin continu ¢; : [0,1] — C* tel que
$i(1) =d; et p;(0) =1.
o (e tiy)
On pose alors A(f) = e y
0 “pulD)
®:t— PA(t)P~! continue par opérations, a valeurs inversibles, ®(0) = I, et ®(1) = M.

e O(n) n’est pas connexe par arcs car det@(n) = {1} non connexe par arcs alors que det est continue.

Montrer que I’ensemble des matrices diagonalisables de .#,(IK) est connexe par arcs.

Solution de 17 :
L’ensemble des matrices diagonalisable est étoilé par rapport a la matrice diagonalisable 0,,.

Connexe par arcs = connexe

En utilisant une fonction indicatrice, montrer que si A partie d'un espace vectoriel normé est connexe
par arcs, les seules parties de A a la fois ouvertes et fermées relativement a A sont & et A.
Lorsque c’est le cas, on parle d’ensemble connexe.

Solution de 18 : Connexe par arcs = connexe
On montre que 1 est continue en passant par la définition : si a € B, qui est ouvert, on a un voisinage de a
qui reste dans B et qui assure que 1g(x) —1g(a) =0; si a € °B, qui est ouvert, on a un voisinage de a qui reste
dans B et qui assure que 1 (x) - 1p(a) =0.
Mais alors, comme A est connexe par arcs, 15(A) I'est donc 1 est constante et donc B= @ ou 15 = A.

Théoréme de Darboux

Soit I un intervalle ouvert de R et soit f: I — R une application dérivable. Notons A= {(x,y) € I x I, x < y}.
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1. Démontrer que A est une partie connexe par arcs de R?.
2. Pour (x,y) € A, posons g(x,y) = w Démontrer que g(A) c f'(I) c g(A).

3. Démontrer que f'(I) est un intervalle, autrement dit, f’ a la propriété des valeurs intermédiaire.

Solution de 19 : Théoréme de Darboux
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