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Simulation Numérique 4 :

Méthode de Gauss

Le but de ce chapitre est de résoudre des problémes discrets multidi-
mensionnels linéaires conduisant & la résolution d’un systeme linéaire inver-
sible (ou de Cramer) par la méthode du pivot de Gauss avec recherche
partielle du pivot.

\ RAPPELS SUR LA METHODES DE GAUSS

Onrésout un systéme Ax = b par la méthode du pivot de Gauss, A € 4, (K)
supposée inversible (systeme de Cramer).

La méthode présentée sert aussi & déterminer A~! en effectuant les
opérations en paralléle sur I,, au lieu de b.

On commence par chercher un pivot (non nul, bien sdr — Apour les
matrices de flottants, il ne faut donc pas que les ceoefficients soient trop pe-
tits...) dans la premiére colonne (il y en a au moins un car A est inversible).

Dans les opérations suivantes, il faudra diviser par ce pivot. Plus il est pe-
tit, plus cela risque de créer des problemes numériques (avec les flottants).
On a donc tout intérét dans la pratique & la choisir le plus grand possible.

Conformément aux convention informatiques (et non mathématique),
on numeérote les éléments & partir de 0.

Echelonnement(A,b)

Pour j allant de 0 G n-2 Faire
Chercher i € [j,n—-1] tel que |a;,;| est maximal
L; <—>Lj dans Aet b

Pour k de j+1 G n-1 Faire

ak,j
Ly~ Ly——=L;dans Aet b
aj,j

FinPour
FinPour
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Invariant de sortie de la je étape : A est de la forme

S T
(Le premier bloc étant de taille j+1)
Complexité : Pour chaque j e [0,n-1].

e Recherche du pivot partiel : O(n) comparaisons,

« Echange de lignes : O(n) affectations,

« Transvections : O(n) pour au plus n transvections, soit O (n?).
Soit en tout O(n*) opérations élémentaires.

On a alors un systéme de matrice triangulaires supérieure, avec des
ceefficients non nuls sur la diagonale.

On termine la résolution pour se ramener a I,, afin de lire la solution dans
le second membre.

/\ : risque d'instabilité numérique.

FinResolution(A,b)

Pour j allant de n—1 & 0 Faire
1
Lj——L;jdans Aetb
aj,j
Pour k de 0 & j -1 Faire
Ly — Li— ak,ij dans Aet b
FinPour

FinPour

Complexité : A nouveau 0O (n®) opérations élémentaires.
Invariant de sortie : A est de la forme

* .. x0 .0
* 0

(0) .0

(Le deuxiéme bloc étant de taille n- j)
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A la fin de I'algorithme, b contient la solution & notre probléme (qui est
unique).

“ IMPLEMENTATION EN PYTHON

numpy np
time time

# Opérations élémentaires

dilatation (A, i, alpha):
"""L[i] <__ alpha*L[i]"""
A[i, :] == alpha

dilatation2 (A, i, alpha):
"""L[i] <__ alpha * L[i]"""
k range (A.shape[1l]) :
A[i,k] *= alpha # Attention aux types

echange (A, i, Jj):
"""L[i] <__> L[j]"""

L=A[i, :].copy()
Ali, :] = A[], :]
A[jl :] = L

echange2 (A, i, 3J):
"""L[i] <__> L[j]"""
k range (A.shape[1l])
Ali, k], A[Jj, k] = A[j, k], Ali, k]

transvection (A, 1, Jj, mu):
"""L[i] <— L[i]+mu*L[j]"""
Afi, :] += mu = A[7], :]

pivot_partiel (A, 7j):

"""Recherche de 1'indice tel que |A[k,Jj]| soit maximal pour k>j"""
indice = j
k range (7 1, A.shape[0]):

+
abs (A[k, J]) > abs(A[indice, j]):
indice = k

indice
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def pivot (A, b): ""UA doit étre une matrice (carrée) inversible, b \
est soit un

vecteur soit une matrice.

Si b est un vecteur, l'agorithme renvoie la solution

du systeme A x = b.

Si b est la matrice identité, 1l'agorithme renvoie 1'inverse

de A."""

n, p = A.shape
assert n == p # A doit étre carrée.

# création la matrice C=(A b) avec conversion en flottants pour
# éviter les probléemes de type.

C = np.concatenate((A.astype(float), b.astype(float)), axis=1)

# Echelonnement

for j in range(n - 1):
k = pivot_partiel (C, 3)
if k != j: echange(C, j, k) # Si le pivot est déja a sa place,

# inutile de faire 1'échange.
for i in range(j + 1, n):
assert C[3J, J] !'= 0 # A doit étre inversible.
mu = - C[i, 3] / C[3], 3]
transvection(C, i, Jj, mu)

# Les coefficients diagonaux sont changés en 1.
for i in range(n): dilatation(C, i, 1 / C[i, 1])

# Fin de la résolution.
for 3 in range(n - 1, 0, -1):
for 1 in range(j): transvection(C, i, 3j, -CIl[i,]])

# Extraction de la solution
return C[:, n:]
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\\\ PROBLEMES NUMERIQUES LIES A LA RESO-
LUTION

On remarque qu’avec certaines matrices, une petite perturbation du
second membre et de la matrice donne des résultats frés éloignés.

) de Hilbert.
I+j-1

On peut démontrer que I'erreur peut-étre contrélée par le condition-
nement de |a matrice du systeme.
Sans entrer dans les détails, il s'écrit c(A) =11 Alll x |||A™!|]| ou

| Ax|
IlAlll= sup —— et ||x||:\/m.

xeR"™,x#0 | x|

C’est le cas par exemple pour le matrice H, = (

On peut démontrer que si A est symétrique réelle, de valeurs propres

An
telles que |A;| <---<|A,l, alors ¢(A) = lm Il
1

On a toujours c(A) = 1.

On peut démontrer que si on perturbe le second membre du systeme,
alors on obtient comme solution A(x+dx) =b+06b ou Ax = b tel que

161 _ ., 1001
IxI Il

Ainsi, plus c(A) est proche de 1, moins les imprécisions sont amplifiées.
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