MP 1 Lycée Carnot - Dijon
LIMITES ET INTEGRALES

1. Limites de suites d’intégrales

w2
Wallis Démontrer que la suite de terme général [ sin” tdt converge, donner sa limite en appliquant un
0
théoreme puis en effectuant un découpage.
Solution de 1: Wallis

Définissons
10,7/2] — R

E t — sin”r¢
La suite (f,) converge simplement vers 0. L’hypothese de domination est facile a réaliser :
Yn>0 Vtel0,n/2] |sin” #] <1

Or la fonction ¢— 1 est indépendante de n, et intégrable sur 10,7/2[.
Les fonctions f, et la fonction 0 sont continues par morceaux, on peut alors appliquer le théoréeme de

convergence dominée :
/2 /2
f fr—— 0=0
0

n—-+oo 0

Utilité de I'hypothése de domination

la

1
— 1
1

.. . . 1
Définissons, sur [0,1], f,, continue affine par morceaux nulle en 0 et sur , et prenant en 1
n

valeur n+1.

f)

Ftudier la convergence simple de (f;) et la convergence de ( f

[0,1]
CCINP 25

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction ¢ —

#ttne_t. Calculer la limite de (u,,).

nelN’

T 25 gt ot intégrable sur [0, +ool.

+00
2. Pour tout ne N, pose uy, =f
0

Solution de 3 : CCINP 25

1. fu:t— ————— est définie et continue par morceaux sur [0, +ool.
I 1+ 12+ the! . p 10, +ool
De plus, ¥ € [0, +0o, | fu(0)] < 17— = 9(®).
1 1 . s
Or ¢(1) r~ e ett— " est intégrable sur [1, +oo[, donc ¢ est intégrable sur [1, +ool.
(o9}

Dong, par critere de majoration pour les fonctions positives, f;, est intégrable sur [1, +ool.
Or f, est continue sur [0,1] donc f, est intégrable sur [0, +ool.
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— site€]
1+12

2. i) La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par: f(¢) = - 1 _ sii=
+e”

0 site]

ii) Les fonctions f;, et f sont continues par morceaux sur [0, +ool.
iii) V1 € [0, +oo[, | fn(1)| < ¢(2) avec ¢ intégrable sur [0, +ool.

+00 +00
lim f f,,(t)dt=f fod.
- 0 0

Alors, d’apres le théoréme de convergence dominée, liI}_l up = lin
n—+oo (o.0)

+00 1 dr T
Orf0 f(t)dt_fO YT

. 7
Donc, lim wu,=—.
n—+oo 4

n

+o00 1
@ CCINP 26 Pour tout entier n > 1, on pose I, = f ——dr.
o (1+7%)
1. Justifier que I, est bien définie.
2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I;) pe--
(b) Déterminer la limite de la suite (1) ;e

3. Lasérie Y} (-1)"I, est-elle convergente?
n>1

Solution de 4 : CCINP 26

Posons pour tout ne IN* et t € [0, +oo[, [, (1) = ———.

1. VneIN*, f, est continue sur [0, +ool.

1
De plus, |fu(D)] ~ —

oo p2n’
1 C
Orn>1,alors t— T est intégrable sur [1, +ool.

Dong, par régle d’équivalence pour les fonctions positives, f, est intégrable sur [1, +oo[ .
Or f, est continue sur(0,1], donc f; est intégrable sur [0, +ool.

1 1
2. () Vtel0,+o0[, < car 1+t >1.
() [ [ (1+t2)n+1 \(1+t2)n =

En intégrant, on obtient : Vn e IN*, I,11 < I,.
Donc (Ip,) e+ est décroissante.

(b) Remarque : (I,) e+ est décroissante et clairement positive ce qui nous assure la convergence de
la suite (Ip) e+ -
Déterminons la limite de la suite (1) e+

i) VneIN*, f, est continue par morceaux sur [0, +ool.
ii) La suite de fonctions (f,,) n>1 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie sur
0 [ F 0six>0
,+oo[ par f(x) = .
P 1six=0

De plus, f est continue par morceaux sur [0, +ool.

1
iii) V7 € [0,+oo[, Yne N*, | f(8)] < e ¢ (1) avec @ intégrable sur [0, +ool.

1 1
En effet ¢ est continue sur [0, +oo[ et ¢(1) ol Comme t— 7 est intégrable sur [1,+oo[, donc
(o9}

@ est intégrable sur [1, +oo[. Comme ¢ est continue sur [0, 1], donc ¢ est intégrable sur [0,1] donc
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sur [0, +ool.
Par le théoréeme de convergence dominée on obtient :

+00 +00
lim Inznlirgmf() fn(t)dl.‘:fo f(nde=0

n—+oo
et la suite (1) ,ev+ @ pour limite 0.

3. D’apreés les questions précédentes, la suite (I,,) ,ev+ est positive, décroissante et converge vers 0.
Donc, par application du théoreme spécial des séries alternées, on peut affirmer la convergence de la

série Y (-1)"I,.

n>1

—-X

G g ey st [
CCINP 27 Pour tout n€ IN*, on pose f; (x) = o222 et un—fo fn (x)dx.

1. Btudier la convergence simple de la suite de fonctions (f;) sur [0,1].
2. Soit a €10, 1[. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a,1]?
3. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [0,1]?

4. Trouver la limite de la suite (uy) e+ -

Solution de 5 : CCINP 27

1. Soit x € [0,1].
Six=0, f,(0)=1.
—-X

. .. 1 .
Si x €]0,1], pour n au voisinage de +oo, f,(x) ol = donc nl—l»IPoof"(x) =0.

X2 n
On en déduit que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie
par:
| 0 sixe]0,1]
f(x)‘{ 1 six=0
2. Soit a€]0;1].

—a
VnelN*, Vxelall, |fu(x)— fX)]=fulx) < ﬁ (majoration indépendante de x).
—a

e
Donc sup |f,(5) - f(D] < 1+ 2d2

refal]
—e—a d
Or lim =0,donc lim su (H—-f(=0
n—+oo 1 + n2a? ’ n—+oo te[a[,)1]|fn f |

On en déduit que (f,) converge uniformément vers f sur [a,1].

3. Les fonctions f, étant continues sur [0, 1] et la limite simple f ne I’étant pas, on peut assurer qu'iln’y a
pas convergence uniforme sur [0,1].

4. i) Les fonctions f;, sont continues par morceaux sur [0,1].
ii) (f») converge simplement vers f sur [0,1], continue par morceaux sur [0,1] .
iii) De plus, Vx € [0,1], |f»(x)| <e™* <1=¢(x) avec ¢:[0,1] — R* continue par morceaux et intégrable
sur [0,1] .
D’apreés le théoreme de convergence dominée, on peut donc affirmer que :

1 1
lim un=ngrfmf() fn(x)dx=/0 fx)dx=0.

n—-+oo
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@ Calcul de limite d’une transformée de Laplace

e—xt

+00
Montrer que f dt a une limite quand x — +oo; la calculer.
0

1+ ¢2

Solution de 6 : Calcul de limite d"une transformée de Laplace

1
Domination par —;, limite nulle.
1+2

Théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale

Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, ayant une limite (finie) en +oo. On sait alors qu’elle est bornée.

+00
On définit, si x>0, F(x) = f e *' f(r) dt. Montrer que xF(x) a des limites en 0 et en +oo, les calculer.
0

Solution de 7 : Théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale
Changement de variable u = st.

8 Utilisation pour le calcul d"une intégrale semi-convergente

. L *eo sin ¢
Montrer que l'intégrale généralisée I = / Tdt converge.
0
L roo _gsint
On définit, si x >0, F(x) :f e ”Tdt.
0

Calculer la limite de F en +oco.
Puis montrer que F(x) — F(0), autrement dit que F est continue en 0.
X—

. , *sint , , .
On pourra utiliser la fonction g: x — f Tdt et 'exercice précédent.
0

+00 e—2 t

@ CCINP 50 On considere la fonction F: x— f
0

X+t

1. Prouver que F est définie et-eontinue sur ]0; +ool.
2. Prouver que x+— xF(x) admet une limite en +oo et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oo, de F(x).

Solution de 9 : CCINP 50

1.
+00 X
2. YV x€]0;+oo[, XxF(x) =f — e 2y
0 X+t

Posons V x € ]0; +oo[, ¥ ¢ € [0;+00[, h.(t) = 2= e™2".
i) V x €]0;+o0[, £ — hy(?) est continue par morceaux sur [0, +ool.
i) V£ € [0;+ool, lim hu(r) = e 2!,

— 100

La fonction h: t — e™2! est continue par morceaux sur [0; +ool.
iii) V x €10; +oo[, V1 € [0; +00], |he(t)| < e 2! et t— e 2! est continue par morceaux, positive et intégrable
sur [0; +ool.

Dongc, d’apres I'extension du théoreme de convergence dominée & (hy) xej0;+00ls
+00 +00 +00 1
lim hx(r)dt:f h(t)dtzf e_tht:E.
0 0

X—+00 0

Conclusion : lim xF(x) = 3.
X—+00
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L . _1 ~ L
3. D'aprés 2, lim xF(x) =3 donc F(x) ~ 5.

10 t_du . : -
On pose I, = Trun pour n € IN. Démontrer que la suite (I,) converge vers une limite ¢, et trouver un
0
équivalent de I, - ¢.

Solution de 10 :
Par théoreme de convergence dominée, fonction dominante : 1, on trouve une limite égale a 1. Ensuite,
premiere technique : si on veut comparer une intégrale a un nombre, on écrit ce nombre sous forme
d’intégrale. Ici

1 u”
l—In=f du
o 1+u”

Puis, technique habituelle pour ce genre d’exercice (qu’on rencontre a I'oral), on fait un changement de
variable : t = u", ou plutdt u = t'/". Ce qui fait sortir un 1/n. En facteur d"une intégrale a laquelle il est facile
d’appliquer le théoréme de convergence dominée (encore la fonction dominante ). On trouve 'équivalent

In2
n

1
Soit f réelle continue sur [0, 1]. Montrer que la suite de terme général n f t" f(t) dt admet pour limite
0

fQ.

Solution de 11 :
Changement de variable " = u, ou plutot ¢ = u!’". Fonction dominante, par exemple : Noo ().

1
t
Déterminer, si elle existe, la limite de la suite de terme général f 1]:-(11)t
0

sur le segment [0,1].

dt ol f est une fonction continue

Solution de 12:
Limite nulle. .. Fonction dominante | f| par exemple.

Soit f continue sur [0, 1].

1. Déterminer la limite £ quand n tend vers l'infini de f
0

L fw - f(0)
u

1 n
ra )dt
t

2. On suppose f dérivable en 0 telle que f du #0.

0
1 n
f(tt)dt 4

Déterminer un équivalent de f
0

Solution de 13 :
La limite est In2 f(0) (théoreme de convergence dominée, fonction dominante, par exemple Ny (f)). Puis
(remarquons que la limite s’écrit sous forme d"une intégrale, forme a laquelle il faut évidemment revenir)

f(tn) P f f(tn)—f(O)
0 1+t 1+1¢

Le changement de variable habituel dans ce genre d’exercice : u = t", ou plutot ¢ = u!/".

1 n 1 _ 1/n
ff(t)dt—lef fW)—-f0) u
0 nJo u

1+t 1+ul/n
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_ fw-f©

u
convergence dominée (domination par exemple par N, (g)) qu'un équivalent est

1 _
1 (ffw-fo
2n Jo u

La fonction g : u se prolonge a [0,1] en restant continue. On en déduit, par théoréme de

sous réserve que cette intégrale soit non nulle.

Oral Mines-Centrale Soit f continue sur [0, 1], a valeurs réelles. Etudier la convergence de la suite de
1
terme général f f™hde.
0

Solution de 14 : Oral Mines-Centrale o
Théoréme de congergence dominée, domination par exemple par Ny (f). La limite est f(0).

+00
Oral Mines FEtudier la limite de la suite de terme général f exp (—")dt.
0

Solution de 15 : Oral Mines
Domination par la fonction t— 1si 0< <1, exp(-1) si t > 1 (il faut avoir une fonction dominante
intégrable. . .), la convergence simple s’étudie en distinguant les cas t <1, t =1, £ > 1. La limite est 1.

: N
Trouver un équivalent quand n — +oo de [

0 1+ t"

Solution de 16 :
On pourrait espérer une limite, mais si le TCVD s’applique, cette limite va étre nulle. On fait un changement
de variable " = u, t = u''". On obtient
1 r! ul/ n
I,=— fo du

n 1+u

La domination y
n

u 1
Yue([0;1] <
vi+u D vi+u

(ou <1, tout simplement) permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir
1 1/n 1
u 1
du du
fo I+u "*° Jo v1i+u

D’ou I'équivalent :
2(v2-1)

n

Pour tout entier naturel non nul »n, on définit I,, = f

0
Démontrer que la suite (I,) converge vers une limite que 1’on exprimera sous forme intégrale.

! (1 - %)nlnx dx.

Solution de 17 :
On peut montrer I'existence de l'intégrale pour commencer.

. N X\n . .
Puis on considere ¢, : x— (1 — —) Inx 1j9,,(x). Le suite (¢,) converge sunplement sur |0, +oo[ vers

x— e *Inx. Et on montre, a I'aide de I'inégalité classique In(1 + u) < u, que la suite (¢,,) est dominée par
sa limite, limite qui est intégrable (on fait des études sur 10, 1] et sur [1, +oo[, et on compare a I'exemple de
Riemann dans chacun des cas).
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Oral CCINP Soit [, f] un segment réel ; soient (a,) et (b,) des suites telles que, pour tout n, @ < a, < b, <
et (a,) tend vers a, (b,) tend vers f. Soit (f,,) une suite de fonctions réelles continues sur [a, f] convergeant

uniformément vers une certaine fonction f.

by
1. Etudier la convergence de la suite de terme général f (o) dt.
an

1+1/n
2. Soit g : [1,e] — R continue. Montrer que la suite de terme général n f g(t")dr converge vers
1
e
&d s.
1S
Solution de 18 : Oral CCINP 5
Pour la premiere question, la limite est f f®dt, on peut montrer que la différence tend vers 0 grace a la

a
majoration obtenue par découpage :

by B
f fn(t) dt—f f(t)dt‘<(bn_an)||fn_f||oo+||f||oo(ﬁ_bn+an_a)
an a

On peut aussi utiliser le théoreme de convergence dominée en introduisant la fonction indicatrice de [a, B,]
mais c’est plus sophistiqué. Pour la deuxiéme question on fait le changement de variable u = ", t = u!’", on

aboutit a 1) Py
+1/n 1 n n
1 nJi u

et on utilise la premiére question.

2. Interversions séries-intégrales

too g o0 1
Montrer quefO ef—ldt: > -

n=11

On suppose que (a,) est une suite de nombres complexes telle que ¥ |a,| converge. On définit, sur R,

+00
f:t— ) apsin(pt).
p=1
/2

1
Montrer que, pour tout m € IN,, ;f sin(mt) f(£)dt = ap,.

v/

Montrer que f+oo ! dr= v e
0

l+el  “—yn+l’

CCINP 19

1

1. Prouver que, pour tout entier naturel n, f;,: t— t" Int est intégrable sur ]0, 1] et calculer I, = f t"In tdt.
0

+Ool

1
2. Prouver que f:t— e’Int est intégrable sur ]0,1] et que f e'lntdt = - —.
0 n=1 nmn.
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Solution de 22 : CCINP 19

1. On pose, pour tout entier naturel n, pour tout ¢ €]0,1], f, (1) = t"Int.
Pour tout entier naturel n, f, est continue par morceaux sur ]0,1].
1

Ona t? |fn ()] — 0 dong, au voisinage de 0, | f(f)| =0 (—1)

r2

1
Or, t— — est intégrable sur ]0,1](fonction de Riemann intégrable).

2
Donc f;, est intégrable sur ]0,1].
De plus,pour x €10,1], par intégration par parties :

1 1
f t"Intdt =
X

" nt
+1

j«l tn xn+llnx 1 . xn+1
c n+1 n+1 (n+1)2 (n+1)?

X

On en déduit, en faisant tendre x vers 0, que I,, =

C(n+1)2
+00 N +00 Z—rllnt
2. VteR,e'=) — dong, pour tout €]0,1], f(1)= )
n=0 n! n=0 n!
t"Int
On pose: VneN,Vtel0,1], gult) = —.
n!

i) VnelN, g, est continue par morceaux et intégrable sur ]0,1] d’apres la question 1.
ii) ) gn converge simplement sur ]0,1] et a pour somme f.
iii) f est continue par morceaux sur ]0, 1].

1 1 _4n —
iv)ZfO |gn(l‘)|dt=Zf0 ‘ lntdtzz In _
1

1
n! ) n! by (n+1)2n!"
Ona:vnelN,0< .
S (m+ D20 (n+1)2

1 1
De plus, ) Crh > et > 3 converge.

n=1 n=1

Dong, par critere de majoration des séries a termes positifs, Y- converge.

(n+1)2n!
Alors, d’apres le théoreme d’intégration terme a terme pour les séries de fonctions,

f estintégrable sur ]0,1] etona:

1 1 +oco +oo pl t"Int +00 In +00 1 +00 1
f e'lntdt=| Y gn(ndr= dr=) D=y ——— =y —
1 +00 1
C’est-a-dire, f e'lntdr=-Y —.
0 =1 hn!
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CCINP 49
+00

Soit ) a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = ) |ay|.

n=0
anpt" _,
Onpose:VnelN, Vte[0,+ool, f, () = e
1. (a) Justifier que la suite (a,) est bornée.
(b) Justifier que la série de fonctions Y f;, converge simplement sur [0, +ool.
+00
On admettra, pour la suite de 'exercice, que f : t— Z fn () est continue sur [0, +o0l.
n=0

2. (a) Justifier que, pour tout n € IN, la fonction g, : t — t"e™" est intégrable sur [0, +oo] et calculer
+oo
/ gn(n)dt.
0

+oo
En déduire la convergence et la valeur de / |fn (0] dr.
0

(b) Prouver que f

+00 (+00
0 (

a l.l’l 3 +00
Y ——e t)dtz Y ap.
— N! =
n=0 n=0

Solution de 23 : CCINP 49

xn +00 xn
1. Rappelons que, VxeR, ) — converge > = e”).
. nzo .

(a) X a, converge absolument, donc converge simplement; donc la suite (a,) converge vers 0 et donc
elle est bornée.

+00
Autre méthode : On remarque que Yne N |a,| < M=) |a,|.
p:

(b) La suite (ay) est bornée donc IKe R*/VneN,|a,| < K.
Soit t € [0, +ool.

l.n . tl’l

Ona:VneN, |f, (0| <K ok Or la série ) — converge, donc ) f,(#) converge absolument, donc
converge.

On a donc vérifié la convergence simple de )_ f;, sur [0, +ool.

2. (a) YneN, g, est continue sur [0, +ool.
1
De plus, tliI}l t2g, (1) =0, donc, au voisinage de +oo, g,(f) =0 (?)
—+00
Ort— % est intégrable sur [1,+oo[, donc g, est intégrable sur [1,+oo[, donc sur [0, +ool.

+00
On pose alors: VneNN, I, =[ gn(ndrt.
0

En effectuant une intégration par parties, on prouve que I, = nl,_;.

On en déduit par récurrence que I, = n!lp = n!.

lanl
n!

Alors t — | f, (1) est intégrable sur [0, +oo[ car | f,,(¢)| = gn(1).

lan|
n!'=\ay,l.
n!

+00
Etonaf | fr(t)ldt =
0

(b) i) VreN, f, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo[ d’apres la question 2.(a)

+00
ii) ) fu converge simplement sur [0, +oo| et a pour somme f = Y f, d’apres 1.(b).
n=0
iii) f est continue par morceaux sur [0, +oo[ car continue sur [0, +oo[ d’apres la question 1.(b)

(admis)
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+00 +0o
iv) Z f | fn () | dr = Z la,| et Y |a,| converge par hypothese, donc Z f | fn (t)| dt converge.
0 0

Alors, d’apres le théoreme d’intégration terme a terme pour les séries de fonctions, f est intégrable
sur [0,+oo[etona:

+00 [+00 n +00 n oo
i (2 anl )dt—z anl” —fdr_z Tinetdr= Y - Zan
0

n=0 n=0 n!

Montrer, en utilisant des séries géométriques, que

1 lnzt +00 - +0 gint +00 1 +00 In ¢ oo 1
1. f —dt=22L. 2.] dr=3Y ——. 3. f ot r=) —.
0o 1+12 = 2n+1)3 o ei-1 =on?+1 =on

Solution de 24 :

1. Théoréeme d’inversion Nj, pas de probleme pour vérifier les hypothese, le calcul de la norme N; se fait

par double IPP, elle vaut (comme on s’y attend).

2n+1)3
2. On factorise par e/, puis théoreme d’inversion Nj, pour la convergence de N (f,), utiliser 'inégalité
classique |sin 7| < |#| puis intégrer par partie. Intégrer apres interversion avec sin ¢ = Jm (e').

1
3. Inversion Nj, l'intégrale de la norme N; se calcule par partie, on trouve CFSIth Le reste est facile.

. L"nt
Oral Mines Soit I, = f tz—nl dz. Calculer la limite de I, puis un équivalent de I,,.
0 f2—

Solution de 25 : Oral Mines

t"Int
Soit f: 1€ [0,1[— nl.

Pour tout n €N, f,, est continue sur 10, 1[, et(f,) converge simplement vers la fonction nulle sur 10, 1[ qui
est continue.

De plus, si ne N et t € [0,1],

nt
1 avec ¢:0,1[— R* continue, positive, intégrable sur
ol 1 . .
10,1/2] car négligeable devant ¢ — NG au voisinage de 0 et intégrable sur [1/2,1[ car au voisinage de 1,
t

fa®)] < 1) =

(2) 1 donc prolongeable par continuité
¢ 2( 1) 2 P g P .

Par théoréme de convergence dominée, I, existe et I;, — 0.

1 +00 1 +o00
Puis, en fixantun n, I,, = —f "Ity #rdr = > 2~ In ) dr.
0 k=0 0 k=0
On pose gy : £ €10, 1[— >*"(~In 1) intégrable sur ]0, 1[ avec des arguments similaires a ¢ ci-dessus.

De plus, avec ce qui précede, ) g converge simplement vers ¢— f,(#) qui est continue sur ]0,1[.

1 1 1
Enfin, f |gi()| dr = f gk(ndr=— f t?¥*"ntdr qui se calcule en intégrant par partie (prudemment) :
0 0 0

on trouve —— terme général positif de série convergente (par rapport a k
Qk+n+1)? k—>+oo 4k & P & (P PP )

Le théoreme d’inversion d’applique, tout converge et on peut écrire
1 +00 1

I = ndr=y ——
" ,CZO gk (1) kZ’O(Zk+n+1)2
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On effectue alors une comparaison série intégrale, a n fixé, avec t —

décroissante sur R*. On

2t+n+1)2
obtient )
. +oo 1 -1/2 ]*® 1 , . 1 . . o
ouJ, = f ——dt= | — = d’ot1 I, ~ — ce qui redonne bien la limite nulle.
0 (t+n+1)? 2t+n+1], 2(n+1) 2n
2n+1
X Inx
Pour ne NN, on pose f: x— -1

1. Montrer que f, est intégrable sur ]0,1[.

1
On note ]n=f fn(®dt.
0

2. Déterminer la limite de (J,,) .
1 * 1

3. Montrer que J, =~ ) —.
4k:n+1k
Solution de 26 :
Similaire au 25.
1 tll—l
1. Pour a >0 et b >0, montrer que f
0o 1+1¢b
+00 (_l)n
2. Calculer Z .
n—o3n+1

Solution de 27 :

+00

)3

n=0

(-D"
a+nb’

1. On fait apparaitre une série géométrique, on trouve f, : t — (=1)" 4071,

Le théoréme de convergence N; ne s’applique pas ici car Ny (fy,) =

1
a+nb’

Il faut donc y aller « a la main ». Comme on sait calculer les sommes partielles d"une série géométrique,

on le

appliquer

peut
n a-1

Sn() =) fie(®)
k=0

sur ]0,1[.

n—+oo 1+ tb

Les hypothese se vérifient facilement et on peut dominer avec |S,(#)| <

TCVD

N

a la

suite des sommes partielles

a-1

1+t

Le passage a la limite sous l'intégrale permet de conclure.

2. On décompose en éléments simples en factorisant 2+ 1= (£+1)(¢#? - £+ 1) et on integre patiemment.

In2 b/
On trouve — + —

3 2v3
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