MP 1 Lycée Carnot - Dijon
SERIES DE FONCTIONS

1. Exercices vus en cours

Etudier la convergence simple de Y f, ott f,: x — e VX

cos (nx)
1+ n2x?

Etudier la convergence simple de Y f,, ot f: x—

n

. . . . _n?
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que ) n“xe™" * converge normalement sur

R*. Dans le cas contraire, préciser sur quels types d’intervalles il y a convergence normale.
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@)

sin(nx)

Etudier la convergence normale de ) _ f,, ot f;, : x — p

N _ 1242
A-t-on convergence normale de )_ f,, oit f i xe R* — xe™ ¥ ?

1

Soit f:1x— ———.
f 1+ n2x2

1. Etudier la convergence simple de Y_ f,.

*

2. Montrer que la somme f de la série est continue sur R7.
3. Montrer qu’il n’y a pas de convergence normale sur R;.
4. Calculer la limite en +oo de f.

Soit fp:xe R — - pour neN.

(1+x?)

1. Montrer que ) _ f, converge simplement sur R* et calculer de f = ) fj,.

2. Montrer que la série convergence normalement sur tout segment de R7.

3. Montrer que la conclusion du théoréme de la double-limite ne tient pas en 0*.

Pour tout n€ N, x€[0,1], f,,(x) = (=1)"x" (1 - x)2.

+00

Montrer que )_ f, converge normalement sur [0,1] puis déterminer f = Y _ f,.

+00 _ 1\
En déduire la valeur de S= )_ (=1) )
n—o (n+1)(n+2)(n+3)

=n"
P Netx>0, = .
our n€ N et x>0, on pose f(x) p—

1. Montrer que ) _ f, converge simplement sur R.

On note f la somme de la série.
2. Montrer que f est de classe €' sur R} et calculer f”.

3. Etudier les variations de f.
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2. Exercices CCINP

CCINP 8

1. Soit (1) ,en une suite décroissante positive de limite nulle.

(a) Démontrer que la série )_ (=1)* 1 est convergente.

n
Indication : on pourra considérer (S25) en €t (S2+1) nen @vec S, = Z (-DF Ug.
k=0

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série ) (—D* .

(_Dne—nx
2. Onpose:VneN*, VxeR, f(x) = ———.

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Y f.
n=1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo| de la série de fonctions ) fy.
n>1

Solution de 10 : CCINP 8

1. (a) Santz2—San = Uznt2 — Uzn+1 <0, donc (Sap) nen est décroissante.
De méme Sy;,43 — S2,41 = 0, donc (Szy41) neny €5t croissante.
De plus Sz, — Son+1 = Uzp+1 et lim up,41 =0, donc lim (Sz;, = S2541) =0.
n—+oo n—+oo
On en déduit que les suites (S2,) nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes. Donc elles convergent et ce
vers une méme limite.
Comme (S2) nen €t (S2,41) nen recouvrent I’ensemble des termes de la suite (Sy,) nen, o0 en déduit
que la suite (S,) sen converge aussi vers cette limite.
Ce qui signifie que la série ) (~1)¥u; converge.

+00
(b) Lereste R, = Z (—1)ku;C vérifieVneN, |R,| < ups1.
k=n+1
. (_Dne—nx
2. Onpose:VxeR, VneN*, f,(x) = ——.

—nx

On a alors VneN*, f,(x) = (—1)"u,(x) avec un(x) =

(a) Soit x e R.

Si x <0, alors nhIP | f(x)| = +00, donc Z fn(x) diverge grossiérement.
—Toeo n>1

Si x>0, alors (uy(x)) nen est positive, décroissante et nhI-Poo Uy(x)=0.
Donc d’aprés 1.(a), ¥ fu(x) converge.
n=1

Donc ) f, converge simplement sur [0, +oo].
n>1

Remarque : pour x >0, on a aussi convergence absolue de Y. f,(x).
n>1

.. 1
"* — 0donc, au voisinage de +oo, | f,(x)| =0 (—)
n—+oo n

En effet, pour tout réel x > 0, n?|f,(x)| = ne” 5

+00
(b) Comme Z fn converge simplement sur [0, +oo[, on peut poser V x € [0, +oo[, R, (x) = Z fre(x).
n>1 k=n+1

Alors, comme, V x € [0, +00[, (1,(x)) nen €St positive, décroissante et nhIP Uy (x) =0, on en déduit,
—+00
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d’apres 1.(b), que :

—(n+1x

+1
Et donc V x € [0, +ool, | R, (x)| < 1 (majoration indépendante de x)
n

V x € [0,+o00l, [Rp(x)| <

Et comme lim
n—+oo p +

C’est-a-dire )_ f, converge uniformément sur [0, +ool.

nz=1
CCINP 14

1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (f) une suite de fonctions continues sur [a, b], a valeurs réelles.
Démontrer que si la suite (f,) converge uniformément sur [a,b] vers f, alors la suite

b b
( f fn(x) dx) converge vers f fx)dx.
a neN a

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

=0, alors (Ry,) converge uniformément vers 0 sur [0, +ool.

3 (+o0 too
3. Démontrer que f (Z x”) dx=) :
0 \n=0 n=1 2"

Solution de 11 : CCINP 14

1. Comme la suite (f;) converge uniformément sur [a, b] vers f, et que, V neN, f, est continue sur [a, b],
alors f est continue sur [a, b].
Ainsi, VneN, f, — f est continue sur le segment [a, b].
On pose alors, YneN, || f, - f|. = 51[1pb] | fn(x) = f0)].
x€la,

Ona

b b b b
ffn(X)dx—f fx)dx f(fn(x)—f(x))dx <f |fa@) - fOldx < (b-a) || fu— [l )

Or (fn) converge uniformément vers f sur [a,b], donc lim | fn— fllo, =0-

b b
Donc d’apres (*), lim f fn(x)dx = f f(x)dx.
n—+oo J, a
2. On suppose que Yn €N, f, est continue sur [a,b] et )_ f,, converge uniformément sur [a, D).
n
On pose S, = )_ fi-
k=0

Y fn converge uniformément sur [a, b], donc converge simplement sur [a, b].
+00

On pose alors, également, Vx € [a, b], S(x) = Z S ().
k=0

Y fn converge uniformément sur [a, b] signifie que (S,,) converge uniformément sur [, b] vers S.
De plus, V neN, S, est continue sur [a, b], car S, est une somme finie de fonctions continues.
On en déduit que S est continue sur [a, b].

b b
Etd’apres 1., lim f Sn(x)dx=f S(x)dx.
n—+oo a a

b b n n b
Or f Sp@dx= [ ) fitddx=) | fi(x)dxcar il s’agit d’'une somme finie.
a a k=0 k=0va

n b b
Donc lim )’ f fie(x)dx = f S(x)dx.
n—>+ook:0 a a

n b b +oo
Ouencore lim Y | fi(xdx=[ ) fi(x)dx.
nmreoi=oJa a k=0
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b +o0o pb b +oo
Ce qui signifie que ) | f fedx convergeet > [ fix)dx=| > fi(x)dx.
a k=0va a k=0
Bilan : La convergence uniforme de la série de fonctions Z fnottles f,, sont continues sur [a, b] permet
b +oo +00

d’ intégrer terme a terme, c’est-a-dire : Z fn(x)dx =
a n=0 n=0J4a

b
fn(x)dx.

. La série entiere ) x" est de rayon de convergence R =1 donc cette série de fonctions converge

. , 1
normalement et donc uniformément sur le compact |0, 5] cl-1,1[.
De plus, VneN, x— x" est continue sur |0, 2|
% +00 +00 % +o00 1 1 +00 11
On en déduit alors, en utilisant 2., que : f (Z x") dx=) [ x"dx=)_ -= ) =
0 \n=0 n=070 son+12nt syn2n

CCINP 15 Soit X une partiede Rou C .

1.

Soit ) f, une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de )_ f, sur X, puis celle de la convergence uniforme

de ) fu sur X.

. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est

uniformément convergente sur X.
2

L. . n . , . ,
. La série de fonctions Z —'z” est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de
n!

rayon Re R} ?

Solution de 12 : CCINP 15

1.

On suppose que V neN, f;, est bornée sur X.
On pose alors V neN, || fu|l o, =suplfa()l.
teX

Y fn converge normalement sur X <= )_ || ||, converge.

n
OnposeVneN, S,= ) fi.
k=0

Z fn converge uniformément sur X < la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur X.

. On suppose que )_ f, converge normalement sur X.

Les fonctions f,, sont donc bornées sur X et la série numérique Y_ | /|, converge.

Or, VxeX, |fux)| < | fu] o

Donc, par comparaison des séries a termes positifs, la série ) _ f,,(x) est absolument convergente et
donc convergente, puisque les fonctions f;, sont a valeurs dans R ou C.

Ainsi la série de fonctions )_ f, converge simplement sur X.

+00
On peut donc poser Yxe X, VneN, R,(x)= Y fe(x).

k=n+1
N N N
VxeX,VneN,YNeN,N2n+1=| Y fi)|< Y [i®|< Y |filw-
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Alors, en faisant tendre N vers +oo, on obtient :

+00 +00 +00
VxeX, IRaWI=| Y fi|< Y |fi0]|< Y |fillo. (majoration indépendante de x)

k=n+1 k=n+1 k=n+1
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+00
Or )_ f, converge normalement sur X donc nLHPOO kzzn‘:rl | fiell o =0
On en déduit alors que la suite de fonctions (R;) converge uniformément vers 0 sur X.

Comme R, = S-Sy, la suite (S,,) converge uniformément vers S sur X.
C’est-a-dire Z fn converge uniformément sur X.

2
n
3. Onpose, VneN, a, = —.
n!
anp+1 n+1
VneN*, — = —
an n
. An+1
Donc lim =0.
n—+oo ay,

2
, . L. N n . N
On en déduit que série entiere Z —'z” a un rayon de convergence égal a +oo.
n!
Cette série entiere converge donc normalement sur tout compact de C.
En particulier, cette série entiere converge normalement et donc uniformément, d’apres 2., sur tout
disque de centre O et de rayon R.

CCINP 16 On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

* Xy X
n/ n

+00 X x

On pose, lorsque la série converge, S(x) = ) _ | In ( 1+ _) - _] )
n=1 n n

1. Démontrer que S est dérivable sur [0,1].
2. Calculer S'(1).

Solution de 13 : CCINP 16

1. Soit x € [0,1].
Six=0, u,(0)=0etdonc Z u,(0) converge.

. .. x2 1 x2
Si x #0, comme au voisinage de +oo, u,(x) = —— + 0| — |, alors |u,(x)| ~ —.
2n? n? +o0 272
Or Z —; converge donc, par critere de comparaison des séries a termes positifs, Z un(x) converge

n=1
absolument, donc converge.
On en déduit que la série des fonctions u, converge simplement sur [0,1].

La fonction S est donc définie sur [0, 1].
-X

1 1
vV neN*, u, est de classe €' sur [0,1] et V x € [0,1], u), (x) = -_—— =
x+n n nkx+n

1
Donc VneN*, Vxe€[0,1], lu, (0| < —-.
n

On en déduit que ||u}, | = sup |u,(x)| < iz
x€[0,1] n

1
Or ) —3 converge.
n>1

Donc Z u,, converge normalement, donc uniformément sur [0, 1].
n=1
On peut alors affirmer que la fonction S est de classe €. Elle est donc dérivable sur [0,1].

+00
Etona:Vxe[0;1], S'(x) =) uj,(x).
n=1
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+00 +00
2. En vertu de ce qui précede, S'(1) = )_ u),(1)= ) ( L _ l)
n=1

pmi\n+1l n
N
1 1 1
OrZ( ——): -1 -1
mi\ntl n)] N+1 N—+00
Donc §'(1) = -1.

CCINP 17 Soit AcC et (f;,) une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer I'implication :

(la série de fonctions Y f, converge uniformément sur A)

J

(la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur A)
2. Onpose:VneN, Vxe[0;+oo], fr(x)= nx2e xvn,

Prouver que Z fn converge simplement sur [0; +ool.
Z fn converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[? Justifier.

Solution de 14 : CCINP 17

1. On suppose que )_ f, converge uniformément sur A.
On en déduit que )_ f, converge simplement sur A.

+00 n
On pose alors, Vx€ A, S(x) = )_ fy(x) et VneN, S,(x) = )_ fi(x).
k=0 k=0

Z fn converge uniformément sur A, c’est-a-dire (S,) converge uniformément vers S sur A, c’est-a-dire
nlill},o“sn = Slloo =0, avec [|S; — Slloo = sup S, (x) — S(x)I.

xXeA
OnaVneN*, VxeA, |fu(X)]=1Sn(x) = Sp—1(X)| <[S,(x) = S(0)| +[S(x) = Sp-1(x)1.
Donc VneN*, Vxe Al f(0)| <1Sn—Slloo +1ISn-1 — Slleo (majoration indépendante de x).

Or nl—i»IPoo“S” —Slleo =0, donc nl_i.Too(”S” = Slloo + 11Sn-1 = Slleo) = 0.
Donc (f,) converge uniformément vers 0 sur A.
2. Onpose: VneN,Vxe[0;+oo], fr(x)= nx2e *Vn,
Soit x € [0; +ool.
Six=0:
VYneN, f,(0)=0donc ) f,(0) converge.
Six#0:

1
. 2 _ P _
nl_lggon fn(x) =0, donc au voisinage de +oo, f,(x) =0 (_n2 )

1
Or ;1 e converge absolument donc, par critere de domination, Z fn(x) converge absolument.
n>
On en déduit que Z fn converge simplement sur [0; +oo].
VY neN*, f, est continue sur [0; +oo[ et xliI}l fn(x) =0, donc f;, est bornée sur [0; +oo].
—+00
Comme fy est bornée (fo =0), on en déduit que V neN, f, est bornée.

De plus, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.
En effet, si x =0 alors f,,(0) =0etsi x#0, nlil}_l fn(x)=0.
—1T00

OnaVnEN*,fn(%) =e L.
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Or,VneN*,fn(L)ﬂfn(L)K sup |fn(f)l;donc sup |[fu()>e'.

vn vn

t€[0;+o00] te[0;+oo[

Ainsi, sup |f, (1)l T 0.

t€[0;+o00]

On en déduit que (f;) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0; +ool.
Donc, d’apres 1., ) f, ne converge pas uniformément sur [0; +ool.

CCINP 18 On pose: VneN*, VxeR, u,(x) = #

On considere la série de fonctions Y uy,.

n=1

1. Ftudier la convergence simple de cette série.
On note D I’ensemble des x ol cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x € D.

2.

(a)
(b)

Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

La fonction S est-elle continue sur D?

Solution de 15 : CCINP 18

1. La série de fonctions étudiée est une série entiere de rayon de convergence R = 1.
En x =1, il y a convergence par le critére spécial des séries alternées.

En x = -1, la série diverge (série harmonique).

Onadonc D=]-1,1].

2.

(a)

(b)

(_1)nxn

VxeD, u,(x)=
1 1 ..
lunlloo= sup lu,(x)|=—et ) — diverge.
xel-1,1] noosn
D",
Donc ) x" ne converge pas normalement sur D.
n>1
(="

>

n=>1

x" ne converge pas uniformément sur D non plus car, sinon, on pourrait employer le

. N L 1 .
théoreme de la double limite en —1 et cela entrainerait la convergence de la série Y —, ce qui est
n>1"1
absurde.

En tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, S est continue sur |-1,1[. (¥)
Pour étudier la continuité en 1, on peut se placer sur [0,1] .

V¥ x € [0,1], la série numérique ) u,(x) satisfait le critere spécial des séries alternées ce qui permet

n>1

de majorer son reste.

+00 n+1
Ona, Vxe[0,1],| ) ur@)|<lup1 ()= < ——. (majoration indépendante de x)

kTl n+l n+l
1
Et, lim =0
n—+oo p+1
Donc, ) u, converge uniformément sur [0,1].
n>1

Les fonctions u,, étant continues sur [0,1], la somme S est alors continue sur [0, 1].
Dong, en particulier, S est continueen 1. (**)
Dongc, d"apres (*) et (**), S est continue sur D.
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° +o0 -1 n
suite de CCINP 18 Montrer que S est dérivable sur D. Calculer §', puis S et enfin ) n) .

n=1

CCINP 53 On consideére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f,, définie sur R par f,(x) =

1+n%x*
1. (a) Prouver que )_ f, converge simplement sur R.

n>1

+00
On pose alors : VxeR, f(x) = Y fu(x).
n=1

(b) Soit (a,b) e R? avec 0 < a < b.

Z fn converge-t-elle normalement sur [a, b] ? sur [a, +oo[?
n=1

(¢) Y. fn converge-t-elle normalement sur [0, +oo| ?
n=1

2. Prouver que f est continue sur R*.

3. Déterminer xl—i>IPOO fx).
Solution de 17 : CCINP 53

1. (a) Soit xeR.
Six=0,alors f,(0)=0etdonc Y f,(0) converge.
n>1

Six#0, fr(x) Jod P

1 . . . . .
Or 3 —; estune série de Riemann convergente donc, par critere d’équivalence pour les séries a
n>11

termes de signe constant, Z Jfn(x) converge.
n=1

Conclusion : Y f;, converge simplement sur R.
n>1

(b) Soit (a,b) € R* tel que 0< a < b.

» Prouvons que Z fn converge normalement sur [a, b].
n=1

b e o
Vxela,bl, |fnx)l < pry (majoration indépendante de x).
1 . .
De plus, )’ —3 converge (série de Riemann convergente).
n>1

Donc ) f, converge normalement sur [a, b].
n=1

e Prouvons que Z fn converge normalement sur [a, +ool.
n>1

1 1
ntx3  ntad

Vx € [a,+ool, | fn(x)] < 4x i (majoration indépendante de x).
n*x

1 L .
De plus, ) — converge (série de Riemann convergente).
n
n>1

Donc ) f, converge normalement sur [a, +ool.
n=>1

(c) On remarque que f, est continue sur le compact [0, 1], donc f, est bornée sur [0,1].

De plus, d’apres 1.(b), Vx € [1, +oo, | fn(x)| < %, donc f;, est bornée sur [1, +ool.
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On en déduit que f, est bornée sur [0, +oo[ et que sup |f,(x)| existe.
x€[0,+00]

1 1
VneN*, sup [fp(x)|=fu(=)=—.
x€[0,+00[ n 2n

1 .. L. .
Or )  — diverge (série harmonique).
n>1
Dong, par critere de minoration des séries & termes positifs, ) sup |f,(x)| diverge.

n>1 xel0,+ool

Donc ) f, ne converge pas normalement sur [0, +ool.
n>1
Autre méthode :

. .. , 1-3n%x*
VneN*, f, est dérivable sur ]0, +oo[ et Vx €10, +oo[, f;,(x) = — .
(1+n*x4)
On en déduit que f,, est croissante sur ]0, —L | et décroissante sur [%, +oo[.
34n 34n

fn étant positive sur R, on en déduit que f,, est bornée.
3
. 1 31
Donc sup |[fy(x)| existeet sup [fr(x)l=fu(—)=—.
x€[0,+00] x€[0,+oo] 3ipn 4n

1
Or ) — diverge (série harmonique), donc ) sup |f,(x)| diverge.
n>1"1 n>1 x€(0,+o0]
Donc Z fn ne converge pas normalement sur [0, +ool.
n=1
2. YneN*, f, est continue sur ]0,+oco[. (1)

)" fx converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a, b] inclus dans 10, +oo[. (2)
n=1

Dong, d’apres (1) et (2), f est continue sur 0, +ool.

Comme f est impaire, on en déduit que f est également continue sur ]—o0,0[.

Conclusion : f est continue sur R*.

3. VneN*, lim x) = 0 car, au voisinage de +oo X) ~ .
’x—»+oofn( ) 7 g /fn( )+oo n4x3

D’apres 1.(b), ¥ fn converge normalement, donc uniformément, sur [1, +ool.
n=1

+00 too
Donc, d’apres le cours, f admet une limite finieen +ooet lim f(x)= lim Y f,(x)= Z lim f,(x)=0.
X—+00 x—+00 21 = x—+oo

Conclusion: lim f(x)=0.
X—+00

3. Autres exercices

Fonctions { de Riemann et 7 de Dirichlet '

+00 1 +00 (_1)71
Onpose((x) =) —etnx) =) —
n=11 n=1 1

1. Pour quelles valeurs de x peut-on définir {(x)?
2. Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale?

3. Montrer que { est de classe € sur 11, +oo[ et exprimer ses dérivées successives comme sommes de
séries de fonctions.

4. Etudier les variations de (.

1. Incontournable : presque du cours.
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Calculer la limite en +oo.
Calculer la limite en 1. Le théoreme de la double-limite s’applique-t-il? Que peut-on en déduire?
Donner un équivalent en 1 en comparant a une intégrale.

Tracé le graphe de (.

© ® N o o

Pour quelles valeurs de x peut-on définir n(x) ? Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale ?
uniforme?

10. Démontrer que 7 est de classe €*° sur R7.

11. Montrer que si x > 1, n(x) = (217¥ = 1){(x). Retrouver I’équivalent de { en 1.

Solution de 18 : Fonctions { de Riemann et 1 de Dirichlet?

—_

. 11, +o0[

N

[a,+oo[on1a>1.

lnk( ) In* (n)

. CN sur tout [a, +oo[. D’ott la classe € et (¥ (x) = Z (=D¥

n=1

0 = (—k——=

W

~

. { est décroissante.

a1

. 1 par double limite.

=)

. 1re solution : comparer a une intégrale, cf question suivante.
2e solution : on a envie de comparer { pres de 1 a la série harmonique.
Soit ne IN. Comme { st décroissante, elle a une limite finie ou +oco en 1.

n
1
O > — ) —.
T ONn a ka X1 k:lk
Donc ¢ = +oo
ou encore Z 1 - 1 > A a partir d'un rang N
kx x—1 k:lk/ P g V.
. N1
Pour n= N, on a V voisinage de 1 tel que sur V, {(x) > 1;1 F
1
7. ——.
x—1

8. CSsur R} par TSSA.
CN sur [a,+oo[, a> 1.
CU sur [a, +o0[, a >0 par majoration du reste TSSA.

9. TSSA apcr : CU sur [a, +oo pour a >0 de toutes les dérivées.
10. Simplifier ¢(x) +{(x).

e e g el .. .. 1
Continuité, dérivabilité, variations, limites de f(x) = Z

=y nt+n?x?

Solution de 19 :
Il y a convergence normale sur R, donc uniforme, les fonctions x — 1/(n* + n*x%) sont continues, donc f l'est
(sur R tout entier).

20 . +00 gin (nnzx) . _ )
Démontrer que f: x— Z définit une fonction continue sur R.
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Solution de 20 :

sin (7n?x)

Il'y a convergence normale sur R, donc uniforme, les fonctions x — 5
n

sont continues, donc f l'est
(sur R tout entier).

Etudier la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions f, : x — e " cos (n®x), puis la

dérivabilité de la somme de cette série de fonctions. Déterminer un entier N € IN tel que

VxeR, <1073,

+00 N
Y =Y falx)
n=0 n=0

2 . . . s . . _pn2
Etudier la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions f,: xe R} —e™™ *.

Vérifier que sa somme est de classe €*° sur R}, déterminer sa limite en +oo, ainsi qu'un développement
asymptotique de la somme a la précision e”** au voisinage de +oo.

Indication : On pourra sortir quelques termes de la somme et vérifier que le reste est négligeable.

Solution de 22:
La convergence simple se régle facilement, en disant par exemple que pour n’importe quel x >0,

(-n®x) = :
exp(-n"x)= o |-
(par croissances comparées). On majore facilement | f;| par 1 sur R}, et c’est le plus petit majorant possible,
car li(r)n fn=1.1ln"y a donc pas convergence normale, vu que | f,llc = 1. Il y a en revanche convergence

normale sur tout [a, +ool, @ >0 (car | ful{g,+coflo = Xp(—=n?a)). Il n’y a pas non plus convergence uniforme de
Y fn sur ]0,+ool, sinon la suite (f;) convergerait uniformément vers 0, ce qui n’est pas le cas.

La convergence uniforme sur [a,+oo[, ot I'on a fixé un a > 0 arbitraire, permet néanmoins d’utiliser le
+00
théoréme de la double limite, et de trouver, en notant S = Z fn, que limS =1.
n=0 o
Pour un développement asymptotique, la stratégie est souvent d"utiliser des comparaisons série-intégrale

apres avoir éventuellement mis de coté certains termes. Ici, une majoration simple permet d’éviter le recours

un peu plus long a la comparaison série-intégrale : pour tout x >0, S(x) = 1+ e~ "+ e™** + R(x) ol
+00 ) +00 e—3x
OSRM =Y eF <y e=——
k=3 k=3 1-e

ce qui donne facilement

Sx)=14+e*+ o (e_zx)
X—+00

, x
Etudier la convergence sur R* de la série de fonction ) (-1)"In (1 + ?) Sa somme est-elle continue ?
n

n=0

Solution de 23 :
La convergence simple est conséquence du théoreme spécial sur les séries alternées. Puis la majoration du
reste dans ce méme théoreme permet d’écrire pour n € N et x € [0, +oo[, avec des notations habituelles,

mﬂmgmﬁ+ﬁé)

. . e . . x
Ce qui permet facilement d’avoir la convergence uniforme sur tout segment. Les fonctions x — (-1)"In (1 + ?)

n
étant continues, la somme 1’est.
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Oral des Mines On pose f:x— +Zoo =

= x2+n?
Domaine de définition de f.
Parité de f.
Continuité de f.

Limite en +oo

SANE I

La convergence est-elle uniforme?

Solution de 24 : Oral des Mines
1. La convergence simple se traite en distinguant le cas ¢ = 0. Mais sans difficulté. f est définie sur R.
2. f est impaire.

r
Pt La dérivée a le signe de 2(¢* + n?) —21(2¢) = 2(n?® - t*) et on en déduit que
n
| fnl est maximale en —n et en n. On trouve alors qu’il n’y a pas convergence normale. En revanche, il y a
convergence normale, donc uniforme, sur tout segment, ce qui suffit (en n’oubliant pas de dire que les f,
sont continues) pour établir la continuité de f.
En effet, soit K un segment. Soit M > 0 tel que K < [-M, M]. L'étude des variations de f, sur [-M, M]

monte que, si n > M, donc au moins a partir d’un certain rang,

3. Dérivons f,; : t—

2M

1 falicloo < fuMD = —5——5

Or ¥, fu(M) converge, donc Z I fulxlleo converge.

4. Un comparaison a une intégrale donne la limite : 7.
5. Et donc la convergence n’est pas uniforme, car le théoreme de la double limite donnerait une limite
nulle.

1. Pour quelles valeurs du réel x la série de fonctions )

__ -t-elle?
P converge-t-elle?

2. Démontrer la continuité de la somme sur son domaine de définition.

3. Donner un équivalent de sa somme au voisinage de 0 et de +oo.

Solution de 25 :
Plan de résolution : il y a convergence sur R\ {0}, uniforme car normale sur tout segment inclus dans R\ {0}
ce qui assure la transmission de la continuité.

On pourrait montrer que la limite en +oo est nulle par double limite, la limite en 0 est +oco par technique
habituelle (la fonction décroit, si elle n’a pas pour limite +co en 0 elle est majorée, on en déduit que les
sommes partielles sont uniformément majorées, on peut dans une somme partielle faire tendre la variable
vers 0, on en déduit que Y 1/n converge. Tout cela ne nous donne pas d’équivalent!

L’idée a avoir, dans ce genre de question (équivalent), c’est la comparaison a une intégrale. Ici, notant
S(x) la somme de la série de fonctions au point x, on obtient

f+°° dt < S < 1 +f+°° dt
— x —
1 t+2x2 S 1+x2 L t+2x2

Le calcul de I'intégrale se fait : on décompose en éléments simples

11 X
(+2x2  t 1+tx?
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Pour ne pas couper une intégrale qui existe en deux intégrales qui n’existent pas, on passe par

[N e
1 t+t2x2 1+tx2

On integre avec des In, on prend les limites quand A — +oo, et finalement on aboutit a

1 1
ln(1+?)<8(x)< 2+ln(1+ﬁ)

1+x

En +oo, c’est raté, on ne peut qu’espérer qu’il y a un équivalent du type a/x?, avec 1 < a < 2. Mais en
revanche, en 0, I'encadrement permet de conclure :

S(x) ~x—o —2Inx

Alors au voisinage de +oo, que fait-on? on observe, et on se dit que n ne pése pas lourd devant n?x?. Donc,

o0
notant b= ) —, on espere que
= n

S(X) ~x—0 2

Pour cela, on écrit
+00 1

b 1
S(JC)—?Z—ZZ

x% 171 n? (14 nx?)

La séri
a série ,; P (5 7]

limite en +oo, on obtient

converge normalement sur [0, +oo[, on peut lui appliquer le théoreme de la double

Sx)—-— = x_’+oo(x2)
d’ou I'équivalent. Hors-programme : b = 7%/6, et on a bien 1 < b < 2, c’est agréable.
P tout réel x ¢ Z~ f()+2oo ! tg=ey
our tout réel x , on pose f(x)= etgx)=e) ———.
P o X(x+1D(x+2)---(x+n) § o hl(x+n)

1. Justifier 'existence de f(x) et g(x).

2. Déterminer leurs limites en +oo.

3. Trouver une relation entre f(x+1) et f(x) et montrer que g vérifie cette méme relation.

4. En déduire que f =g.

5. Montrer que f est de classe €.
Solution de 26 :

1. Pour f, on peut utiliser le critéere de d’Alembert pour 1’absolue convergence :

x(x+1D(x+2)---(x+n) B 1

= 0<1
x(x+1D)(x+2)---(x+n+1) |x+n+1| n—+oo

+00 1

donc )

nmo X(x+D(x+2)---(x+n)

converge absolument donc converge pour tout x ¢ Z~.

Pour g, on est tenté d’utiliser le TSSA. C’est possible car ( a partir du rang max (0, [-x1)

n!(x+ n) )n(—:]N
(pour avoir x + n > 0), et, bien stir,

n!(x+n) n—+oo
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. On vérifie que f converge normalement sur [1,+oo[:si x >0,

. On obtient alors pour tout x, f(x) — g(x) =

Montrer que f:x— Y

1 1

< terme
x(x+1D(x+2)---(x+n) (n+1)!

général de série convergente.

1
Comme, pour tout ne€ N, 0 par double limite, f(x) 0.
x(x+1D(x+2)---(x+n) x—+oo X—+00
(=" 1 . ..
Pour g, on a pour x € [1,+o0|, = < terme general de série convergente donc
nl(x+n) nlx+n) ~ (n+1)!

convergence normale donc uniforme sur [1,+oo[ (on aurait aussi pu utiliser la majoration du reste

dans le TSSA). Par double limite, g(x) — = 0.
. On calcule
+00 oo
fa+n=Y ! - al
o (Xx+Dx+2)(x+3)---(x+n+1) ,;SHx(x+DEX+2)(x+3)---(x+n+1)
+00 X 1
= = —— | = — 1_
xmg‘l X(x+1D(x+2)(x+3)---(x+m) x(f(x) x) X
Puis,
+00 (_l)n(x+ n— n) +00 (_1)11 n(_l)n +00 (_1)}'1 +00 n(_l)n
rg () = en:0 n!(x+n) B e,;o( nl onl(x+ n)) B enzz‘o nl enzz‘o n!(x+n)

(licite car les deux séries convergent bien). Le terme pour n =0 est nul dans la deuxiéme (attention,
pas de factorielle de nombre < 0) et on reconnait une série exponentielle dans la premiére. Donc

X (x)—e~e_1—e+ooi— efi—kr (x+1)
gL = = m-Dix+n) omi(x+1+m) & '

fx+1)—gx+1)
X

puis par récurrence, pour tout n € IN,

fx+n)—gx+n)
x(x+1)....x+n) n—+oo

fx)—gx) =

1
O0et
—+00 x(x+1)..(x+n) n—+oo

avec f(1)—g(1) - 0 (c’est la convergence simple de f).

. Pour montrer que f est de classe 6°°, on montre que g(= f) I'est. On applique le théoréme du cours :

- -~ ®) (—1)n+kk!
pour tout n, g,: x— est de classe € et pour tout k, g, : x — —————. Pour montrer la
nl(x+n) n!(x + n)k+1
convergence uniforme, on applique le TSSA sur une segment [a, b] ne contenant pas d’entiers négatifs

k!

a partir d’un certain rang : (—k)
nl(x+mnm*l ), >N

avec N = max (0, [-b]) (pour avoir x + n > 0) décroit vers 0.

k! k! q
< ui est indé-
(4 Dlx+n+ 1 (ot Dlla+n+ 160
pendant de x et tend vers 0 lorsque n — +oo, donc il y a convergence uniforme de toutes les séries de
dérivées et le théoréme du cours s’applique.

Alors, en notant R le reste d’ordre n, |RE| <

+00 2

———— est définie et continue sur R.
e—2nx + e3 nx

n=0

Pour ne€ N, on pose f,,: x € R* — Arctan(x + n) — Arctan(x).

+00

1. Etudier I'existence et la continuité de f = Y. [

n=0
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2. Montrer que S(x) +00.

X—+00

Solution de 28 :

1. Utiliser le thoéreme des accroissements finis. CN sur tout segment.

2. Se ramener au voisinage de 0 et utiliser la série divergente ) Arctan —.
n
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