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Probabilités
I ESPACE PROBABILISÉ

1 Tribu

Définition : Tribu

Soit Ω un ensemble. On appelle tribu sur Ω toute partie A de P (Ω) telle que

(i) ∅ ∈A

(ii) Stabilité par passage au complémentaire : A ∈A =⇒ A ∈A

(iii) Stabilité par réunion dénombrable : Si (An )n est une suite d’éléments de A,
+∞⋃
n=0

An ∈A

Les couple (Ω,A ) est appelé espace probabilisable, et les éléments de A ses événe-
ments.

Propriété

Une tribu est stable par réunion finie, par intersection dénombrable, par intersection finie.
Ainsi dit, si A est une tribu sur ω,

(i) Ω ∈A

(ii) Si (An )n∈N est une suite d’éléments de A ,
+∞⋂
n=0

An ∈A

(iii) (A ∈A et B ∈A ) ⇒ (A∪B ∈A )

(iv) (A ∈A et B ∈A ) ⇒ (A∩B ∈A )

(v) Si (An )06n6N est une famille finie d’éléments de A ,
N⋃

n=0
An ∈A

(vi) Si (An )06n6N est une famille finie d’éléments de A ,
N⋂

n=0
An ∈A

2 Probabilité

Définition : Probabilité

Soit (Ω,A ) un espace probabilisable. Une probabilité sur (Ω,A ) est une application P
définie sur A telle que

(i) ∀A ∈A P(A) ∈ [0,1]

(ii) P(Ω) = 1

(iii) σ-additivité : Si (An )n∈N est une suite d’événements deux à deux disjoints (incompa-

tibles), P

(+∞⊔
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0
P(An ) (cette série étant bien convergente).

On dit alors que le triplet (Ω,A ,P) est un espace probabilisé.

Propriété

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, A et B des événements.

(i) P(∅) = 0.

(ii) Si A et B sont deux événements incompatibles, P(AtB) =P(A)+P(B).

Plus généralement, P

(
N⊔

n=0
An

)
=

N∑
n=0
P(An ).

(iii) Si A ⊂ B ,P(B\A) =P(B)−P(A). Si A et B sont quelconques,P(B\A) =P(B)−P(A∩B).

(iv) P(A∪B) =P(A)+P(B)−P(A∩B)

(v) Croissance : si A ⊂ B , P(A)6P(B).

Propriété

Si (Ai )i∈I est une famille finie ou dénombrable d’événements deux à deux incompatibles,

alors
(
P(Ai )

)
i∈I est sommable et P

(⋃
i∈I

Ai

)
= ∑

i∈I
P(Ai ).
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3 Cas très simple : univers fini

Propriété

Si Ω = {ω1, . . . ,ωm }, P est entièrement définie par la donnée des P(
{
ωi

}
) = pωi

(1 6 i 6 m), qui forment une famille de réels positifs dont la somme vaut 1. Et, pour toute
partie A de Ω,

P(A) = ∑
ω∈A

P({ω}) = ∑
ω∈A

pω

Les probabilités des événements élémentaires déterminent donc P .

4 Cas simple : univers dénombrable

Propriété

Soit Ω un ensemble dénombrable. Pour toute famille (pω)ω∈Ω de réels positifs sommable
et de somme 1, il existe une unique probabilité sur P (Ω) telle que

∀ω ∈Ω P({ω}) = pω

Cette probabilité vérifie
∀A ∈P (Ω) P(A) = ∑

ω∈A
pω

5 Cas moins simple : univers non dénombrable

6 Réunion croissante, intersection décroissante

Propriété : Continuité croissante

Soit (An )n∈N une suite croissante (pour l’inclusion) d’événements :

∀n ∈N, An ⊂ An+1

Alors

P(Ak ) −−−−−→
k→+∞

P

(+∞⋃
n=0

An

)

Corollaire

Soit (An )n∈N une suite quelconque d’événements, alors

P

(
k⋃

n=0
An

)
−−−−−→
k→+∞

P

(+∞⋃
n=0

An

)

Propriété : Continuité décroissante

Soit (An )n∈N une suite décroissante (pour l’inclusion) d’événements :

∀n ∈N, An+1 ⊂ An

Alors

P(Ak ) −−−−−→
k→+∞

P

(+∞⋂
n=0

An

)

Corollaire

Soit (An )n∈N une suite quelconque d’événements, alors

P

(
k⋂

n=0
An

)
−−−−−→
k→+∞

P

(+∞⋂
n=0

An

)

7 Inégalité de Boole

Propriété

Soit (An )n∈N une suite quelconque d’événements : Alors

P

(+∞⋃
n=0

An

)
6

+∞∑
n=0

P (An )
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8 Négligeabilité

Définition

On dit qu’un événement A est négligeable lorsque P(A) = 0.

Propriété

Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est négligeable.

Propriété

Si A et B sont deux événements tel que A ⊂ B , si B est négligeable, A l’est.

Définition

Un événement A est presque sûr, ou presque certain, lorsqueP(A) = 1, ce qui équivaut
à dire que A est négligeable.

Une propriété est dite presque sûre lorsque l’ensemble des éléments de Ω qui ont cette
propriété est un événement presque sûr.

II CONDITIONNEMENT ET INDÉPENDANCE

1 Conditionnement

Définition

Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé, B un événement tel que P(B) > 0. Pour tout
événement A ∈A , on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B par

PB (A) =P(A|B) = P(A∩B)

P(B)

(Se lit en général «P de A sachant B »)

Propriété

PB : A ∈A 7→P(A|B) est une probabilité sur (Ω,A ).

2 Probabilités composées

Théorème : Formule des probabilités composées

Soit n > 2, A1, . . . , An des événements de l’espace probabilisé fini (Ω,P) tels que
P(A1 ∩·· ·∩ An−1) > 0.

P(A1 ∩·· ·∩ An ) =P(A1)×P(A2 | A1)×P(A3 | A1 ∩ A2)×·· ·×P(An | A1 ∩·· ·∩ An−1)

3 Probabilités totales

Définition : Système complet d’événements

Soit (Ω,P ) un espace probabilisé, I un ensemble fini ou dénombrable. On dit que la
famille (Ai )i∈I d’événements est un système complet d’évènements lorsque

(i 6= j ) =⇒ (
Ai ∩ A j =∅

)
et

⊔
i∈I

Ai =Ω

Propriété : Formule des probabilités totales

Si
(

Ai
)

i∈I où I est fini ou dénombrable est un système complet d’événements, alors
pour tout événement B ,

P(B) = ∑
i∈I
P(B ∩ Ai )

Si, de plus, pour tout i , P(Ai ) > 0, P(B) = ∑
i∈I
P(B | Ai )P(Ai ) = ∑

i∈I
P(Ai )PAi (B).

Si certains événements sont négligeables, alors les B ∩ Ai le seront aussi et il suffit de
remplacer la somme pour i ∈ I par la somme pour i ∈ J = {i ∈ I , P(Ai ) > 0}.
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4 Formule de Bayes

Propriété

Si A,B sont des événements non négligeables, alors

P(A | B) = P(B | A) P(A)

P(B)
.

Si, de plus, A n’est pas négligeable,

P(A | B) = P(B | A) P(A)

P(B | A) P(A)+P
(
B | A

)
P

(
A

) .

Plus généralement, si (Ai )i∈I (I fini ou dénombrable) est un système complet d’événe-
ments non négligeables, on a

∀i ∈ I P(Ai | B) = P(B | Ai ) P(Ai )∑
k∈I
P(B | Ak )P(Ak )

.

III ÉVÉNEMENTS INDÉPENDANTS

1 Couple d’événements indépendants

Définition : Indépendance de deux événements

Deux événements A et B d’un espace probabilisé fini (Ω,P) sont dits indépendants
lorsque

P(A∩B) =P(A)×P(B).

On note parfois A ⊥⊥ B lorsque A et B sont indépendants.

Propriété

Deux événements A et B d’un espace probabilisé fini (Ω,P) tels que P(B) > 0 sont
indépendants si et seulement si P(A | B) =P(A).

Propriété

Si deux événements A et B d’un espace probabilisé fini (Ω,P) sont indépendants, alors
• A et B sont indépendants,
• A et B sont indépendants,
• A et B sont indépendants.

2 Famille d’événements indépendants

Définition

Soit (Ai )i∈I avec I fini ou dénombrable une famille d’événements.
• Les Ai sont dit deux à deux indépendants lorsque pour tout i 6= j , Ai et A j sont

indépendant, c’est-à-dire que P(Ai ∩ A j ) =P(Ai )P(A j ).
• Les Ai sont dit indépendants, ou mutuellement indépendants, lorsque pour toute

partie finie J de I ,

P

(⋂
i∈J

Ai

)
= ∏

i∈J
P(Ai ).

Propriété

Si les Ai sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux à deux indépendants. La
réciproque est fausse si n > 3.
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