J. LAROCHETTE

VERSION DU 29 JANVIER 2021

Probabilités

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Espaces probabilisés

Tribu sur un ensemble Q.

Evénements.

Si o/ est une tribu sur Q, une probabilité sur (Q2, <) est une application P
définie sur 7, a valeurs dans [0, 1], telle que P(Q) =1 et, pour toute suite
(Ap) >0 d'événements deux a deux disjoints, on ait :

+00 +00
P( U A,,) =Y P(Ap.

n=0 n=0

Si Q est fini ou dénombrable et si of = 22(Q), une probabilité P sur (Q, /)
s’identifie, via la formule
P({w}) = puw,

a une famille (pw)weq de réels positifs sommable de somme 1.

On se borne a la définition et a la stabilité par les opérations ensemblistes
finies ou dénombrables.

Généralisation du vocabulaire relatif aux événements introduit en premiére
année.
Espace probabilisable (Q, 7).

Espace probabilisé (Q, </, P).

b) Propriétés élémentaires des probabilités

Continuité croissante : si (An);,>q est une suite d'événements croissante
pour linclusion, alors :

+00
P = P(U An).

Continuité décroissante : si (An),>0 est une suite d’événements décrois-
sante pour l'inclusion, alors :

+0o
P(An) n:oop(nf]OA,,).
Si (An) >0 est une suite d'événements, alors :
+00o +00
P(U An)< X PAn.
n=0 n=0

Evénements négligeables, événements presque sirs. Une réunion finie ou
dénombrable d’événements négligeables est négligeable.

Propriétés presque sires.
Tout développement sur ces notions est hors programme.

c) Probabilités conditionnelles et indépendance

Extension des résultats vus en premiére année dans le cadre des univers
finis : probabilité conditionnelle, formule des probabilités composées, formule
des probabilités totales, formules de Bayes.

Couple d’événements indépendants. Famille quelconque d’événements mu-
tuellement indépendants.

Notations Pg(A), P(A|B).
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ESPACE PROBABILISE

1 Tribu

Comme vu en premiére année dans le cades des probabilités finies, on appelle univers, noté en général Q, I'ensemble des
issues ou résultats ou réalisations d’une expérience aléatoire.

Commengons par rappeler quelques situations modéles dans le cadre des univers finis : tirage de p boules dans une urne
en contenant n, numérotées de 1 a n.

Exemples

E1— Tirages successifs, avec remise : Dans ce cas, I'ordre est important, et il peut y avoir répétition. On peut choisir comme
modéle de résultat un p-uplet (ou p-liste) d'éléments de [1, n].
On pose Q = [1,n]P, et alors |Q| = nP.
Il s’agit aussi du nombre d’applications d’'un ensemble a p éléments vers un ensemble a n éléments (a chaque tirage, on
associe sa boule).

E2 — Tirages successifs, sans remise : Dans ce cas, l'ordre est important, et il ne peut pas y avoir répétition. On peut choisir

comme modele de résultat un p-uplet d'éléments deux a deux distincts (ou p-arrangements) de [1, n].
n!

On pose Q = /)y ([1,1]), etalors |Q = A = n(n-1)---(n-p+1) = =g

Il s’agit aussi du nombre d’injections d’'un ensemble a p éléments vers un ensemble a n éléments (a chaque tirage, on associe
sa boule).

E3 — Tirage simultané : Dans ce cas, I'ordre n’est pas important, et il ne peut pas y avoir répétition. On peut choisir comme modéle
de résultat une partie a p éléments de [1, n] (ou p-combinaison).
_nn=-1--(n-p+1) n!
p! plin—p)!

On pose Q =22, ([1,n]), et alors |Q| = (Z)

Rappelons également qu’une méme expérience peut donner lieu a différents univers possible selon ce que I'on souhaite
observer (par exemple : carte d’'une main vs couleur seulement de la carte, ou bien résultat d’un dé vs parité de ce résultat, etc.)

C’est encore plus vrai pour des univers infinis : le cadre formel que I'on va se donner prévoit que certaines parties de l'univers
Q seulement soient « observables » (les événements), afin de définir une probabilité dans ce cadre plus général.
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Remarque

Conformément aux habitudes probabilistes, on note, pour Ac Q, A=Q\ A le complémentaire dans Q de A. Cela n’a absolument
rien a voir avec I'adhérence topologique, donc.

Définition : Tribu
Soit Q un ensemble. On appelle tribu sur Q toute partie «f de 22(Q) telle que
() geof
(i) Stabilité par passage au complémentaire : A€ of = A€ of

+00
(iii) Stabilité par réunion dénombrable : Si (4,), est une suite d'éléments de A, | J A, € o/
n=0
Les couple (Q,<f) est appelé espace probabilisable, et les éléments de </ ses événements.

Exemples

E1— P(Q) est une tribu sur Q (dite discréte)
E2— {@&,Q} est une tribu sur Q (dite grossiére)

E3 — Si A est une partie non vide de Q, distincte de Q, la plus petite tribu sur Q contenant A est {@,A,Z,Q}.

Le vocabulaire vu en premiere année reste valable :

e Si Ac.o/, A est'événement contraire (qui est bien un événement).
o L’événement & est appelé événement impossible.
o On dit que deux événements A et B sont incompatibles lorsque AnB = &.

Ne pas confondre issue/résultats/réalisation et événement!

D’apres le programme officiel, la notion de tribu n’appelle aucun développement théorique et la construction d’espaces
probabilisés n’est pas un objectif du programme : ils servent de cadre théorique mais, dans la pratique, on n’attend pas
nécessairement de les préciser.

Une tribu est stable par réunion finie, par intersection dénombrable, par intersection finie.
Ainsi dit, si «/ est une tribu sur w,

() Qeof

+o00
(i) Si(An)nen €st une suite d’éléments de of, () An € o/
n=0

(i) (Ace of etBe o) = (AUBE )
(iv) (Aeof etBeof)=> (ANBeE )

N
(v) Si(An)o<n<n estune famille finie d’'éléments de <f, | ) Ay € o
n=0
N
(Vi) Si(Ap)o<n<n €st une famille finie d’éléments de <f, (| Ap € o
n=0
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2 Probabilité

Définition : Probabilité
Soit (Q, <) un espace probabilisable. Une probabilité sur (2, <) est une application IP définie sur «f telle que
() VAe ot TP(A)€(0,1]
(i) P(Q)=1

+00 +00
(iii) o-additivité : Si (A;)en est une suite d’événements deux a deux disjoints (incompatibles), 1P ( L] A,,) = Z P(A,)
n=0 n=0
(cette série étant bien convergente).

On dit alors que le triplet (Q, </, P) est un espace probabilisé.

Soit (Q,<7,P) un espace probabilisé, A et B des événements.

() P(@)=0.
(ii) Si A et B sont deux événements incompatibles, P(Au B) =1P(A) + IP(B).
N N
Plus généralement, P An| =) P(Ay).
n=0 n=0

(i) SiAcB,P(B\ A)=IP(B)—1P(A). Si A et B sont quelconques, IP(B\ A) =1P(B) —P(An B).
(iv) P(AuB) =1P(A)+P(B)-P(AnB)
(v) Croissance :si Ac B, P(A) <IP(B).

Démonstration

Prendre des A, vides. O

Remarque

Pour trois événements,
P(AUBUC) =P(A)+PB)+P(C)-P(AnB)—-PP(AnC)-PP(BNC)+P(AnBNC).

Et plus généralement, Formule de Poincaré (HP) : pour toute famille (A1,..., Ay) € 2(Q)",

n
P(AjU---UAp) =Y P(A)- Y PUANnAp+ Y ]P(AinAjmAk)+---+(—1)”_IIP(A1m---mAn)

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
S k-1
=) ((—1) - 2 P4 n--nA;)
k=1 1< <ipg<-+<ip<n
S k-1 1-1
=Y e X Plnall= X RN 4
k=1 Ie([1,n]) \iel Ie2([1,n]) iel

qui peut se montrer par récurrence, par exemple.

Si (Aj)ier est une famille finie ou dénombrable d’événements deux a deux incompatibles, alors (IP(A;));e; est

=Y P(A).

iel

sommable et P (| A;

iel
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Démonstration

C’est immédiat si I est fini, et sinon, via une énumération de I, on se raméne a une somme sur IN et a la o-additivité. O

3 Cas trés simple : univers fini
Si Q est fini, on prend généralement «f = 22(Q), et la propriété de o-additivité est équivalente a la propriété

Si A et B sont deux événements disjoints, alors P(AU B) = P(A) + P(B).

SiQ={w,...,wn}, P est entiecrement définie par la donnée des P({w;}) = p, (1 < i< m), qui forment une famille

de réels positifs dont la somme vaut 1. Et, pour toute partie A de Q,

PA)= Y Ploh =Y po

weA weA

Les probabilités des événements élémentaires déterminent donc P.

Démonstration

Comme en MPSI. O

4 Cas simple : univers dénombrable

Ici, on garde la propriété de o-additivité, que I'on ne peut plus remplacer par la simple additivité
Ici encore, il N’y a pas d’obstacle a prendre la tribu « discréte », c’est-a-dire £22(Q2). On obtient :

Soit Q un ensemble dénombrable. Pour toute famille (p,,)weq de réels positifs sommable et de somme 1, il existe

une unique probabilité sur 2 (Q) telle que
YoweQ P({w}) = po

Cette probabilité vérifie
VAe2(Q) PA=) po

weA

Démonstration

Analyse-synthése. C’est une conséquence de ce qui a été vu dans le chapitre sur la sommabilité (sommation par paquets). [

Donc, encore une fois, IP est définie de maniere unique par les probabilités des singletons. Pour un univers fini ou
dénombrable, les tribus d’événements n’ont donc pas grand intérét.

5 Cas moins simple : univers non dénombrable

Dans le cas ou I'univers est infini indénombrable c’est plus compliqué : on peut montrer que pour un tirage a pile ou face
infini non dénombrable, modélisé par {0, 1} (non dénombrable par argument diagonal de Cantor), la seule valeur possible pour
le probabilité d'un événement élémentaire est... 0.

Pourquoi ? Intuitivement, si la probabilité d’obtenir un pile est p €]0, 1], alors la probabilité d’obtenir n piles de suite de va étre

n______ O
p n—-+oo

C’est donc moins simple, on en peut pas se contenter des événements élémentaires, mais complétement hors-programme.
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6 Réunion croissante, intersection décroissante

Propriété : Continuité croissante

Soit (An) nelN Une suite croissante (pour l'inclusion) d’événements :

VnelN, A,c A,

Alors
+00
P(Ap) P ( U An)
k—+oo n=0
Remarque
+00
Continuité car | A, est en quelque sorte la « limite » de la suite croissante (Ap) yelN-
n=0
k
Remarquons aussi que Ay = | An.
n=0

Démonstration

(P(Aj)) ke ©St Une suite croissante majorée donc convergente vers ¢ € [0, 1].

+00 +00
Or, on remarque, par croissance, que U Ap = |_| (Ap\ Ap—1) en notant A_; = &, donc par g-additivité,
n=0 n=0
+00 +00
Pl U An|=) PUA)-PA;-1)=¢-0
n=-1 n=0
par croissance puis télescopage. O

Corollaire

Soit (A) nen Une suite quelconque d’événements, alors

P

k
U Ax
n=0

P

k—+o0

Propriété : Continuité décroissante

Soit (An)nelN Une suite décroissante (pour l'inclusion) d’événements :
VnelN, Apic A,

Alors
P(Ax)

g

k—+o0

Démonstration

Il suffit de passer au complémentaire. O

Corollaire

Soit (An)nen Une suite quelconque d’événements, alors

PROBABILITES - page 6


https://mp1.prepa-carnot.fr
https://mp1.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 29 JANVIER 2021

7 Inégalité de Boole

Soit (An)nen Une suite quelconque d’événements : Alors

+00 +o00o
P(U i) < X Pean
n=0 n=0
Remarque
+00
OU, si la série a termes positifs . P(A,,) diverge, on lira la formule P| | J A | < +oo, ce qui ne dit rien.
n=0

Si la série converge et a une somme > 1, le résultat ne dit rien non plus.

Démonstration

k k
Par récurrence sur n, on montre facilement (comme en premiere année) que pour tout k € IN, IP U Anl| > P(A,) eton
n=0 n=0
conclut en faisant k — +oo et en utilisant le corollaire de la continuité croissante. O
8 Négligeabilité
Q Evénements négligeables
Définition
On dit qu’un événement A est négligeable lorsque P(A) = 0.
Remarque
L'événement impossible est négligeable.
Un événement négligeable n’est pas en général impossible.
Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est négligeable.
Démonstration
C’est la g-additivité. O
Si A et B sont deux événements tel que A c B, si B est négligeable, A I'est.
Démonstration
C’est la croissance. O

PROBABILITES - page 7



LYyCEe CARNOT - DIJON HTTPS://MPl.PREPA—CARNOT.F

Exemple

Dans le jeu de Pile ou Face infini, 'événement « la piece donne Pile un nombre fini de fois » est négligeable.

Q Evénements, propriétés presque sir-e-s

-~ -

Définition

Un événement A est presque sir, ou presque certain, lorsque P(A) = 1, ce qui équivaut a dire que A est
négligeable.

Une propriété est dite presque siire lorsque I'ensemble des éléments de Q qui ont cette propriété est un événement
presque sar.

Il CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

1 Conditionnement

Définition

Soit (2, «7,IP) un espace probabilisé, B un événement tel que IP(B) > 0. Pour tout événement A € o, on définit la
probabilité conditionnelle de A sachant B par

P(AnB)

Pp(A) =P(AIB) = P®)

(Se lit en général « P de A sachant B »)

Remarque

AII n’y a toujours pas d’« événement conditionnel A|B » (élément de «f) : ce n’est qu’une notation signifiant qu’'on se place en
observateur de 'événement A sachant que I'événement B est déja réalisé.
Mais la notation IP g peut aussi étre trompeuse, car c’est la méme que celle de la loi d’une variable aléatoire.

Pp: Ae o/ — P(A|B) est une probabilité sur (Q, 7).

Démonstration
Seule la g-additivité demande un peu de travail, mais rien de bien sorcier : si les A;,, sont deux a deux disjoints, les A, N B le sont

+00
Ll An

n=0

+00
NB= |_| (A N B) permet de I'obtenir sans encombre. O
n=0

et
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2 Probabilités composées
Théoréme : Formule des probabilités composées
Soitn>2, A,..., A, des événements de I'espace probabilisé fini (2, P) tels que P(A1n---NnA,—1) >0.

PAINn---NnAy)=P(A) xP(Ay | A}) xP(A3 | AinAy) x---xP(A, | Ain---NAu_1)

Remarque

A nouveau, cela correspond & notre intuition : on réalise A7, puis A» sachant que Aj I'est, puis A3 sachant que Aj et A le sont,
etc. On se sert donc en général de cette formule lorsque I'on a des événements successifs, chronologiques.

Démonstration

Remarquons que comme pour tout k< n, Ajn---NAy—1 < Ay N---N Ay, pour tout k, IP(A; n---n Ag) > 0 et donc tous les termes

ont un sens.
n-t 1P (A n---nAj) P(A1n---nAp)
P(Ap) x P(Aj 11 A1n---nA;)=P(A4) x —  — =PA)X —————
1 11;11 ( i+1 1 1) 1 11;11 P(Alﬂ“-ﬂAi) 1 P4y
car le produit est télescopique. O

Exercice : Le probléme des clés

Au lycée Carnot, il y a beaucoup de serrures différentes, on vous a prété un trousseau de 7 clefs pour ouvrir une porte,
et vous avez oublié de demander laquelle était la bonne.

De plus, elles se ressemblent suffisamment pour qu’il soit impossible de deviner a vue laquelle est la plus plausible.

Vous les essayez donc I'une aprés l'autre.

Quelle est la probabilité pour que ce soit la k¢ clé testée qui vous ouvre la porte (1 < k< n)?

Soit A; I'événement « la clé n°j est la bonne ».
Lévénement auquel on s’intéresse est alors A] N Ay N+--NAg_; N A.
D’apres la formule des probabilités composées, sa probabilité est (en modélisant chaque situation par une probabilité uniforme)

1 1

n-k+1 n’

IP(A_l)]P(A_2|A_1)...]P(Ak|A_1n...mm)=(1_%)(1_ nil)'"(l_ﬁ

Logique ou non?

Exercice

Dans une urne se trouvent 7 — 1 boules blanches, 1 boule rouge. On tire, sans remise, boule aprés boule. Quelle est la
probabilité pour que la boule rouge sorte de I'urne au ke tirage ?

3 Probabilités totales

Définition : Systéme complet d’événements

Soit (2, P) un espace probabilisé, I un ensemble fini ou dénombrable. On dit que la famille (A;);e; d’événements est
un systeme complet d’événements lorsque

(i#)) = (AinAj=02) et [JA=Q

iel
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Remarques

R1— Sionimpose de plus les A; non vides, ce qui se fait parfois, {A;};e est une partition de Q.

R2— En particulier, la famille (IP(4;));ec; est sommable et Z P(A;) =IP(Q) =1, mais ce n’est pas suffisant pour avoir un sce!
iel

Propriété : Formule des probabilités totales

Si (Aj)ier ou I est fini ou dénombrable est un systéeme complet d’événements, alors pour tout événement B,

P(B)=) P(BNA;)
iel
Si, de plus, pour tout i, P(A;) >0, P(B) =) P(B | A)P(A;) =) P(A)P 4, (B).
iel iel
Si certains événements sont négligeables, alors les BN A; le seront aussi et il suffit de remplacer la somme pour
i€l parlasommepourie]={iel, IP(A;)>0}.

Démonstration

Le fait d'avoir un sce permet d’écrire B=|_| (BN 4;). O
iel

Remarque

La formule des probabilités totales est utile lorsque I'on fait une expérience aléatoire en plusieurs étapes. Elle permet de raisonner
par disjonction de cas, suivant le résultat de la premiére étape.
Ane pas confondre IP(Bn A;) et P(B | Aj)!

Exercice : CCINP 101

Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.

A l'instant ¢ =0, il se trouve au point A.

Quand il a épuisé I'eau du point ou il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux autres points d’eau.
L'eau du point qu’il vient de quitter se régénére alors. Soit n € N.

On note A, 'événement «I’animal est en A aprés son ni™® trajet».
On note B;, I'événement «I’animal est en B aprés son 1'®™M€ trajet».
On note C,, I'événement «I’animal est en C aprés son n'*™€ trajet».

On pose P(Ay) = ap, P(By) = by et P(Cy) =cp.
1. (a) Exprimer, en le justifiant, a, .1 en fonction de a;,, b;, et c;,.
(b) Exprimer, de méme, b, et c;+1 en fonction de ay, b, et c;.

0 12 12
2. On consideére la matrice A=| 1/2 0 1/2
/2 12 0
(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.
(b) Prouver que —% est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de .#3(R) telles que D = P~ AP.
Remarque : le calcul de P~! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a;, b;, et c;;, en fonction de 7.
Remarque : aucune expression finalisée de a;, b, et ¢, n’est demandée.

1. (a) (An,Bn,Cp) estun systéme complet d’événements donc d’apres la formule des probabilités totales :
P(Ap+1) = P(Ap+11An) P(Ap) + P(Ap+1|Br) P(Bp) + P(Ap+11CR) P(Cp).

donc ay;+1 =0a, + %bn + %cn c’est-a-dire a,+1 = %bn + %cn.
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(b) De méme, by41 = %an iy %cn etcpy1 = %an + %bn_

2. (a) Aest symétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable.

b) A+— I =—|111|doncrg(A+-I3|=1.

®) A+31=;(111) doncrg 4+ 31a)
Donc _7 est valeur propre de AetdimE 1 (A) =

2
: ] 1 L 1\(0
Lexpression de A+ —I3 donne immédiatement que E_1 (A) =Vect(( 0 )( 1 ))
2 2 -1/\-1

(c) Puisque tr(A) =0, on en déduit que 1 est une valeur propre de A de multiplicité 1.
A étant symétrique réelle, les sous-espaces propres sont supplémentaires sur R3 et orthogonaux deux & deux.

L L
On en déduit que R3 = E_ (A) & E; (A), donc que Ej (A) = [E_l (A))
2 2

1
Donc Ej (A) = Vect ((%)]
110 1 0 0 -1
EnposantP:(l 0 1]etD: 0-1/2 0 |,onaalors D=P "AP.
1-1- 0 0 -1/2

+1 An
3. D’aprés la question 1., (b,M) A(bn)

Cn+1 Cn
an aop
Et donc on prouve par récurrence que : YneN, (b,,) =A" (bo)
Cn Co
Or A= PDP~! donc A" = PD" P!
Donc (bn) =pp"p1 (bo)
o
Or, d’'aprés I'énoncé, ag =1, by =0 et cg =0 donc :

1

o 0,0
(}33):})(2(_3) (—z)")P_ )

Exercice : CCINP 107

On dispose de deux urnes U; et Us.
Lurne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.
L'urne U, contient quatre boules blanches et trois boules noires.
On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :
« On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisie.
« On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle provient.
« Sila boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I’'urne Uj.
« Sinon le tirage suivant se fait dans l'urne U.
Pour tout 7€ N*, on note B,, 'événement « la boule tirée au n'®™® tirage est blanche » et on pose p,, = P(By,).

1. Calculer p;.
6 N 4
HET g
3. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, la valeur de pj,.

2. Prouverque:VneN*, p,i1 =

1. Notons U; I'événement le premier tirage se fait dans 'urne Uj.
Notons U> I'événement le premier tirage se fait dans 'urne Us.
(U1, U>) est un systéme complet dévénements.
Donc d'aprés la formule des probabilités totales, py = P(By) = Py, (B1)P(Uy) + Py, (B1) P(U>).

2 1 4 1 17
Doncpi==x—-+=-x—-=—
5 21 7 2 35

On a donc p;

2. Soit neN*.

(By, Byy) est un systéme complet d’événements.
Donc, d'apreés la formule des probabilités totales, P(By+1) = Pp,,(Bn+1)P(By) + Py (B,Hl)P(Bn)

2 4
Alors en tenant compte des conditions de tirage, on a py+1 = pn + = ( —pn).

6 4
—z=Pnt .

Donc, V neN*, =
Pn+1 35 7

6 4
3. VneN*, ppy1=——pn+-.
Donc (pn) nen* €St une suite arithmético-géométrique.
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6 4 2
On résout I'équation I = ——1+ — eton trouve [ = —.
35 7 41

On consideére alors la suite (1) ,en+ définie par : VrneN* |, u, =pn— 1.

) ) 6 n—1
(Upn) nen* €St géométrique de raison o donc, VneN*, u, = (——) uj.
17 20 3

Oruy=p1-l=—--—=-——.
=121 35 41 1435

3 6\"1 20
On en déduit que, Y neN*, p,, = u, + 1, c’'est-a-dire p, = — ( ) +

1435\ 35 41’

4 Formule de Bayes

Si A, B sont des événements non négligeables, alors

P(B| A) P(A)
P Sl ALl
(A| B) P®)
Si, de plus, A n’est pas négligeable,
P(A| B) = PB | A) P(A4)

P(B| A) 1P(A)+]P(B |Z) ]P(Z)'

Plus généralement, si (A;)icr (I fini ou dénombrable) est un systéeme complet d’événements non négligeables, on a

P(B | A) P(4;
viel TP(A;|B)= (B14) Pi4) .
Y P(B| AYP(Ag)
kel
Démonstration
P(A|B)P(B)=P(AnB)=P(B | A P(A). O

Remarque

Formule permettant de remonter le temps, appelée aussi formule de probabilité des causes.

Exemples

E1— Une certaine maladie affecte une personne sur dix mille.
On dispose d’un test sanguin qui détecte cette maladie avec une fiabilité de 99 % lorsqu’elle est effectivement pré-
sente.
Cependant, on obtient un résultat faussement positif pour 0,1 % des personnes saines testées.
Quelle est la probabilité qu’une personne soit réellement malade sachant qu’elle a été testée positive ? Commenter.

Sur Q 'ensemble des personnes testées, avec la probabilité uniforme. Soit M I'événement « la personne est malade » et T
I'événement « le test est positif ».

D’aprés les informations dont on dispose, P(T' | M) =0,99 et P(T ‘ M) =1073, P(M) =10"%. Donc

P(T | MYP (M) 0,99-107°

— = -1 s D
IP(Tl]VI)IP(M)+IP(T|M)IPW) 0,99-107*+(1-10"%)10

PWMI|T)=

Cela est di au fait que il est rare que le test soit positif (le dénominateur vaut IP(T)) mais tres trés rare que I'on ait un malade
(IP(M) est trés petit devant IP(T)). Proportionnellement, il y a beaucoup plus de non malades testés positifs.

E2 — Dans un célébre jeu américain des années 70, un candidat devait choisir une porte parmi trois sachant que derriére
ces portes étaient dissimulées deux chévres et une Ferrari. Une fois le choix effectué, I’'animateur qui sait ou est la
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Ferrari ouvre I'une des portes non choisies par le candidat, derriére laquelle il y a une cheévre. Il propose ensuite au
candidat de changer de porte. A-t-il intérét a le faire ?

Soit F; I'événement « La Ferrari est derriére la porte numéro i ».

Supposons par exemple, que le candidat ait choisi la porte 1.
OnalP(F)=P(F)=P(F3) = % (F1, F2, F3) est un systeme complet d’événements.
Soit A I'événement « I'animateur ouvre la porte numéro 3 ».

On cherche IP(F» | A) pour savoir si le candidat a intérét a changer de porte. (Si I'animateur ouvre la porte 2, le raisonnement
est le méme).

D’aprés la formule de Bayes,

P(A | F)IP(F)
P(A| F)P(F)+P(A| FR)P(F2)+P(A| F3)IP(F3)

P(F | A) =

Or
o« P(A|F)= % car les deux portes restantes contiennent une chévre.
o IP(A| F») =1 car si la Ferrari est derriére la deuxiéme porte, 'animateur ne peut ouvrir que la troisieme porte.
e IP(A| F3) =0 car 'animateur ne dévoile pas la Ferrari.

Finalement, on trouve IP(F> | A) = % et le candidat a deux fois plus de chances de gagner en changeant de porte qu’en la
gardant.

En y réfléchissant bien, si on décide de changer de porte, on a au départ 2 chances de gagner (les portes ou il y a les chévres)
et 1 de perdre, alors que si on décide de ne pas changer de portes, on a au départ 2 chances de perdre et 1 de gagner!

Exercice : CCINP 105

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).
Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’'un lancer vaut %
(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?

(b) Soit neN*.
On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité p, que ce dé soit pipé ?

(c) Déterminer nliT pn- Interpréter ce résultat.
—+00

2.  (a) Ontire au hasard un dé parmi les 100 dés.
Notons T I'événement : «le dé choisi est pipé».
Notons A I'événement :« On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer P4(T).
Le systéme (T, T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

25 1 — 8
On a d’ailleurs, P(T) = — = — et donc P(T) = —.
100 4 4

Alors, d’apres la formule de Bayes, on a :

P(T)Pr(A)

PA(T) = =
Pr(A)P(T) +PT(A)P(T)

DN | =

X

N | =
[N N
| =N =
X

| W

(b) Soit neN*.
On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés. .
Y k€ [1,n], on note Ay I'événement « on obtient le chiffre 6 au k'°™® lancer ».
n
On pose A= () Ag.

k=1
On nous demande de calculer p;; = P4(T).

Le systéme (T, T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

25 1 _
On a dailleurs, P(T) = — = — et donc P(T) = %_
100 4

Alors d’apres la formule de Bayes, on a :
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P(T)Pr(A)
pn=Pa(T) = =
Pr(A)P(T) + PH(A)P (T)
" (z)
%[5 )
Donc py = 4

0 1 (1\* 3 T
- 4= - 1+
(2) * 1 (6) “4 3n-1

1
& = - i =
() VneN*, p,= - 1 DonanT pn=1

3n-1
Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n'obtient que des 6 sur ces lancers alors il y a
de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.

Wl EVENEMENTS INDEPENDANTS

1 Couple d’événements indépendants

Définition : Indépendance de deux événements
Deux événements A et B d’'un espace probabilisé fini (2,1P) sont dits indépendants lorsque
P(AnB) =IP(A) x P(B).

On note parfois A L B lorsque A et B sont indépendants.

Deux événements A et B d’un espace probabilisé fini (Q2,1P) tels que IP(B) > 0 sont indépendants si et seulement si
P(A| B)=P(A).

Remarques

R1— Cela traduit bien notre intuition : que B soit réalisé ou non, la probabilité de A ne change pas.
R2 — Bien s(r, si IP(A) >0, cela s’écrit aussi IP(B | A) =IP(B).

R3— ANe pas confondre l'indépendance de deux événements et le fait qu’ils soient incompatibles. Ces notions s’excluent en
général. En effet, si A et B sont incompatibles, Ame @, donc IP(An B) =0. Si A et B sont de probabilité non nulle, ils ne
sont pas indépendants. (Ce qui se comprend car A < B par exemple).

R4 — Contrairement a I'incompatibilité qui est une notion ensembliste, I'indépendance est une notion probabiliste : elle dépend de la
probabilité dont est muni Q.

R5— Il n’est pas toujours facile de prédire si deux événements sont indépendants.

Naturellement, si deux événements sont indépendants, leurs complémentaires le sont. Plus précisément :

Si deux événements A et B d’un espace probabilisé fini (Q2,IP) sont indépendants, alors
« A et B sont indépendants,
« A et B sont indépendants,
« A et B sont indépendants.
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Démonstration

e P(AnB)=P(A)-P(AnB)=PA) (1-P(B) =P(AP(B).
e |dem.
e d’apres les deux premieres. O

Remarque

Si A, B sont indépendant et A, C aussi, on ne peut rien dire en généralde Aet BNnC etde Aet BUC.

Exercice

On lance deux dés équilibrés et I’on consideére les événements A « le premier dé améne un nombre pair », B « le second
dé améne un nombre pair » et C « les deux dés aménent des nombres de méme parité ».

Montrer que A, B, C sont deux a deux indépendants mais que A n’est indépendant ni de Bn C, ni de BuC.

Q =[1,6]?, probabilité uniforme.

P(A)=P®B)=P(C) =1, P(AnB) =P(BnC)=P(AnC) =1,

P(AnBNnC)=PBNC) = 111 #ZP(APBNO).

IP(BUC):%JF%_%:%’

P(An(BUC)=P(ANB) =P(BNC)= 711 #PAPBUC).

2 Famille d’événements indépendants
Définition
Soit (A;)ier avec I fini ou dénombrable une famille d’événements.
 Les A; sont dit deux a deux indépendants lorsque pour tout i # j, A; et A; sont indépendant, c’est-a-dire que

IP(Ai N Aj) = IP(Ai)IP(Aj).
o Les A; sont dit indépendants, ou mutuellement indépendants, lorsque pour toute partie finie J de I,

P

QE!

ie]

=[]Py.

ie]

Si les A; sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a deux indépendants. La réciproque est fausse si
n=>3.

Démonstration

Prendre |I| =2.
Dans I'exemple précédent, A, B, C sont deux a deux indépendants mais ne sont pas mutuellement indépendants. O
Remarques

R1— C’est une propriété tres forte : elle demande de vérifier énormément conditions ! En général, les espaces probabilisés sont
construits pour avoir des événements mutuellement indépendants et on n’a donc pas a le vérifier a la main.

R2 — Lindépendance mutuelle est stable par extraction de sous-familles.
R3 — Attention c’est I'inverse des nombres premiers / polyndmes entre eux :
mutuellement = deux a deux.

Ra— Siles événements A; sont deux a deux indépendants et si pour tout i on pose B; = A; ou A;, alors les B; sont deux & deux
indépendants d’apres la propriété vue précédemment. Cela se généralise aux événements mutuellement indépendants :
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Si les événement A; pour i € I sont mutuellement indépendants et si pour tout i on pose B; = A; ou A;, alors les B;
sont mutuellement indépendants.

Démonstration

On suppose I fini, ce qui ne nuit pas a la généralité, car I'indépendance est celle de toute sous famille finie.
On suppose que By = Ay etsii # k, B; = A; (il n’y a qu’'un complémentaire).
Alors, si J est une partie non vide de I,

. Soitketl,IP(ﬂBi =P|N 4 |=]]P@A)=]]P>B).
i€] i€] ie] ie]
o Sike],
P ﬂBi):IP( M AinAg :IP( N 4 |-P{N4i|= [] PA-]][PA)
ie] ie]J\{k} ieJ\{k} ie] ieJ\{k} i€]
=(1-PA)) [I PUAn=P(A) ] P@p=]]P®By.
ieJ\{k} ieJ\{k} ie]
Puis récurrence sur le nombre de complémentaires. O

Exercice : Indicatrice d’Euler

Soit Q = [[1,n] ol n est un entier non premier supérieur ou égal a 2, muni de la probabilité uniforme. Si d|n, on note
Ag=1kd | keQetkdeQ}.

1. Quelle est la probabilité de A; ?
2. Soit P I’ensemble des diviseurs premiers de n.
(a) Démontrer que (Ap) peP est une famille d’événements indépendants.

(b) En déduire le cardinal ¢(n) de ’ensemble A des nombres inférieurs ou égaux a n et premiers avec 7 (indicatrice

d’Euler).
[4a] _a _1
1. PAg)=—=—=-.
Wo=Tar =% ~a
4
2. (a) Sipi,...,pe sont des diviseurs premiers deux & deux distincts de n, comme ils sont premiers, (] Ap; = Ap,..p, -
j=1
s el
P Ap | =PAp;.p,) = ——— = P(Ay.).
j=1 Pj p1-pe p1 Py j=i Pj

_ — 1
(b) Les Ap sont aussi indépendant, A= (] Ap, P(A) = . IT (1 - —).
pepP e peP p

Exercice
Si Aj,..., A, sont mutuellement indépendants, 1 < p < n—1, Montrer que les événements suivants sont indépendants :

p n
« MNAjet [ A
i=1 i=p+1

p n
o JAjet (N A
i=1

i=p+1
14 n
° UAi et U Ay
i=1 i=p+1
o Direct,

- P
e Ay,...,Ap,Api1,..., Ay sont mutuellement indépendants, par le premier point, sont indépendants ﬂA,- et
i=1

n o n )4 n
(1 4;= |J A;doncsontindépendants () A4; et | A;.
i=p+1 i=p+1 i=1 i=p+1
o idem avec Ay,..., Ap, Aps1,..., An.
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