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VERSION DU 27 MARS 2021

CHAPITRE XIV

Intégrales a paramétres

I RAPPEL : LIMITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

Théoréme : de convergence dominée

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions définies sur un intervalle 1, & valeurs réelles ou
complexes.
On suppose

H1 Pour tout ne N, f; est continue par morceaux sur I.

H2 La suite (f) converge simplement sur I vers une fonction f continue par mor-
ceaux.

H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € €, (I, R") intégrable sur
1 telle que

Alors vnelN, Viel, |fa(0] <)

C1 Les f; et f sont intégrables sur I.

szlfnmflf.

Théoréme : Extension du théoréme de convergence dominée

_ x] — K
Soit I et ] des intervalles, a € J éventuellement infini et f :
(x,) — [0

On suppose
H1 Pourtoutxe ], t— f(x,t) est continue par morceaux sur I.
H2 Pourtouttel, f(x,1)

P h(t) avec h continue par morceaux sur J.

H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € €, (I, R*) intégrable sur
1 telle que
Alors Vxe], Veel, |fu(d)]=|fx0|<¢®

C1 Lest— f(x,t) et h sont intégrables sur I.

c2 ff(x,t)dr [h(t)dt.
1 Xx=a Jg

CONTINUITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

Théoreme : Continuité d’une intégrale a paramétre

Soit X une partie d’'un IK-espace vectoriel normé E de dimension finie et I un intervalle

XxI — K

réel et f : On suppose

(x,0) — f(x0

H1 Pourtout t € I, f est continue par rapport a la premiére variable :

Vtel, x— f(x,t) estcontinue surX.

H2 Pour tout x € X, f est continue par morceaux par rapport a la deuxieme variable :

VxeX, t— f(x,t) est continue par morceaux sur I.

H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € €, (I, R*) intégrable sur
I telle que
Alors VxeX, Ytel, |f(x,0]<p@)

Cl g:x— f f(x, 1) dt est définie et continue sur X.
I

Théoréme : Extension par domination locale

On peut remplacer H3 par
H3 Hypotheése de domination locale : Pour tout x € X, il existe un voisinage V de x et
une fonction ¢ € € (I, R™) intégrable sur I telle que

VxeV, Vtel, |fx, 0] <oy

ou bien si X =R : pour tout segment S de X, il existe une fonction ¢g € € (I, RT) intégrable
sur I telle que
vxeS, Yiel, |fx,0)|<ps)
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I“ DERIVABILITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

Théoréme : Classe ¢! d’une intégrale a parametre

IJxI — K
Soit I et J des intervalles réels et f : On suppose
(x,5) — f(x0)
H1 Pourtoutte I, f;: x— f(x,t) estde classe €' par rapport a la premiére variable
0
x sur J, de dérivée f{(x) = é(x, 1.
H2 Pour tout x € J, f est intégrable par rapport a la deuxieme variable (et en
particulier continue par morceaux) sur I :

Vxe], t— f(x,t) estintégrable sur I.

of

H3 I vérifie toutes les hypothése du théoréme de continuité :

of

H3 (1) |Pourtouttel, x— —
0x

(x, t) est continue sur J| DEJA DANS H1!
of .
H3 (2) Pourtoutxe ], t— I (x, t) continue par morceau sur I

0 .
H3 (3) Hypothése de domination globale ou sur tout segment de a—f : Eventuel-

X
lement sur tout segment S, il existe une fonction ¢ € €y, (I, R*) intégrable
sur ] telle que

VxeJous, Vrel, '%(x, t)‘ < (D).

Alors

(o3 g:xr—»ff(x,t)dt est de classe €' sur ]
I

0
C2 VxeJ, t— %(x, 1) est intégrable sur I et g'(x) :f f(x, ndr.

10x

Théoréme : Classe € d’une intégrale a parametre

JxI — K
Soit I et ] des intervalles réels et f : et ke IN*. On suppose

x,0) —  f(x0)

H1 Pourtouttel, fr:x— f(x,1) est de classe €k sur J, de dérivée d'ordre J notée

N
t (x)—axj (x, 7).

o/
H2 Pour tout entier j tel que 0 < j < k-1, pour tout x € J, t — 6—];(x, 1) est
5%
intégrable sur I.

ok N
H3 6—{ vérifie toutes les hypothése du théoréme de continuité :
X
ok f . -
H3 (1) |Pourtoutte I, x — a—k(x, 1) est continue sur J| DEJA DANS H1!
X

k
H3 (2) Pourtoutxe€ ], t — ﬂ (x, ) continue par morceau sur I
X
. o okf
H3 (3) Hypothése de domination globale ou sur tout segment de ok : Even-
X
tuellement sur tout segment S, il existe une fonction ¢ € €, (I, RT) inté-
grable sur ] telle que

ok f

VxeJous§, Vtel, |—-(x,1)
oxk

< o).

Alors

C1 g:x—»ff(x,t)dt est de classe €* sur J
I

. o f i ) olf
C2 Vje[l,k], VxeJ, t— —=(x,t) estintégrable surI et g" (x):f—.(x, 1) dr.
oxJ 10xJ
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En I'appliquant pour tout k € IN, on obtient un théoréme de classe €°.

Corollaire : Classe ¢° d’une intégrale a parameétre

. ) JxI — K
Soit I et ] des intervalles réels et f : On suppose
(x, ) — flx,0

H1 Pourtoutte I, x— f(x,t) estde classe € sur J.

H2 Pourtoutxe ], t— f(x,t) estintégrable sur I.

k

0
H3 Pour tout ke IN*, 6_{ vérifie toutes les hypothése du théoreme de continuité :
X

il .
H3 (1) |Pourtouttel, x— a—{(x, t) est continue sur J| DEJA DANS H1!
X

k
H3 (2) Pourtoutx€ ], t— a_k (x, t) continue par morceau sur I
X

k .

H3 (3) Hypothése de domination globale ou sur tout segment de % : Even-
tuellement sur tout segment S, il existe une fonction ¢ € €y, (I, R*) inté-
grable sur J telle que

okr

VxeJous, Viel, |—=(x,1)|<Pp(D).
oxk

Alors
Cl g:x— ff(x, t)dt est de classe €°° sur J
I

ak e
C2 VkeIN*, VxeJ, t— —f(x, 1) est intégrable sur I et g (x) :f —f(x, ndt.
oxk 1 0xk
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