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Integrales a parametres

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Continuité d’une intégrale a parameétre

Soit A une partie d’'un espace normé de dimension finie, I un intervalle de
R, f une fonction définie sur A x I a valeurs dans K. On suppose que f
est continue par rapport a la premiére variable, continue par morceaux par
rapport a la seconde variable. On suppose de plus qu'il existe une fonction ¢
positive intégrable sur I telle que, pour tout x de A, |f(x,.)| < ¢. Alors

g:x»—»ff(x, nde
I

est définie et continue sur A.

Lhypothése de continuité par morceaux, imposée par les limitations du pro-
gramme, n’a pas I'importance de I'hypothése de domination.

Extension au cas ou 'hypothése de domination est satisfaite au voisinage
d’'un point a de A. Si A est un intervalle de R, extension au cas ou I'hypothese
de domination est satisfaite sur tout segment de A.

< Sl : transformée de Laplace.

Dérivation d’une intégrale a paramétre

Soit I et J deux intervalles de R, f une fonction définie sur J x I a valeurs
dans K. On suppose que f est continue par morceaux par rapport a la
seconde variable, que, pour tout x de J, t — f(x, t) est intégrable sur I, que
of P ) N N . .

75 est définie sur J x I, continue par rapport & la premiére variable, continue
par morceaux par rapport a la seconde variable. On suppose de plus qu'il
existe une fonction ¢ positive intégrable sur I telle que, pour tout x de J,

‘%(x,.))gtp. Alors
g:x-—»ff(x, ndt
I

est de classe € sur J et vérifie :

1= [OF
Vxe], g(x)—flax(x,t)dt.

Exemples d’étude de fonctions définies comme intégrales : régularité, étude
asymptotique.

Extension au cas ou I'hypothése de domination est satisfaite sur tout segment
de J.
Classe €* d'une intégrale a parametre, sous hypothése d’'intégrabilité de

J
%(x. .) pour tout x de J si 0 < j < k—1 et domination sur tout segment de

ok f
ﬁ(x,.) .

< PC : transformée de Fourier.
< Sl : théoréme de la valeur initiale, théoréme de la valeur finale.
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Les fonctions étudiées en mathématiques jusqu’a maintenant étaient construites a partir d’'un petit nombre de fonctions dites usuelles
(puissances, exponentielles, logarithmes, cosinus, sinus, etc.) et d’opérations algébriques (combinaisons linéaires, produit, quotient, composée,

réciproque) ou analytiques (dérivation, intégration).

Les chapitres précédents ont permis d’étendre cette gamme de fonctions a I'étude de fonctions définies comme somme de série de

fonctions, ce qui sera poursuivi dans le chapitre Séries Entieres.

L’étude de phénomenes naturels en Physique, Chimie ou SlI conduit a I'utilisation de fonctions définies par des parametres dépendant

1 T
d’'un (et méme en général plusieurs) parametre. C’est le cas des fonctions de Bessel J;: x — —f cos(nt— xsint)dt, de la fonction Beta
TJo

1 +o0
B:(x,y)— f 11 - n¥~'dz, de la fonction T': fo e Tr*"1dr par exemple.
0 0

Le but de ce chapitre est d’étudier analytiquement ces fonctions. Il a été vu un résultat permettant de calculer des limites dans le chapitre
précédent : le théoréme de convergence dominée. Les résultats de ce chapitre résultent également d’une hypothése de domination qu'il

faut absolument maitriser.
De nombreux sujets de concours sollicitent ce chapitre.

Dans le cadre du programme, toutes les fonctions de ce chapitre sont a valeurs réelles ou complexes : IK désigne R ou C.

INTEGRALES A PARAMETRES - page 1



LYyCEe CARNOT - DIJON HTTPS://MPl.PREPA—CARNOT.F

XxI — K
Sif: , dans le but d’étudier g(x) = f f(x, t)dt, on notera pour t € I fixé,
(x,t) — f(x0 I

frixel— f(x,0)

I'application partielle associée, c’est-a-dire f; = f(:, 1), et

of
SEn= fix
sa dérivée en un point x lorsque cela a un sens, puis

akf

k
Srwn = P

sa dérivée d’ordre k en x.

| RAPPEL : LIMITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

On a déja vu (et admis) dans le chapitre précédent, le théoreme de convergence dominée pour les suites d’intégrale :

Théoréme : de convergence dominée

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions definies sur un intervalle 1, a valeurs réelles ou complexes.
On suppose

H1 Pourtout ne€ N, f;, est continue par morceaux sur I.
H2 La suite (f,,) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux.
H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € €, (I, R*) intégrable sur I telle que

vnelN, Vtel, |fu(0)|<¢@)
Alors

C1 Les f, et f sont intégrables sur I.

c2 [firez [ 1

et son extension aux parameétres réels, non obligatoire, via la caractérisation séquentielle de la limite, que I'on peut réécrire en utilisant les
notations de ce chapitre en I'appliquant a la famille (f(x,)) xey :
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Théoréeme : Extension du théoréme de convergence dominée

_ JxI — K
Soit I et J des intervalles, a € J éventuellement infini et f :

(x,5) — fx,0)
On suppose

H1 Pourtout x€ J, t— f(x,t) est continue par morceaux sur I.

H2 Pourtouttel, f(x, 1) — h(t) avec h continue par morceaux sur J.

H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € 6,, (I, R") intégrable sur I telle que

Ve, Yeel, |fe@|=|fx0|<p@)
Alors

C1 Les f(x,-) et h sont intégrables sur I.

C2 ff(x,t)dt—»fh(t)dt.
1 x=a Ji

Notons que la méme extension aux parameétres dans un espace vectoriel de dimension finie ne colte pas plus cher mais n’est pas
mentionnée dans le programme. Dans ce cas, il faut repasser aux suites de fonctions via la caractérisation séquentielle. Ceci dit, la probabilité
d’avoir besoin d’appliquer ce résultat dans autre chose que IR est nulle.

Exercice : Théorémes de la valeur initiale, de la valeur finale
Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, ayant une limite (finie) en +oco. On sait alors qu’elle est bornée. On définit, si

+00
x>0, F(x) :[ e‘”f(t) dz. Montrer que xF(x) a des limites en 0 et en +oc0, les calculer.
0

Changement de variable u = xt.

il CONTINUITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

Pour la continuité, nous pouvons considérer une intégrale dont le parametre est a valeur dans un espace vectoriel de dimension finie. La
variable d’intégration, elle, reste bien sir réelle.

Cela s’applique bien sdr, en particulier, au cas ou le parametre est réel.

Théoréme : Continuité d’une intégrale a paramétre

Soit X une partie dun IK-espace vectoriel normé E de dimension finie et 1 un intervalle réel et

XxI — K
On suppose
x0 — fx1

H1 Pourtout te I, f est continue par rapport a la premiere variable :
Vtel, x— f(x,t) estcontinue sur X.
H2 Pour tout x € X, f est continue par morceaux par rapport a la deuxieme variable :
VxeX, t— f(x,t) est continue par morceaux sur I.
H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € €,, (I, R") intégrable sur I telle que

VxeX, Vtel, |f(x,0]<¢p0
Alors

Cl g:x— f f(x, t)dt est définie et continue sur X.
I
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Démonstration

Montrer une continuité revient a calculer des limites. On va donc utiliser le théoréme de convergence dominée.
Soit a€ X, (Xp) pelN € XN telle que x;, — a. On veut montrer que g est bien définie et g(x,) — g(a).
La bonne définition de g est garantie par I'hypothése de domination.
Puis, en posant f;, = f(xpn,") 1 t— f(xp, 1),
e Pour tout ne€ N, f}, est continue par morceaux sur I vu H2.
o La suite (fy) converge simplement vers f(a,-) vu H1, continue par morceaux sur I vu H2.
e Onapebm(I,R")telleque VnelN, Vrel, |fu(n)] <) vuH3.

D’apres le théoréeme de convergence dominée, g(x,) = | fu()dt= | f(xp, )dt— f fla,vydt = g(a).
I I

Comme c’est vrai pour toute suite (x) tendant vers a, on en déduit par caractérisation séquentielle de la continuité que g est
continue en a. O

Théoréme : Extension par domination locale

Soit X une partie dun IK-espace vectoriel normé E de dimension finie et I un intervalle réel et

XxI — K
On suppose
(x,5) — f(x,0)

H1 Pourtout t€ 1, f est continue par rapport a la premiére variable :
Vtel, x— f(x,t) estcontinue sur X.
H2 Pour tout x € X, f est continue par morceaux par rapport a la deuxiéme variable :

VxeX, t— f(x,t) estcontinue par morceaux sur I.

H3 Hypothese de domination locale :

Pour tout x € X, il existe un voisinage V de x et une fonction ¢y € €, (I, R*) intégrable sur I telle que
VxeV, Yiel, |fx 0] <¢v()

ou bien si X <R : pour tout segment S de X, il existe une fonction ¢gs € €, (I, R*) intégrable sur I telle que
VxeS, Yiel, |f(x,0]|<ps()

Alors

Cl g:x— f f(x, t)dt est définie et continue sur X.
I

Démonstration

Alors g est continue au voisinage de tout point de X, donc sur X. O

Exercice : Transformée de Fourier

. +oo .
Soit f: R — K intégrable. Montrer que la fonction f: x — / e!*! f(1)dr est définie et continue sur RR.
—00

Exercice : Transformée de Laplace

+oo
Soit /: R} — K intégrable. Montrer que la fonction Z(f): x— f e *! f(r)dr est définie et continue sur R*.
0

Exercice : CCINP 50

+00 e—ZI
On considére la fonction F: x »—»f —dt.
0 X+t
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-

. Prouver que F est définie et continue sur ]0; +oo].
2. Prouver que x — xF(x) admet une limite en +oco et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oo, de F(x).

10; +oo[x[0; +oo +— R
o2t
X+

1. Notons f:
(x, 1)

(a) Vxe€l]0;+o00l, t— f(x, 1) est continue par morceaux sur [0; +ool.
-2t
(b) Vte[0;+o00], x— f(x,1) = i est continue sur ]0; +ool.
(c) Soit [a, b] un segment de ]0; +oo.
Vx € [a,b], Yt € [0;+00], |f(x, 0] <
[0; +o0l.

_ 1 _ . o "
e 2l gt @:t— —e 21 gst continue par morceaux, positive et intégrable sur
a

Q=

1
Eneffet. lim f2o(f) = - Sy
neffet, lim ¢(z) =0, donc ¢ (1) [—3—00([2)
Donc ¢ est intégrable sur [1, +ool, donc sur [0; +ool .

On en déduit que, d’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres,
+oo g2t
F:x— f dt est définie et continue sur ]0; +ool.
0 X+t

+00 x oy
2. YV x€]0;+ool, xF(x) :f —— e “'dr.
0 X+t

Posons V x € ]0;+ool, V £ € [0; +0ol, hx(f) = 5 e72".
i) V x €]0; +ool, t — hy(t) est continue par morceaux sur [0, +oo].
i) V€ [0;+0ol, lim hy(r) = e 2t

—+00

La fonction i : t— e~2! est continue par morceaux sur [0; +ocol.

iii) V x €]0; +00[, Yt € [0; +00l, |hx(t)] < e 2l et r— e2! est continue par morceaux, positive et intégrable sur [0; +ool.

Donc, d’apres I'extension du théoréme de convergence dominée a (hx) xe]0;+o00[»
+00 +00 +00 2 1
lim hx(t)dt:[ h(t)dt:f e ldr=—.
x—+oo Jo 0 0 2

Conclusion : _lim_xF(x) = 3.
X—+00

T : _1 ~ L
3. D’aprés 2., XHIPOOXF(X) = 3, donc F(x) B 35

— 400
+00 p—2U
Autre méthode : le CV u = x+ t donne F(x) = ezxf du ce qui redonne existence et continuité.
X
—2u —-2u
. L., e 2u+1 _ e 2u+1 _ . .
Puis, la dérivée de u — valant u — -———e 24 on « remarque » que = e 2% donc par intégration des
u u u—+oo 2y2
+00
- . o too 2y 41 e 2u 1
équivalents de fonctions positives dans le cas de convergence, F(x) ~ ezx/ 2—2e 2U gy = 2% | - 2 =5
X u u X

D’ou en particulier xF(x)

1
x—+oo 2°
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i DERIVABILITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

Pour pouvoir dériver, on revient a des parameétres réels.

Théoréme : Classe €' d’une intégrale a paramétre

JxI — K
Soit I et J des intervalles réels et f : On suppose
(x,8) — f(x1)
H1 Pour tout t€ I, f;: x — f(x,t) est de classe €' par rapport a la premiére variable x sur J, de dérivée
of
fix)= a(x, 1.

H2 Pour tout x € J, f est intégrable par rapport a la deuxieme variable (et en particulier continue par morceaux)
surl :
Vxe], t— f(x,t) estintégrable sur I.

of

H3 3% vérifie toutes les hypothése du théoreme de continuité :
X
of . .
H3 (1) |Pourtouttel, x — a(x, t) est continue sur J| DEJA DANS H1 !
of .
H3 (2) Pourtoutxe ], t— Ax (x, t) continue par morceau sur 1

0 .
H3 (3) Hypothése de domination globale ou sur tout segment de a—f : Eventuellement sur tout segment S,
X

il existe une fonction ¢ € €, (I, R*) intégrable sur J telle que
of
Vxejou§, Viel, a(x, 0| < P(1).

Alors

c1 g:x»—»ff(x, t)dt est de classe €" sur |
1

0 0
C2 Vxe], —f(x, -) est intégrable sur I et g'(x) =f —f(x, nde.
0x 1 0x

A Attention a I'nypothése H2, rendue nécessaire par I'absence d’hypothése de domination appliquée a f, souvent oubliée...
Il s’agit simplement de la bonne définition de g. Lintégrabilité de la dérivée est, quant a elle, automatique.

Démonstration

0
H3 (2) et H3 (3) assurent I'existence de f %(x, t)dz pour x € J et H2 assure celle de g.
I
8§ —gla f g(a, A
x—a x—a Jrox

Lidée est de nouveau d’appliquer le théoréme de convergence dominée. Soit (x,) € TN tendant vers a.
8lxn)—gla) :f fGn, - fla) _fGn0-flaD
-a I Xn—a '

Xn Xp—a

Montrons que, si a€ J,

dt. On pose hy (1)

e Pour tout n € IN, hy, est continue par morceaux sur I vu H3 (2).

of

o La suite (hy) converge simplement vers a(a,-) vu H1, qui est continue par morceaux vu H3 (2).

e Onagebm(I,RY)teleque VrelN, Vrel, |hy()]<$() vu H3 (3) via linégalité des accroissements finis, x — f(x, 1)
étant ¢(¢)-lipschitzienne a ¢ fixé au moins au voisinage de a.
D’apres le théoréeme de convergence dominée,

8 -8@ _ 1,000~ [ L apar
Xn—a I 10x

Par caractérisation séquentielle de la limite,

—(a, t)dt.

g(x)—gla) f@f
10x

xX—a X—a

0
Donc g est dérivable en a et g’ (a) :f a—];(a, r)dz.
I
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Comme c’est vrai pour tout a € J, g est dérivable sur J, g’ a I'expression voulue, et en appliquant le théoréme de continuité a
0
f %(u, 1)dt, on obtient que g est de classe €. O
I

Exercice : Utilisation pour le calcul de I'intégrale de Dirichlet

T s +too sin ¢
1. Montrer que I'intégrale généralisée I = dt converge.

0 t
AP *oo  esint -
2. On définit, si x > 0, F(x) =f e Tdt. Calculer la limite de F en +oo.
0
Xsint

3. Montrer que F(x) Py F(0), autrement dit que F est continue en 0. On pourra utiliser la fonction g: x — f Tdt.
x— 0

4. Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'.
5. En déduire I.

Exercice : CCINP 30

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

t

+00 2
2. Démontrer que la fonction f: x— f e " cos(xr)dr est de classe C! surR.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Résoudre (E).

1. Voir ci-dessus.

2. Onpose V (x, 1) € R x [0, +ool, u(x, 1) = e~ % cos(x1).
i) VxeR, t— u(x, t) est continue sur [0, +ool.
De plus, Vx € R, |u(x, 1) <e .

2 . 2 1
Or lim t2e”!" =0, donc, au voisinage de +oco, e~ ¢ = 0(_2)'
t—+o00 3
Donc, t — u(x, t) est intégrable sur [0, +ool.

" ou 2 .
i) V(x, 1) eR x [0, 400, a—(x, 1) =—te” " sin(xt).
7%
ou
-VxeR, t— a(x, 1) est continue par morceaux sur [0, +ool. .
0
-VYte[0,+00], x+— a—u(x, t) est continue sur R .
7%

-iii) ¥ (x, 1) € R x [0, +o0], < te_t2 = (1) avec ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur [0, +ool.

Gu(x 5
ox

1
En effet, tliIP 2 (1) = 0 donc, au voisinage de +oo, ¢() = o(=).
—+00

On en déduit que ¢ est intégrable sur [1, +oo[ et comme elle est continue sur [0, 1[, alors ¢ est bien intégrable sur [0, +ool.
Donc f est de classe 6! surRet :

+00 2
VxeR, f’(x):f —te” U sin(xf)dt
0

+00 2
3. (a) Ona,VxeR, f’(x):f —te” U sin(x) dt.
0
Procédons a une intégration par parties. Soit A > 0.

A

A 2. Ax 2
f —te " sin(xt)dt= —f —e " cos(xt)dt
0 0o 2

1 .2 .
—e sin(xt)
2 0

X
En passant & la limite quand A — +oo, on obtient f'(x) + Ef(x) =0.
X
Donc f est solution de I'équation différentielle (E) : ' + Ey =0.

X2

(b) Les solutions de (E) sont les fonctions y définies par y(x) = Ae_I, avec AeR.
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Théoréme : Classe ¢* d’une intégrale a parametre

JxI — K
Soit I et J des intervalles réels et f : et ke IN*. On suppose
(x5 — flx,0
H1 Pourtoutte I, f;:x— f(x,t) estde classe €* sur J, de dérivée d’ordre j notée 7 4 )(x) f (x, 1.

o7
H2 Pour tout entier j tel que 0 < j < k—1, pour tout xe J, t — 6—f(x, t) est intégrable sur 1.
xJ

ok
H3 a—f vérifie toutes les hypothése du théoréme de continuité :
okf
H3 (1) |Pourtouttel, x — 6—(x, t) est continue sur J| DEJA DANS H1 !
k
H3 (2) Pourtoutxe ], t— ﬂ (x, t) continue par morceau sur I
5%

of

H3 (3) Hypothese de domination globale ou sur tout segment de e - Eventuellement sur tout segment S,
x

il existe une fonction ¢ € €, (I, R*) intégrable sur J telle que

Pl
VxeJous, Vtel, —f(x,t) < ¢(D).

Alors
Ct g:x—»ff(x, t)dt est de classe €* sur |
I

o/ ) 0/
C2 Vje[l,k], VxeJ, —f(x,-) est intégrable sur I et g/ (x) = f —f(x, ndr.
ox/ 1 0x/

En 'appliquant pour tout k € IN, on obtient un théoréme de classe €°.

Corollaire : Classe ¥*° d’une intégrale a parameétre

JxI — K
Soit I et J des intervalles réels et f : On suppose
(x5 — flx0

H1 Pourtoutte I, x— f(x,t) estde classe € sur J.
H2 Pourtoutx€ J, t— f(x,t) est intégrable sur I.

o*f

H3 Pour tout k € IN* F Rk vérifie toutes les hypothése du théoreme de continuité :
X

6k
H3 (1) |Pourtouttel, x — 6—f(x, t) est continue sur J| DEJA DANS H1!
ok f
H3 (2) Pourtoutxe ], t— P (x, ) continue par morceau sur I
X
H3 (3) Hypothese de domination globale ou sur tout segment de —f : Eventuellement sur tout segment S,

il existe une fonction ¢ € €, (I, R") intégrable sur J telle que

o*f
Vxejous, Viel, |- 0| <.

Alors
C1 g:fof(x, 1) dt est de classe € sur J
1

k ak
C2 VkeIN*, Vxe]J, f(x ) est intégrable sur I et g® (x) = fa—]l:(x, Hdt.
dxk I 0x
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IV ETupE DE LA FONCTIONT (HP)

Un trés grand classique ! C’est quasiment du cours, a connaitre parfaitement.

Exercice

On définit

A e

. En effet, la fonction fy : t— e~

+00
I'(x) =/ e ‘¥ ldr.
0

Déterminer I'’ensemble de définition de I'.

Montrer que pour tout x >0, I'(x + 1) = xI'(x). Que vaut I'(n) pour ne IN* ?

Montrer que I' est continue sur son ensemble de définition.

Montrer que I" est méme de classe ¥ et exprimer ses dérivées sous forme intégrale.
Montrer que I'” > 0. Cela permet de montrer que I est une fonction convexe.

Montrer, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur [a,b], que (I')> < I'T” et en déduire que
(In(T))” >0 : on dit que I est In-convexe.

Montrer que I’ s’annule en un xj €]1,2[ et nulle part ailleurs.
On trouve numériquement que x, = 0,89 et I'(x() = 1,46.

1 A .
Montrer que I'(x) ~ — au voisinage de 0" et en déduire sa limite.
X

Déterminer la limite en +oo de T'.

. Tracer son graphe.

!#*=1 est continue (par morceaux suffirait) sur 10, +ool, positive (utile pour avoir le droit
d'utiliser des équivalents).
. —_ . . it x— 1 . R
o Intégrabilité sur [1,+ool : par croissances comparées, e ‘1 = .0 (t—z) On conclut donc par comparaison & une
—+00

intégrale de Riemann. Ici, pas de condition sur x.
o Intégrabilité sur ]0,1] : e Il ~Ot"_1. Or (Riemann encore, mais pas au méme endroit), — t*~1 est intégrable sur
—

10,1] si et seulement si x—1>—1,i.e. x>0.
Par intégration par parties, si 0 < a < A,

A tx
f e 1 1dr = [e‘t—
a X

_a AT
e A——>0
X A—+oco

t=A 1 rA
+_f et M
t=a XJa

Mais, par croissances comparées,

et de plus
_ga*
e ———0

X a—0
On en déduit, en prenant les limites quand a — 0 et A — +oo dans (1),

I'x)=0+ l1"(x+ 1)
X

Comme I'(1) =1, pour tout n > 1, I'(n) = (n—1).
On définit
R}x]0,4+00f — R
(x, 0 — el

Et on constate facilement que
 Pour tout x > 0, la fonction ¢t — f(x, t) est continue (continue par morceaux suffirait) sur 10, +ool.
« Pour tout ¢ > 0, la fonction x — f(x, t) est continue sur R .

Domination La domination, pour la continuité de T, est a la fois un peu technique et tres importante.
Soit K=[a,b],0<a<b.Ona

el s o<

Y (x, 1) € Kx]0, +oo] 0<e‘”tx‘l<{ —t b1
e 't

si t>1
Rien n’empéche une fonction « dominante » d’étre définie par morceaux. Si on n’aime pas, on peut aussi bien dire :
V(x, ) e Kx10, 400 e ltlge! (r“‘l + zh‘l)

ou encore

V(x, 1) € Kx]0,+00[ e frFlg e‘”max(t“‘l, tb_l)
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4. On reprend
Rix]0,+00] — R

(x, 1) — e fpxl

Et on constate facilement que f est indéfiniment dérivable par rapport a sa premiére variable sur son domaine de définition,
avec pour tout ke IN :
okf
oxk
En théorie, on peut ne dominer que la derniére dérivée partielle. .. mais il n’y en a pas! On domine donc toutes les dérivées
partielles.
Soit k € IN quelconque.

x, 1) — ¥ f(x, 1)

ok
 Pour tout x > 0, la fonction ¢ — a—k(x, t) est continue (continue par morceaux suffirait) sur 0, +ool.
x

k

e Pour tout ¢ > 0, la fonction x — 6—k(x, t) est continue sur R} .
X

Domination : Soit k€ IN. Soit K =[a,b],0<a<b.On a

okf

Y (x,t) € Kx]0,+ —(x,1)
( 10, +oof axk(

_ Indke tral s r<1
S lindke bl s r>1

(il faut bien sQr s’assurer que la fonction dominante est intégrable : en 0 on compare = P avec l-a<a<1eten +oo,0n

compare tiz).
Facile.

Appliquer Cauchy-Schwarz & f: t — Vix-Tle—t et g:t—In tV/txTet puis faire a — 0 et b — +oo.
Théoréme de Rolle, puis croissance stricte de I”.

xI'(x) =T(x+1) —T'(1) =1 par continuité.

© ©® N o o

La limite existe par monotonie et I'(n) = (n—1)! — +oo.

Exercice : CCINP 29
On pose : V x €]0, +ool, V £ €10, +ool, f(x,1) =e {t¥7 1,

1. Démontrer que : V x € ]0, +oo[, la fonction ¢ — f(x, t) est intégrable sur ]0, +ool.

+00
On pose alors : V x €]0, +ool, I'(x) =f e ¥ lgr.
0

2. Pour tout x €]0, +oo[, exprimer I'(x + 1) en fonction de I'(x).
3. Démontrer que I est de classe C! sur ]0,+oo[ et exprimer I'’/(x) sous forme d’intégrale.

1. Soit x€]0, +ool.
La fonction £— e~ t*~1 est définie, positive et continue par morceaux sur ]0, +ool.

1
flx, b o *lett— 1= T est intégrable sur ]0,1] (fonction de Riemann avec 1 — x < 1).
—

Donc, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, t— f(x, t) est intégrable sur10,1] . (*)

1
De plus, thr-P tzf(x, 1) =0, donc, pour t au voisinage de +oo, f(x, 1) = O(t_z)'
—+00

1
Or t— = est intégrable sur [1, +ool (fonction de Riemann intégrable).

Donc t— f(x, t) estintégrable sur [1,+oco[. (**)
Donc, d’aprés (*) et (**), t— f(x, t) est intégrable sur ]0, +ool.

A A
A Arat : —t X 34 _ —t . x1A —t x—1
2. Par intégration par partlesfg e 'tfdr=[-e7"r*], +xf8 e ¥ hdr.
On passe ensuite & la limite quand € — 0" et A — +oco et on obtient :
+00 +00
e ¥dr=x e ' dr.

0 0
C’est-a-dire I'(x + 1) = xI'(x).

3. i) pour tout x >0, t— f(x, ) est continue par morceaux et intégrable sur ]0,+oo[ (d’aprés la question 1.).

d
ii) V £ €10, +ool, la fonction x — f(x, t) est dérivable et V (x, 1) €]0, +oo[2,£(x, B =(0npne <1,

INTEGRALES A PARAMETRES - page 10


https://mp1.prepa-carnot.fr
https://mp1.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 26 MARS 2021

0
iii) Pour tout x>0, t— é(x, t) est continue par morceaux sur |0, +ool.

0
iv) Pour tout £ >0, x — é(x, t) est continue sur ]0, +ool.
v) Pour tout [a, b] <10, +ool et V (£, x) € ]0,+o0[ x [a, b] :

of

a(xr t)

Intle”fr%1 si re]o,1]
—ttb—l

< () avec ¢(1) = {

|Intle si te[l,+oo

avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur 10, +ool.

En effet :
a a

1__ —
0~ lntt* =g et lim ¢ 2@ () =1limt2|Int|=0.
@( )0+| nt| ¢1(1) tg})g @1(1) it [Inz|

Donc, au voisinage de 07, ¢1 () =0

a
1__
t 2
s . . a
Ort— 7 estintégrable sur ]0, 1[(fonction de Riemann avec 1 - > <1).
1__
t 2

Donc, ¢; est intégrable sur 10, 1[.
Donc, par critere d’équivalence pour les fonctions positives, ¢ est intégrable sur ]0,1[.  (*)

. 2 _
[Ergloot @(1)=0. :
Donc, pour t au voisinage de +oo, ¢(f) = 0(§)'

1
Or, t— = est intégrable sur [1, +oo[ (fonction de Riemann intégrable).

Donc ¢ est intégrable sur [1,+oo[.  (**)
D’apreés (*) et (**), ¢ est intégrable sur ]0, +ool.

D'ou, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, T est de classe € sur ]0, +ool.

+00
De plus, V x €0, +oof, I" (x) =f (npe 't 1de.
0
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