J. LAROCHETTE

VERSION DU 24 JANVIER 2021

Limites d’intégrales

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Passage a la limite sous l'intégrale

Théoréme de convergence dominée : soit (f;) une suite de fonctions conti-
nues par morceaux de I dans K convergeant simplement sur I vers une
fonction f continue par morceaux et telle qu'il existe une fonction ¢ positive
intégrable sur I vérifiant | f;;| < ¢ pour tout 7. Alors :

Extension au cas d’une famille a paramétre réel (f3) ¢y ou J est un intervalle
de R.

Théoreme d’intégration terme a terme :
Si (fn) est une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables sur
I, telle que la série an converge simplement vers une fonction f continue

par morceaux sur I et telle que la série Zf | fn(t)|dt converge, alors f est
I
intégrable sur I et

o0
ff(t)dr: Y | fa(odr.
1 n=0v1

Démonstration hors programme.
Lhypothése de continuité par morceaux de f, imposée par les limitations du
programme, n’a pas I'importance de I'hypothése de domination.

Démonstration hors programme.
Lhypothése de continuité par morceaux de la somme, imposée par les limita-
tions du programme, n’a pas l'importance de I'’hypothése de convergence de

Zfllfnl.
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INTERVERSION LIMITES ET INTEGRALES

1 Rappel : le cas de la convergence uniforme sur un segment

Théoreme : Interversion limite et intégrale par convergence uniforme sur un segment

Sia,beR, f:la bl — K et (f,), une suite de fonction de K!“?' tel que

H1 PourtoutnelN, f, estcontinue sur[a,b].

H2 La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f sur [a, b].

Alors
C1 f est continue sur [a, b]

b b
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Remarque

Un joli théoréme mais qui demande
o d’étre sur un segment,
» des fonctions continues dans le programme (mais continues par morceaux suffirait... sauf que le continuité par morceaux,
contrairement a la continuité, ne se transmet pas par convergence uniforme),
» de la convergence uniforme !
Donc, dans la pratique, il ne s’applique pas si souvent...

2 Théoréme de convergence dominée

Le but est d’intervertir limite et intégrale sur un intervalle quelconque.

Théoréme : de convergence dominée

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions definies sur un intervalle 1, a valeurs réelles ou complexes.
On suppose

H1 Pourtout ne N, f,, est continue par morceaux sur I.
H2 La suite (f,,) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux.
H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € €,,(I,IR*) intégrable sur I telle que
vnelN, Viel, |fu(0)|<p()
Alors

C1 Les f, et f sont intégrables sur I.

c2 flfn —— flf.

Démonstration

Hors-programme. O
Remarques
R1— «continues par morceaux » est une hypothése rendue nécessaire par le fait que nous ne savons pas intégrer autre chose.

R2— «a valeurs réelles ou complexes » est aussi une hypothese rendue nécessaire par le fait que lorsqu’on parle d’intégrales
ailleurs que sur un segment, on se limite aux fonctions a valeurs complexes.

R3 — «continue par morceaux » : déja, la convergence uniforme ne transmet pas la continuité par morceaux (elle transmet la
continuité), et ici on n'impose que la convergence simple, ce qui ne transmet vraiment rien du tout.

R4 — La fonction ¢ est nécessairement a valeurs réelles positives.

R5— Sur un segment, lorsqu’il y a continuité et convergence uniforme, pas besoin de domination. Mais dans ce cas, il suffit de
dominer par une fonction constante.

R6 — Lhypothése de domination donne directement I'intégrabilité, par comparaison, des f;;.

Exercice : Wallis

/2
Démontrer que la suite de terme général f sin” tdt converge, donner sa limite.
0

Définissons
10,7/2] — R
n-
t — sin”t
La suite (fy;) converge simplement vers 0. Lhypothése de domination est facile & réaliser :
Vn>0 Vtel0,m/2] |sin” #| < 1

Or la fonction ¢ — 1 est indépendante de n, et intégrable sur 10, 7/2[.
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Les fonctions f;, et la fonction 0 sont continues par morceaux, on peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée :

/2 /2
f fn—— 0=0
0

n—+oo Jo

Remarque

On rencontre beaucoup de suites monotones de fonctions (a ne pas confondre avec une suite de fonctions monotones : une suite
croissante de fonctions, c’est une suite (f,) telle que, pour tout n, f;, < fi+1, autrement dit pour tout n et pour tout x, f, (x) < fr+1(x)).

Si on ne sait pas par quoi dominer la famille f;,, on pourra donc essayer de dominer soit par la valeur absolue de la limite simple
de la suite (fy), soit par [ fyl (ou | fil...).

Exercice : Utilité de I’hypothése de domination

Définissons, sur [0,1], f,, continue affine par morceaux nulle en 0 et sur [ﬁ, 1], et prenant en 1 la valeur n + 1.

Etudier la convergence simple de (f;) et la convergence de (f[o . f”)ne]N'

Exercice : CCINP 25

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction r— ; est intégrable sur [0, +ool.

1+t2+ the™
dr

m. Calculer la limite de (un)

+00
2. Pour tout ne N, pose u, =f
0

1. :t— ————— est définie et continue par morceaux sur [0, +ool.
In 1412+ the! P ’

1
De plus, V £ € [0, +o0], N <——==¢(1).
e plus, V £ € [0,+0o, | fn(1)] PR

1
Or (1) Foller) ett— 7z est intégrable sur [1, +oo[, donc ¢ est intégrable sur [1, +ool.
(o 9)

Donc, par critére de majoration pour les fonctions positives, f;, est intégrable sur [1, +ool.
Or f, est continue sur [0,1] donc f;, est intégrable sur [0, +ool.

1
e site|0,1
1 +1t2 (28
2. i) La suite de fonctions (f;;) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par : f(¢) = 5 = sit=1
+e”
0 si te]l,+oo[

ii) Les fonctions f; et f sont continues par morceaux sur [0, +ool.

iii) V£ € [0,+00l, | fu(1)| < (1) avec ¢ intégrable sur [0,+00.
+00 +00
Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée, lim uy, = lim fu()dt = f(de.
n—+oo n—+oo J( 0

+00 1 dt T
Or tdt:f =—.
0 0 0o 1+12 4

. b4
Donc, lim wu;=—.
n—+oo 4

Exercice : CCINP 26

+00 1
Pour tout entier n > 1, on pose I, :f ——;dt.
o (1+13)

1. Justifier que I, est bien définie.
2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I;;) ;e\ -
(b) Déterminer la limite de la suite (I;;),,cy+-

3. Lasérie Y (-1)"I, est-elle convergente ?
n>1

Posons pour tout € IN* et £ € [0, +ool, f(f) = ——=;.
(1+17?)
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1.

2.

3.

vV nelN*, f, est continue sur [0, +ool.

De plus, |fn(t)| th

1
Orn>1,alors t— n est intégrable sur [1, +ool.

Donc, par regle d’équivalence pour les fonctions positives, f;, est intégrable sur [1, +oo] .
Or fn est continue sur[0, 1], donc f;, est intégrable sur [0, +ool.

1 1
a) Ve [0,+ool, < car1+1>>1.
(@) 1+ 2)n+1 = (1+t2)n =
En intégrant, on obtient : Y ne IN*, 1,41 < Ij,.
Donc (1) ,eN+ est décroissante.

(b) Remarque : (In) e+ €st décroissante et clairement positive ce qui nous assure la convergence de la suite (1) ;eN* -
Déterminons la limite de la suite (Iy) ,eN*-

i) VnelN*, f, est continue par morceaux sur [0, +oo.
ii) La suite de fonctions (fn),>1 converge simplement sur [0,+oco[ vers la fonction f définie sur [0,+oo[ par

0six>0
flo= ] .
1 six=0

De plus, f est continue par morceaux sur [0, +ool.

1
iii) V£ € [0, +0ol, Ve N*, | fn(n)] < T @(t) avec ¢ intégrable sur [0, +ool.

1 1
En effet ¢ est continue sur [0, +ool et ¢ (1) fodi Comme t— 7z est intégrable sur [1, +oo[, donc ¢ est intégrable sur
(e 9]

[1,+oo[. Comme ¢ est continue sur [0, 1], donc ¢ est intégrable sur [0, 1] donc sur [0, +ool.
Par le théoreme de convergence dominée on obtient :

11m In= hm fn(t)dt—f f(nder=0
0

et la suite (1) ,,ev+ @ pour limite 0.
D’aprés les questions précédentes, la suite (1) ,eN+ est positive, décroissante et converge vers 0.

Donc, par application du théoréme spécial des séries alternées, on peut affirmer la convergence de la série Z -D"I,.
n>1

Exercice : CCINP 27

—X

Pour tout 7€ IN*, on pose f, (x) = ¢ T etu,= fn (x)dx.

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f;,) sur [0, 11.

2. Soit a€]0,1[. La suite de fonctions (f;;) converge-t-elle uniformément sur [a,1] ?
3.
4

. Trouver la limite de la suite (u7) ;e N> -

La suite de fonctions (f;;) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

. Soit x€[0,1].

Six=0, fr0)=1.
. - e X1 .
Si x €]0,1], pour n au voisinage de +oo, f;(x) ot Z 2 donc nl—lgloofn(x) =0
On en déduit que la suite de fonctions (f;) converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie par :

0 sixe]0,1]
f(x)={

1 six=0
Soit a€]0;1[.
—a
VnelN*, Vxelall], |fnx)— fX)] = fnlx) < T (majoration indépendante de x).
7u
Donc sup |fu(0) - f(DI< T
tela,1]
e—a
Or nE+oom_0 donc nle t:};p |fn(l’) f(l')|:0

On en déduit que (fy) converge uniformément vers f sur [a,1].

Les fonctions f, étant continues sur [0, 1] et la limite simple f ne I'étant pas, on peut assurer qu'il n’y a pas convergence
uniforme sur [0, 1].
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4. i) Les fonctions f; sont continues par morceaux sur [0,1].
ii) (fn) converge simplement vers f sur [0, 1], continue par morceaux sur [0,1] .

iii) De plus, Yx € [0,1], | fn(x)| < e < 1=¢(x) avec ¢:[0,1] — R continue par morceaux et intégrable sur [0,1] .
D’aprés le théoréme de convergence dominée, on peut donc affirmer que :

lim wuy=

1 1
LHm nl—l»Toofo fn(x)dxzfO fx)dx=0.

3 Un découpage d’intégrale

Exercice

On peut démontrer la convergence vers 0 de la suite des intégrales de Wallis sans utiliser le théoreme de convergence
/2
dominée. On considére I, =f sin” tdt.

2

On remarque d’abord que I’on est sur un segment, mais qu’il n’y a pas convergence uniforme de la suite (sin”]ne]N sur
T

[o.3]
Tracons des graphes de ces fonctions :

y

On voit qu’elle concentre son intégrale au voisinage de B ce qui motive le découpage suivant
nelN,

: soit € > 0, pour tout

£

s
272 2 .
In:f sin” tdt+f sin” rdt.
0 n_E
2 2
En déduire le résultat.

On a, pour tout n,
sin” ¢t dt

€
Mais ’sin(g - 5)) < 1, donc il existe un rang N a partir duquel (g - —)s

e\ _€
i (Z-£) <.

2 2 2
Alors n > N = 0< I, <&, ce qui permet de conclure.

4 Extension du théoréme

En utilisant le théoreme de convergence dominée et la caractérisation séquentielle de la limite, on peut déterminer des
limites d’intégrale avec un parameétre qui n’est pas nécessairement un entier.

On peut donner I'énoncé suivant qui n’est pas a connaitre par coeur : dans la pratique, on peut repasser a la main par les
suites. Mais I'énoncé est trés proche du précédent!
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Théoréme : Extension du Théoréme de Convergence Dominée

Soit J intervalle, Ao € ] éventuellement infini.
Soit (f1) 1, une famille de fonctions définies sur un intervalle I, & valeurs réelles ou complexes.
On suppose

H1 Pour tout A € ], f) est continue par morceaux sur I.
H2 Pour tout x € I, f3(x)

- f(x) avec f continue par morceaux sur I.
X—A0

H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € 6€,,(I,R*) intégrable sur I telle que
VAe], Yiel, |fi(0] <o)
Alors
C1 Les f, et f sont intégrables sur I.

c2 [fi—]r

De nouveau, 'hypothése de domination donne directement l'intégrabilité, par comparaison, des f;.
Dans dans la pratique, on prend une suite (1,),, tendant vers A et on applique le théoréme de convergence dominée a

(fln)n

Exercice : Calcul de limite d’'une transformée de Laplace

Xl

+00
Montrer que f ] dt a une limite quand x — +o0; la calculer.
0

+ 12

limite nulle.

1
Domination par ,
P T 2

Exercice : Théorémes de la valeur initiale, de la valeur finale

Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, ayant une limite (finie) en +co. On sait alors qu’elle est bornée. On définit, si

+00
x>0, F(x) :f e_”f(t) dtz. Montrer que xF(x) a des limites en 0 et en +oc0, les calculer.
0

Changement de variable u = st.

Exercice : Utilisation pour le calcul d’une intégrale semi-convergente

. e T gint
Montrer que I'intégrale généralisée [ = —tdt converge.
0

o i
_yp SNt
et
t

+
On définit, si x > 0, F(x) :f dz.
0

Calculer la limite de F en +co. )
sint

X
Puis montrer que F(x) — F(0), autrement dit que F est continue en 0. On pourra utiliser la fonction g: x — f Tdt.
X— 0

Lorsque I'on saura dériver ce type de fonctions, cela nous permettra de retrouver la valeur de I : cela revient sous quelques
N N s . . . s q T
hypothéses a dériver sous le signe intégral, ce qui permet de montrer que pour x >0, F(x) = > — Arctan x.

Exercice : CCINP 50

+00 =21

@li%

On considére la fonction F: x Hf
0 X+t

1. Prouver que F est définie et-eontinte sur ]0; +ool.
2. Prouver que x — xF(x) admet une limite en +oco et déterminer la valeur de cette limite.
3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oo, de F(x).

o X
2. Yx€]0;+oo[, xF(x) :f — e “'dr.
0 X+t

Posons Y x € ]0;+ool, V £ € [0; +00[, hy(f) = 25 72!,
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i) V x €]0; +ool, t — hy(t) est continue par morceaux sur [0, +oo].
i) V7€ [0;+ool, lim hy(r) = e 2t
—+00

La fonction i : t— e~2! est continue par morceaux sur [0; +ocol.
i) V x €10; +o0[, Y € [0;+0ol, |hyx(£)] < e 2% et r— 72! est continue par morceaux, positive et intégrable sur [0; +ool.

Donc, d’apres I'extension du théoréme de convergence dominée a (hx) xe]0;+00[»
+00 +00 +00 2 1
lim hx(t)dtzf h(t)dtzf e ?ldr==.
x—+oo Jo 0 0 2

Conclusion : _lim_xF(x) = 3.
X—+00

3. Daprés 2, lim xF(x) =3, donc F(x) ~
X—+00 X

L
— 400 2X°

Exercice

Retrouver les résultats de I'exercice précédent a I'aide d’'un changement de variable.

Il INTERVERSION SERIE-INTEGRALE

1 Rappel : convergence uniforme sur un segment

Théoréme : Interversion série-intégrale sur un segment

Sia,beR, (fu)n une suite de fonction de E'*"! tel que
H1 Pourtout ne N, f,, estcontinue sur [a, b]

H2 La série de fonctions Z fn converge uniformément vers f sur [a, b]

alors

+00
C1 f=)_ fu estcontinue sur[a,b).
n=0

b
c2 ) f fn(H)dt converge
a

b +oo +00

b
C3 | ) fulndr= fa0)dt.
a n=0 n

—0Ja

2 Cas général

Théoréme : Interversion séries-intégrales

Soit (fu)nelw une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I de R, a valeurs réelles ou complexes.
On suppose

H1 La série Y f,, converge simplement sur I, et que sa somme Jio [fn est continue par morceaux sur 1.
n=0
H2 Chaque f,, estintégrable sur I.
H3 La série ) fI || converge.
Alors

c1 ) f fn converge
1

+00
C2 ) fn estintégrable sur I
=0

@ J(Gn)- 5w
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Démonstration

Hors programme. O

Remarque

On note en général Ny (fy) = f | ful. Lhypothese cruciale H3 s’écrit alors : ZNI (fn) converge. Y voir un parallele avec le

théoreme de Fubini (sommabilité).

f! Méthode : Interversion séries-intégrales

Par ordre décroissant de fréquence, on dispose de trois méthodes principales.

1. Le théoréme qui vient d’étre vu, avec la convergence de ZNl (fn)-

2. Si I =[a,b] estun segment sur lequel les f;; sont continues, on peut regarder si an converge uniformément.
Le plus agréable serait qu’elle converge normalement ¢, donc que ZNoo(fn) converge.

+00 e
3. Aucun des deux théorémes précédents ne s’applique. Posant alors S = Z fn, on écrit, pour tout n >0, S = fr + Rn avec
n=0 k=0
+00
des notations habituelles : R, = ) fi.
k=n+1
b

Si on montre, par exemple avec I'aide du théoréme de convergence dominée, que f Ry (n)dt — 0, c’est fini. (Pour cela il
a n—+oo
faut majorer |R;,(7)|, par exemple avec le théoreme sur le séries alternées...)
b
On peut aussi envisager d’appliquer le théoreme de convergence dominée a f Sn(0)dt, lorsque I'on peut estimer, voire
a
calculer |S;, (1)].

a. Et, en fait, lorsque c’est cas, comme Nj < (b— a) N, le théoréme précédent s’applique aussi, mais c’est plus long a rédiger.

Exemples
+00o t +00 1
E1— Montrer quef —dr= 5
0 et -1 n=1n
+00
E2 — On suppose que (ay) est une suite de nombres complexes telle que Y |ay| converge. On définit, sur R, f : t— Z apsin(pt).
p=1

4

1
Montrer que, pour tout m € INy, —f sin(m@) f()dt = am.
T J-m

+00 (__l)n

=2

n=0

+00
E3— Montrer quef
0

1+el n+l’

Exercice : CCINP 19

1
1. Prouver que, pour tout entier naturel n, f;,: t— t" In ¢ est intégrable sur ]0,1] et calculer I, :f t"Intdt.
0

+001

1
2. Prouver que f:t— e’Int est intégrable sur ]0,1] et que f ellntdr=- T
0 n=1 N

1. On pose, pour tout entier naturel r, pour tout ¢ €]0,1], f,(£) = t"Int.
Pour tout entier naturel n, f;, est continue par morceaux sur 10, 1].
1 1
Ona tz]|fu(0)l t—(»)O donc, au voisinage de 0, | f5 ()| = 0(_1)-
= 3
1 L . . .
Or, t— — est intégrable sur ]0, 1](fonction de Riemann intégrable).

t2
Donc f;, est intégrable sur 10,1].
De plus,pour x € ]0, 1], par intégration par parties :
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t"ling
n+1

1
fl n xn+llnx 1 xn+1
= dt= = + .
x n+1 n+1 n+1?%2 (n+1)2

1
f t"Intdt =
P

On en déduit, en faisant tendre x vers 0, que I, = —

(n+1)2°
+00 tn +00 t”lnt
VieR,e'= ) — donc,pourtout r€]0,1], f(£)= )
n= 0n n=0 n!
t"Int
Onpose:VnelN,Vre]0,1], gu(t) = T

i) Vne N, g, est continue par morceaux et intégrable sur 10,1] d’aprés la question 1.
ii) Zgn converge simplement sur ]0, 1] et a pour somme f.
i) f est continue par morceaux sur ]0,1].

.v>zf |gn(t)|dt—2f =t lge-y i

n!
Ona:VnelN,0<

De plus, )| ———

1
(n+12n!"

=)
1
<
(n+ 1)2n' (n+ 1)2

= ) —5et ) — converge.

2
(n+1) n>1n n>1

Donc, par critere de majoration des séries a termes positifs, Y. ( converge.
n

+1)2n!
Alors, d’apres le théoreme d’intégration terme a terme pour les séries de fonctions,

[ estintégrable sur ]0,1] et on a

1 8 1 +o00 1 t"lnt +00 In +00 1 +00 1
Intds = ndt = di= LS S R - —
f o Z &n(f) Z T = e 1) ,;O D+ D)
1 +oo l
C'est-a-dire, f ellnrdr=-Y —.
0 =1 nn!

Exercice : CCINP 49

+00
Soit Zan une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = Z lanl.
n=0
ant" _,
On pose : VnelN, Vte [0,+ool, fr (1) = U
1. (a) Justifier que la suite (a;) est bornée.
(b) Justifier que la série de fonctions }_ f;; converge simplement sur [0, +oo[.
+00
On admettra, pour la suite de I’exercice, que f : r— Z fn(t) est continue sur [0, +oo].
n=0
+00
2. (a) Justifier que, pour tout n € IN, la fonction g, : t — t"*e! est intégrable sur [0, +oo[ et calculerf gn(t)dt.
0

1.

2.

+00
En déduire la convergence et la valeur de f |f (0] de.
0

+o0 [ +0o0 an tn _p +00
(b) Prouver quefo > Te dt= Y an.

n=0 n=0

+00 fl

Rappelons que, Vx € R, Z — converge Z —=

X)'

(a) X ay converge absolument, donc converge S|mplement donc la suite (ay) converge vers 0 et donc elle est bornée.

Autre méthode : On remarque que Vrne N |a,| < M = Z lap|.

(b) La suite (ap) est bornée donc IKe Rt /VnelN,|a,| <K
Soit t € [0, +o0].

Ona:VneN, |fn (t)| K— Or la série Z — converge, donc an(t) converge absolument, donc converge.
On a donc vérifié la convergence simple de an sur [0, +ool.

(a) YnelN, gy, est continue sur [0, +ool.
De plus, tEI-Poo tzgn(t) =0, donc, au voisinage de +oo, gn (1) = 0(%).

Ort— tiz est intégrable sur [1, +oo[, donc gj, est intégrable sur [1, +ool, donc sur [0, +ool.
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+o00o
On pose alors : Vne N, I, =f gn()drt.
0

En effectuant une intégration par parties, on prouve que I, = nl,;_1.
On en déduit par récurrence que I, = nlly = n!.

Alors t— | f(2)| est intégrable sur [0, +oo[ car | ()| = Mgn(t)

s
Etonaf Ifr,(t)ldt:unlzlanl.
0 n!

(b) i) Yne N, f, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo[ d’apres la question 2.(a)
+00
ii) an converge simplement sur [0, +oo[ et a pour somme f = Z fn d’aprés 1.(b).
n=0
iii) f est continue par morceaux sur [0, +oo[ car continue sur [0, +oo[ d’apres la question 1.(b) (admis)

+00 +00
iv) Zf |fn()|de=Y"lanl et ¥ |an| converge par hypothése, donc Z[ | fn (1)| dz converge.
0 0
Alors, d’apres le théoréme d’intégration terme a terme pour les séries de fonctions, f est intégrable sur [0,+oo[ etona:

+o00 [ +oo an l’n ; +00 ant G +o00o an +00 n 5 +oo
“tldt= —e ‘dt= — t"e 'dt= —n' a
| z & >l > z -

n=0 n=0
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