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LA - Comme f+g estde classe € sur la,bletVnelN, (f+g)™=f"+g">0,| f+gest AM.
n
Comme f x g est de classe € sur]a, b[ et, d’apres la formule de Leibniz,Vne N, (fxg)" =) (Z)f‘k)g("‘k) >0, fxgest AM.
k=0

Si f,g sont CM sur la, b, f + g est de classe €° sur la, b[ et

Puis f x g est de classe € sur la, b[ et, d’apres la formule de Leibniz,

VrelN, D"(f+8" =D"f"+(-1"g"™ >0,

n n
VnelN, -D"(fxg"”=-n"y, (Z)f”‘)g‘”‘k) =2 (Z)(‘Dkf(k’(—1)”‘kg("—") >0,
k=0 k=0

f x gestCM.

LB - Soit f est une fonction AM sur ]a, b[. Alors e/ € €®(a, b.
Montrons par récurrence forte sur n€ IN que VnelN, (expf )(") >0.
Sin=0,expf>0.

Si, 'hypothese est vraie jusqu’a un n > 0, alors

n nn ’ n " [n n—
(expf)( o ((exp ) )( ) = (f expf)( ) = Z (k)f( k“)(expf)(k) >0
k=0

d’apres le caractere AM de f et 'hypothese (forte) de récurrence. Ce qui établit la récurrence.

Finalement, | exp f est AM.

I.C- Comme f est € sur la, b, g est € sur | — b, —a[ par opérations.
De plus, par récurrence sur n,ona VvV x€] - b,—al, g™ (x)=(-1)"f"(-x) soit Vx€la, b, f™(x)=(-1)"g" (-x).

Donc (f est AM sur ]a, b[ si et seulement si g est CM sur | - b, —a[)

(n=1)!

LD.1) Ona -Inde classe € sur ]0,1[ et on démontre par récurrence (il faut la poser!!) que si n> 1, (~In)"™: x — (-1)" P

Onadonc (-1)°(-In)® =—-In>0sur]o,1[etsin>1,
(n-=1)!

xVL

™) = (-D"

>0

sur ]0,1[. D’ou (— In CM sur 10, 1[)

1.D.2)

(i) f>0,g=Inf:x——3(In(l+x)+In(1-x)).| g€€>(0,1]) |par opérations.

(n=-1!( (=" 1
+

* (n) =
Vel g8 =——|qgron T a 0"

) comme a la question précédente.

Corrigé Maths 1 MP Centrale 1998 - page 1



(i) g>0carVxel0,1[, f>1.
m-DN(A+0"+=D"A1 -0

2(1—x2)n

Puis, si ne IN* et x€]0,1[, g("] (x) = > 0: c'est immédiat si n est pair, et c’est dti a la croissance de
X — X" sur R* sinon.

Donc g est AM sur 10,1, puis, d’apres 3., (f est AM sur ]0, 1[)

I.D.3) Arcsin > 0 et dérivable sur ]0,1[ et Arcsin’ = f.

Vu la question précédente, @rcsin est AM sur 10,1 [)

I.D.4) tanestde classe € sur |0, Z| et, par récurrence, tan'” = tan = py(tan) avec pg = X € IN[X]. Si pour un n >0, tan"” = p ,(tan)
avec p, € N[X],
tan*) = (tan("))' =tan’ p),(tan) = (1 + tan®) p/, (tan) = p, (tan)

avec ppi1 = (1+ X?)p), € N[X] car la dérivée et le produit de polyndmes a ccefficients entiers naturels sont bien des polyndmes a
ccefficients entiers naturels. Ce qui établit la récurrence.

n
Pour tout n € IN, tan™ = p,,(tan) sur ]O, > [, ol p, € N[X].

T . b3
Comme tan > 0 sur ]0, 5 [, on en déduit que | tan est AM sur ]0, 3 [

LE.1) f>o0etf'>0donc f estcroissante et minorée. D’apres le théoreme de la limite monotone, El existe A € R tel que A =lim fj
a+

fe€'(a, b)), f€€°(a, b)) et comme ci-dessus, f’ a une limite en a*. D’apres le théoréme du prolongement ¢! (limite de la

dérivée),| fe € (la,bD.

Donc (f est dérivable a droite en a et f' est continue a droite en u)

LE.2) On applique le raisonnement qui précéde par récurrence car chaque f est encore AM sur ]a, bl.

G € 6 ([a, b)) et pour tout n f"(a) > (D par passage des inégalités a la limite.

( / ) P n
C’est faux en b | en général : par exemple pour tan en >

(Suite du corrigé de Ph. Chateau)
LF

LE1 pestcroissantecar f< g=g-f>0=>u(g-f) > 0= u(f) <ulg.
=IfI< fF<Ifl, donc —u(f1) < p(f) < pdfD.

LE2 f < foll flloo, donc p(f) < p(fo)l flloo-

LE3 e, > 0= fi(x) = u(ex) = 0.

x<y=ex>ey> fix) > ay).
y

Six<y 0<e ¥ -V = f te " du< ye " (y-x) < be @ (y—x),donc Vux, y, llex—eylloo < be’”zlx—yl.
X

Par suite, |fi(x) — Z(y)| < p(fo)llex — eyl < ,u(fo)be_“2 |x - yl, donc fi est lipschitzienne, donc continue.

LE4 x<y=enx2>eny=>Px) 2 Py).
Par convexité de 'exponentielle, ona e™ >1-u.

00 (_u)n 00 ul™ |yl LLZ
0<e “~1+u=Yy <2y AU 2 W o 2y > 2m,
= nl =0 (n+2)! o 2n! 2
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Gx+h) —p(x) + h(ens1,x) = p(f) avec f(£) = t"e ! (e”" —1+ ht). Pour t€ [a,b], 0< f(1) < t"e e h2¢2/2 < Ch?, o1 C
P(x+h)—d(x)
h

LE5 Par récurrence, fi est de classe C" et i (x) = (~1)"u(ep,x). Il est du signe de (-1)", donc fi est CM.

est une constante, donc

+ plens+1,x) | < u(fo)Clhl n 0, donc ¢ est dérivable et ¢ (x) = —p(en+1,x)-

I.LE.6 Sion prend u;(f) = f(c) (ol c € [a, b]), on obtient fi; (x) = e *.

—-ax _ e—bx

b
Si on prend pa (f) :f f(t)dt, on obtient fiy(x) =
a

Partie 11

II.A

n+1

IL.A.1 Par Taylor avec reste intégral, R, (f,x) = f S f D de=
n(f x) < Bnf,y)

n

f(l w)" fO (xu) du. f*) étant croissante, si

0 < x< y, on déduit de la geme égalité que

Par formule de Taylor-Young, R,(f, x)/x" tend vers 0 lorsque x tend vers 0.

II.LA.2 D’apres A.1, Ry(f,x) >0 sur [0, b[ donc la somme partielle de la série & termes positifs Y —— o (0)

elle converge donc et sa somme g(x) est inférieure a f(x).

x" est majorée par f(x),

Rn(f,x)<Rn(f,y)<f(y) q

xn ~ yn ~

II.A.3 Pour x € [0, b[, on choisit y tel que x<y<b. Ona 0 <
Ru(f,x) — 0, donc g(x) = f(x).

oum)<1mtﬁx)<(§) F), dott

|n+1

1 n+l pl1
I1.LA4 Sixe]l-r0[|R,(f,x)|< | f A—w) " fD (xw) | du < 'xlnl f (1—w) f" D (1xlw)| du = R, (f,]x]), donc R, (f, x) tend
' Jo ' Jo
vers 0 quand n tend vers +oo, donc f est somme de sa série de Taylor sur | —r,r[.

ILB On pose h(x) = f(x+a) pour x € [0,b—a[. h est AM donc somme de sa série de Taylor sur [0,b— al, ce qui donne

f(n)( )

(x—a)" sur [a, bl.

fx)= Z

II.C » Chacun des termes de la somme précédente est positif, donc si f(xp) =0, tous les termes de la somme calculés en x, sont
nuls, d’ot1 Vn, f(a) =0, donc en réutilisant B, f est nulle sur ]a, b[.
o fP) est AM, donc si elle admet un zéro, elle est nulle, donc f est polynomiale de degré < p — 1. Inversement, toute fonction
polynomiale de la forme ZZ;& cr(x—a)k, avec Yk, c; >0, convient.

Partie II1

IILLA A}(f) est définie sur ]a, b — nh[ (cet intervalle pouvant étre vide).

IIL.B Ay =Ty —id. Les deux endomorphismes T, et id commutent, donc par formule du binéme, A} = Z (-D"*" k( ) , ce qui

donne le résultat car T}’;( ) = f(x+kh).

III.C On remarque que si f est AM, alors Ay (f) est AM (sur son intervalle de définition). On en déduit par récurrence que AZ( b
est AM pour tout entier n, en particulier A} (f) est une fonction positive. (inutile d"utiliser I'indication)
II1.D

IIL.D.1 f >0 (prendre n =0, bien que 1'énoncé soit ambigu)
f est croissante car Ay,_(f)(x) = f(») - f(x) > 0 pour tout x, y tels que y > x.

n n oS4 kj tf )
LD.2 ¥(5)=)_ (Z) M=y (—1)”_k(’;) (Z —') Y 8t/ (l'interversion des sommes ne pose pas de probleme car
k=0 k=0 j=0 J: j=0
la somme externe est finie).
¥ est DSE sur R et ¥(¢) o t", donc les coefficients du développement de degré j < n—1 sont nuls et celui de degré n est

égalal, dou Sj=0pour j<n-letS,=1
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no W (xg) oo
IIL.D.3 Pour tout entier k, f(xo+kh)=)_ Tk] ! +o(h™), d’ou
o

noo n Kl nooL

A(f)(x) = thff(f’ (x0) (kzo(—l)”"“(Z) 7) +o(h™ = ZO W D (x0)S; +o(h™) = h" £ (x0) + o(h™). Cette expression est posi-
Jj= = : Jj=

tive pour tout h positif au voisinage de 0, donc en divisant par k" et en faisant tendre h vers 0, on obtient que £ (xo) >0,

pour n et xy quelconques, donc f est AM.
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