J. LAROCHETTE

VERSION DU 14 DECEMBRE 2020

Suites de fonctions

Extrait du programme officiel :
Lobjectif de ce chapitre est triple :

— définir les différents modes de convergence des suites et séries de fonctions ;

— étudier la stabilité des propriétés des fonctions par passage a la limite ;

— énoncer deux théorémes d’approximation uniforme choisis pour leur intérét intrinséque, les applications qu'ils offrent et l'interprétation qu’ils permettent

en termes de densité.

En vue des applications aux équations différentielles linéaires, les fonctions considérées sont a valeurs dans un espace normé de dimension finie. Dans la

pratique, on se limite pour I'essentiel au cas de fonctions a valeurs dans R ou C. On peut commencer par traiter le programme dans ce cadre et expliquer

brievement I'extension au cas général.

Dans ce chapitre, les fonctions sont définies sur une partie A d’un espace vectoriel E de dimension finie et a valeurs dans un espace vectoriel normé F de

dimension finie.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple sur A.

Convergence uniforme sur A. La convergence uniforme entraine la conver-
gence simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation de la convergence uniforme sur A
en termes de norme.

b) Continuité, double limite
Si les uy sont continues en a et si (u;) converge uniformément vers u sur
un voisinage de a, alors u est continue en a.

Toute limite uniforme de fonctions continues sur A est continue sur A.

Théoreme de la double limite : soit (u#;) une suite de fonctions de A dans F
convergeant uniformément vers u sur A, et soit a un point adhérent a A; si,
pour tout n, u, admet une limite ¢, en a, alors (¢;) admet une limite ¢ et

u(x) xjk”ﬂ'

Adaptation au cas ou la convergence est uniforme au voisinage de tout point
de A.

Démonstration non exigible.
Adaptation, si Ac R, aux cas ol a = +oo et a = —oco.

c) Intégration d’une limite uniforme sur un segment

Soit (#,) une suite de fonctions continues définies sur l'intervalle I de R et a
valeurs dans F, a un point de I. On suppose que (uy) converge uniformément
sur tout segment de I vers une fonction u. Pour ne€ IN et x € I soit

x x
Un(x)=f Up, U(x):f u.
a a

Alors (Up) converge uniformément vers U sur tout segment de 1.

En particulier, si (u;;) converge uniformément vers u sur le segment S, alors :

[ [
S S

d) Dérivation d’une suite de fonctions

Soit (1) une suite de fonctions de classe €' sur un intervalle I de R, &
valeurs dans F. Si (uy,) converge simplement sur I vers une fonction u, et si
(uh,) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction v, alors
(up) converge uniformément vers u sur tout segment de I, u est de classe
€L surletu =v.

Extension aux suites de fonctions de classe &k, sous I’hypothese de conver-
gence simple de (ui{)) pour 0 < j < k—1 et de convergence uniforme de
(u(nk]) sur tout segment de 1.

e) Approximation uniforme

Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux sur un segment
par des fonctions en escalier.

Théoréme de Weierstrass :
toute fonction continue sur un segment y est limite uniforme de fonctions
polynomiales.

Démonstration non exigible.
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KK désigne R ou C, I est un intervalle de R contenant au moins deux points, X une partie non vide R.

CONVERGENCES SIMPLE ET UNIFORME

1 Convergence simple

Définition : Convergence simple

Soit f: X — KK et (f,)» une suite de fonctions appartenant a IKX.
On dit que (f;,),, converge simplement sur X vers f lorsque pour tout x € X, f,(x)

f.

f(x).

n—+oo

On note alors f;,

n—+oo

Remarque

Cest-a-dreVxeX, Ve>0, ANy €N, Vn > Nyg,

fn0)-fo)|<e.

Exemples

n+x . 1
E1— frnixeR} — converge simplement vers f:x— —.
X

1+ nx
On remarque que les f; sont bornées mais pas f.

E2— gu:x€[0,1] — x" converge simplement vers g = 1;.
On remarque que les g, sont continues mais pas g.

2
E3 — On considére pour n > 2, hy, affine par morceaux telle que h;,(0) =0, hy (%) =nethyx)=0si - <x<1.
1
La courbe a une forme de triangle afin de remarquer que f hp()de=1.
0

1 1
Alors hy, _cs 0 et on remarque que f hy () dt %—»f 0dtr=0.
n—+oo 0 n—+oo Jo
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2 Convergence uniforme

r -

Définition : Convergence uniforme
Soit f: X — KK et (f,,),, une suite de fonctions appartenant & IKX.
On dit que (f), converge uniformément sur X vers f lorsqu’on peut choisir le N, . de la définition précédente
indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, AN, €N, Va2 N, VxeX, |fulx)-f0)|<e.

cu
On note alors f,, —— f.
n—+oo

Remarque

Graphiquement, a partir d’'un certain rang, la courbe de f;, se situe dans la bande délimitée par les courbes f—¢ et f +¢.

La convergence uniforme implique la convergence simple.

Démonstration

Sion a un N qui convient pour tous les x, alors pour tout x , on a un N qui convient. O

cu

n—+oo

fn [ si et seulement si les & partir d’'un certain rang les fonctions f,,— f sont bornées sur X et || f, — f| ., — 0.
Remarque

Mais rien n’indique que les f;, soient bornées a priori. Par exemple, f;, : x— e* + — converge uniformément vers exp et aucune
n
de ces fonctions n’est bornée.

Lemme

Si les f,, sont bornées et si elles convergent uniformément vers f, alors f est bornée.

Démonstration

Avec e=1,onaunrang N €N & partir duquel Vx € X, |f(0)]—|f)| < |fr@x)-fx)]<1.
En particulier, pour tout x € X, | f(x)| < | fv(x)] +1. O

Si les fonction f,, : X — K sont bornées et f : X — K, alors

S = = oo i 0= s .

n—+00 X0 p—o+o0 n—+oo

Démonstration

C’est bien la méme définition. O
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Si fr - c+s [ ets’il existe (xp)n € XN telle que fn(x,) — f(x,) 7~ 0, alors la convergence n’est pas uniforme.
—+00
Démonstration
Si la convergence est uniforme, alors les fy, — f sont bornées et || fir — f ||, — 0. Or | fu(xn) = F ()| < || fro = fl oo - O

fg Méthode : Etudier la convergence uniforme de (f;,),,

» On étudie la convergence simple et on note f la limite.
o Puis pour prouver qu’il y a convergence uniforme :
* Soit on cherche a déterminer | f — f|| ., Par exemple en étudiant les variations, puis on montre que || i, - f ||, — 0.
* Soit on majore uniformément les |fn(x) —f(x)|, c’est-a-dire qu'on cherche a;, — 0 indépendant de x tel que
VxeX, |fn)-f0)|<an.
e Ou, pour prouver qu’il n’y a pas convergence uniforme :
* Soit les (f)» sont bornées mais pas f.
* Soit trouver (x,), telle que fy,(x,) — f(xn) /0.

Exemples

E1— On reprend les mémes exemples. Pour le premier, il n’y a pas convergence uniforme car f n’est pas bornée alors que les f;, le
sont.

E2— gn:x— g". Alors ||gn— g, =1 0ubien g, (1—1/n) - g(1—-1/n) — e #0. I n'y a pas convergence uniforme.
E3— h;y(1/n)—h(Q/n)=n+0.

Exercices
Ex1— CCINP 11

1. Soit X une partie de R, () une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction f.
On suppose qu'il existe une suite (x,) ey d'éléments de X telle que la suite (fy, (xy) —f(x,,))ne,\I ne tende pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (f3,) ne converge pas uniformément vers f sur X.
sin (nx)

1+n2x2’

(a) Etudier la convergence simple de la suite ().

2. Pour tout x € R, on pose fj(x) =

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f3;) sur [a, +ool (avec a > 0), puis sur 10, +ool.

Ex2— CCINP 13

1. Soit (gn) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quelconque.
On suppose que, pour tout n €N, g, est bornée et que la suite (g,) converge uniformément sur X vers g.
Démontrer que la fonction g est bornée.

2. Pour tout entier naturel n non nul, on consideére la fonction f;, définie sur R par :

Sx si |xI<
fn(x):

S

si|x|>

Sl= 3=

==

Prouver que la suite de fonctions (f3;) converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R?
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3 Convergence uniforme locale

On suppose que X est une réunion d’intervalles.

Remarques

R1— Soit f: X — K, (fi)» une suite de fonctions appartenant a K xpeX.

La suite de fonctions (f;;)» converge uniformément vers f au voisinage de xy lorsqu’il existe un voisinage de xg sur lequel
(fn)n converge uniformément vers f, soit, de maniere équivalente, s'il existe n > 0 tel que (f,),, converge uniformément vers
f sur Xnlxo —n, xo +nl.

Bien s(r, si (f;;), converge uniformément vers f sur X, elle converge uniformément vers f au voisinage de tout point de X,
mais, malheureusement, la réciproque est fausse.

R2— Lorsque X n'est pas majoré, la suite de fonctions (f;;);, converge uniformément vers f au voisinage de +oo lorsqu'il existe
un voisinage de +oo sur lequel (f3;); converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente, s'’il existe a > 0 tel que
(fn)n converge uniformément vers f sur [a,+ool.

Si la suite (f,,), converge uniformément vers f sur tout segment inclus dans X, alors elle converge uniformément
vers f au voisinage de tout point de X.

Remarque

La convergence uniforme sur tout segment n’implique pas non plus la convergence uniforme sur X, ni la convergence au voisinage
des bornes ouvertes de X.
De plus, la convergence uniforme sur tout segment n'implique pas la convergence uniforme au voisinage de +oo.

Exemple

gn : x— x"" converge uniformément vers la fonction nulle sur tout segment de [0, 1[, mais pas sur [0, 1] comme déja vu.

Il CONTINUITE ET LIMITE

1 Continuité

Théoréme : Limite uniforme de fonctions continues

Soit f: I — K, (fu)n une suite de fonctions appartenant a K', xy € 1. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est continue en xy.
H2 La suite de fonctions (f,,),, converge uniformément vers f au voisinage de x.
Alors

C1 f est continue en xy.

Démonstration

Soit > 0 tel que (f,), converge uniformément vers f sur In]xg—n,xp +n[=V.

Alors, si x € I tel que |x—xol <net ne N, | f(x) = f(x0)| < |f(x) = fn)|+]fn(x) = frn(x0)| + | fu(x0) — f(x0)]-

Soit € > 0. La convergence uniforme de (f;)» vers f au voisinage de a fournit un rang N a partir duquel, pour tout x € V,
[0 = fr®)] < g C’est donc le cas pour x = xg.

En prenant n = N, la continuité de fy, fournit un & > 0 tel que sur In]xo — &, xo + 81, | fiv(x) — v (x0)| < §
Ainsi, si |x— xg| < min(,8), | £(x) - f(x0)| < e.
Cela prouve bien que f(x) — f(xo). O

—X0
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Corollaire

Soit f: I — K, (fu) une suite de fonctions appartenant a K'. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est continue sur |.

H2 La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f au voisinage de chaque point de I (donc sur tout
segment inclus dans I suffit).

Alors
C1 f estcontinue sur I.

fg Méthode : Pour montrer qu’on n’a pas uniforme continuité...

Il suffit que les f; soient continues mais pas f.

Exemples

E1— gpn:x— x"surl0,1].
E2— CCINP9:

1. Soit X un ensemble, (g5) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,) vers la fonction g.

n+2 —
¢ cos (v/nx).

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)-
(b
(

)
)

c) Soit a > 0. La suite de fonctions () converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[ ?
)

2. Onpose fu(x) =

La suite de fonctions () converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[ ?

(d) La suite de fonctions () converge-t-elle uniformément sur 10, +oo[ ?
Solution :
1. Cours.
2. (a) Limite simple : 1.

(b) Continuité.
(c) Oui.
(d) Non:fn(%ﬁ)—f(%ﬁ)f»o.

2 Théoréme de la double limite

Théoréeme : de la double limite

Soit f: 1 — K, (fu) une suite de fonctions appartenant a K, (by,),, € KN et a € T éventuellement infini. On suppose
que

H1 (f,), converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 PourtoutnelN, f;,(x) — by.
Alorsona beK tel que
C1 b, — b
C2 f(x) — b

Autrement dit, les limites existant bien : )lcli‘l}z (nlier I (x)) = nlier (chllré fn(x)).
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Remarque

ALorsque a est une borne ouvert de I, une convergence uniforme sur tout segment ne suffit pas!

Démonstration

Non exigible. On traite le cas ou a est fini.

Si a € I, on est ramené au théoréme de continuité.

Sinon, l'idée est de prolonger par continuité les f;; en a en posant fj(a) = by, pour voir appliquer le théoreme précédent. Pour
cela, on va commencer par montrer que (by) converge. On commence par montrer qu’elle est bornée pour appliquer le théoreme de
Bolzano-Weierstral3.

Soit V un voisinage de a sur lequel (f3;), converge uniformément.

SineNetxeInV, byl <|bp— fa@|+|fnx) - fO)]+|fx)].

On aunrang N a partir duquel | f(x) — f(x)| < 1.

On suppose dorénavant que n > N.

On a aussi un voisinage Wy, de a sur lequel |by, — f(x)| < 1.

En prenant x, € InV N Wy, on tire [bul <2+ | f(xa)|-

Mais comme les f; convergent en a, elle sont bornées au voisinage de a donc par convergence uniforme, f est aussi bornée
(disons, par M) au voisinage de a.

On obtient donc, pour n > N, |by,| <2+ M et donc (by) est bornée.

Par théoreme de Bolezano-Weierstraf3, on en extrait une suite convergente : by () — b.

On montre alors que by, — b.

OrpournelNetxel,

Ibn = bl < |bn = fn ()| + | fn(0) = )| +| £ = oy O] + | foprmy () = Bipmy | + [Bp(my — B -

Soit € > 0.
On a un voisinage V' de a sur lequel, & partir d'un rang N, |fu(x)— f(x)| <
| fpm () = f0)| < §.
ol ol
Puis des voisinages W}, et W;, de a sur lesquel | by — fn(x)] < 5 et |by(n) — fo(m ()| < 5 respectivement.

t o
o Comme ¢(n) > n, on a alors aussi

£
Puis un rang N’ & partir duquel |by () — b| < =

Finalement, en prenant n > max(N, N') et xe In V' n W}, n W}/, alors tire |b, — bl < &.

Ainsi, b, — b.
On prolonge les fj, par continuité en a en posant f,(a) = by, et on pose f(a) = b. Les f;, ainsi prolongées sont continues en a et
convergent uniformément vers f (pas de probléme en a car b, — b), qui est aussi continue a, donc f(x) - b. O

fg Méthode : Pour montrer qu’on n’a pas uniforme continuité...

Il suffit d’avoir a tel qu’on n'ait pas lim ( lim fn(x)) = lim (lim In (x)) alors que ces limites existent.
X—a\n—+oo n—+oo\x—a

Remarque

La convergence sur tout segment ne suffit pas si a ¢ I (mais lorsque a € I, c’est simplement la continuité en a.)

Exemple

gn:x— x""en a=1:le résultat ne tient pas malgré la convergence uniforme sur tout segment.
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Il INTEGRATION

Théoreme : Interversion limite et intégrale

Sia,beR, f:la bl — K et (f,), une suite de fonction de K'“?' tel que
H1 Pourtout ne€ N, f,, est continue sur [a, b]

H2 La suite de fonctions (f;,), converge uniformément vers f sur [a, b]
alors

C1 f est continue sur [a, b

czf fa(tyde — /f(t)dt
a

Démonstration

On suppose a < b quitte a multlpller par —

U fn(Odt- ff(t)dt f|fn(t) f(t)|dt<(b | fn-fllog——0

5 O
© ntoo

f! Méthode : Pour montrer qu’on n’a pas uniforme continuité...

b
Il suffit qu'on n’ait pas[ fa(n)de
a n—+

b
f fde.
—+00 a

Théoreme : Convergence uniforme de primitive

Soient f: I — K et (f,),, une suite de fonction de IK!, a € I. On suppose que
H1 Pourtout ne N, f; estcontinue sur I.

H2 La suite de fonctions (f,,),, converge uniformément vers f sur tout segment de I.
X
Alors on pose F, : x — f fn(®)dt I'unique primitive de f,, qui s’annule en a et
a

P
C1 f estcontinue sur I donc F: x — f f(©)dt unique primitive de f qui s’annule en a existe bien,
a

C2 (F,), converge uniformément vers F sur tout segment de I.

Démonstration

Sur un segment [b, c] de I, on note m = min(a, b, ¢) et M = max(a, b, c). On calcule

|gn(x) — g0 <lx=al|| fo = oo < M=m) | fa = Flloo,im,an = ©

d’ou la conclusion.

Remarque

En fait, le premier théoréme est une conséquence du second, en prenant I = [a, b], on obtient bien g5 (b) .

—+00 g(b).
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IV DERIVATION

Théoréme : Interversion limite et dérivée

Soient f:1— K et (f,), une suite de fonction de IX!. On suppose que
H1 Pour tout ne N, f, de classe €' surI.
H2 La suite (f,,), converge simplement vers f surI.

H3 La suite (f}), converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction h.

Alors
C1 f estde classe €' surI.
C2 f' = h clest-a-dire (lim f,)' =lim f}.
C3 (fu)n converge uniformément vers f sur tout segment de I.
Remarque

Vrai avec I'hypothése plus faible de dérivabilité des f;;, mais hors-programme.

Démonstration

o Le théoréme de transfert de continuité nous donne déja la continuité de g sur I (avec H1 et H3).

e Soitael.Onpose gn:x— fxf,’l(t)dt =fux)-ful@)etg:x— fx h(t)dt. D’aprés le théoréme précédent, (g,) converge
uniformément vers g sur tout gegment de I, donc en particulier con(\l/erge simplement vers g.

f(x) = f(a), donc par unicité de la limite, pour tout x € I, f(x) = f(a) +f:h(t)dt etainsi f

est de classe ¢! et de dérivée h.
e SiSsegmentde I, x€S,

Or pour tout x € I, gn(x)

n—+oo

| fn(0) = F(0)| = |gn () + gn(@) - g(x) — g(@)| < |gn(x) — g0)| + | fn(@ ~ f(@| < | gn = & 0,5+ | fn(@ — f(a)|

qui est indépendant de x et converge vers 0. Donc (f5), converge uniformément vers f sur tout segment de 1. O

Théoréme : Généralisation a la classe €*

Soit (fu)n une suite de fonction de IX!, p e IN*. On suppose que
H1 Pourtout ne N, f, de classe 6P sur I.

H2 Pour tout k € [0, p— 1], la suite ( ,(lk)) converge simplement vers une fonction hy. sur I.
n

H3 La suite ( ,E” )) converge uniformeément sur tout segment de 1 vers une fonction hy,.
n
Alors
C1 f = hy est de classe €7 surI.

C2 Pour tout k€ [0, p], f® = hy c’est-a-dire (lim f,)® =1lim £°.
C

W

Pour tout k € [0, p], ( ék)) converge uniformément vers hy. sur tout segment de I.
n

Démonstration

On applique le théoréme précédent a toutes les dérivées successives, delan°p alane . O
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V. APPROXIMATIONS UNIFORMES

1 Par des polynémes

Théoréeme : de WeierstraBB

Toute fonction continue sur un segment a valeurs dans KK est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions
polynomiales.
Enoncé équivalent : Soit f continue sur le segment [a, b]. Il existe une suite fonction (p,),, de fonctions polynomiales

cu Y n
telle que pn s f surla,b), c’est-a-dire | pp— f|, — 0.
Enoncé équivalent : Soit f continue sur le segment [a, b]. Pour tout € > 0, il existe une fonction polynomiale p telle
que [p= [l <e

Démonstration

Non exigible. Preuve classique par les polyndmes de Bernstein en TD. O

Corollaire

L'ensemble des fonctions polynomiales sur [a, b] est dense dans (€6 ([a, b], K), |Illso) -

Remarque

Le résultat ne tient plus sur un intervalle non borné. Plus précisément, on montre qu’une limite uniforme de fonctions polynomiales
est alors polynomiale (voir TD).

2 Par des fonctions en escalier

Théoréme

Toute fonction continue par morceau sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite de fonctions en
escalier.

Remarque

On montre que pour tout £ > 0, on peut trouver ¢ telle que ¢ — f||, <e.

1
Alors, en posant € = =71 on obtient ¢, telle que (¢;);, converge uniformément vers f.
n

Démonstration

Cas continu Soit € > 0. Par théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b]. On a donc 1 > 0 tel que
Y x,y€ la,bl, |x—y| <n= |f(x)—f(y)| <E.

On choisit une subdivision o = (ay,...,a,) de [a,b] depas h= max (ag. —ag) <n.
o<k<n-1

(ap) sixelay,a
On définit alors ¢ : x — I (@ lai @l une fonction en escalier.
ftb)  six=b
Alors, si x € [a,b[, on a k tel que x € [ay, ag.1] et |x—ag| < |ags1 — ax| < ndonc [f(x) - ()| = |f(x) - flap)| < &, soit
x=bet|f(b)-pb)|=0<e.
On a donc bien | f - ¢|, <e.

Cas continu par morceaux Soit o = (ay,...,a,) de [a, b] adaptée a f.
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Chaque f|]ak acn [ S€ prolonge par continuité en une fonction fj. continue sur [ag,ai1] : on a ¢y € &([a, b)) telle que
2 Af+
-l <e
[fe-0i], <

Qi) six€]ag, g | , ,
On pose alors ¢ : x — une fonction en escalier.
flay) six=ay
Alors, si x € [a, ], soit on a k tel que x €lag, ar41[ et |@x) - f(0)] = |@r(x) - fi(¥)| < € soit on a k tel que x = a; et
lptar) - flap)|=0<e.
On adonc bien || f - ¢|, <e.

Remarque

Dans le cas d’une fonction continue, en prenant ¢, ainsi définie pour une subdivision réguliére (ay,...,a), on obtient par

b b b—an=l
f f(t)dtouf ppndt=—-> f
a a n

k=0

b b—a
convergence uniforme que f pn(t)dt a+ k—) ce qui redonne le résultat sur
a n

n—+oo

les sommes des Riemann.

Corollaire

Lensemble & ([a, b],IK) des fonctions en escalier sur [a, b] est dense dans (€, ([a, b],K), || lloo)-

EXTENSION AUX FONCTIONS VECTORIELLES

(E, I-llg) et (F1I-ll7) sont des IK-espaces vectoriels normés de dimension finie. A est une partie non vide de E.
Pour faire simple, les normes vont remplacer les modules et les boules vont remplacer les intervalles ouverts.

-

Définition : Convergence simple, convergence uniforme

Soit f: A— F et (f,), une suite de fonctions appartenant a F4.
On dit que (f),, converge simplement sur A vers f lorsque pour tout x € A, f;,(x) — f(x). C’est-a-dire

VxeA VYe>0, INg €N, Vn>Nye, |[fulx)-f0)]p<e.

On dit que (f,)» converge uniformément sur I vers f lorsqu’on peut choisir le Ny, de la définition précédente
indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, AN; €N, Vn=N,, VxeA, |fux)-f0)|;<e.

Remarque

Il'y a convergence uniforme au voisinage de xg € A lorsqu'’il existe 17 > tel qu'il y ait convergence uniforme sur An B(xg, 7).

Théoréme : Limite uniforme de fonctions continues

Soit f: A— F, (f,), une suite de fonctions appartenant & F4, xy € I. On suppose que
H1 Pour tout n, f,, est continue en xy (respectivement sur A).

H2 La suite de fonctions (f,,),, converge uniformément vers f au voisinage de x, (respectivement au voisinage
de chaque point de A).

Alors
C1 f est continue en xy (respectivement sur A).
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Théoréme : de la double limite

Soit f: A— F, (f,), une suite de fonctions appartenant a F4, (b,), € FN et a € A. On suppose que

H1 (f,), converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 PourtoutnelN, f,(x) — by.

Alors ona b€ F tel que
C1 b, b

n—+oo
C2 f(x) E’ b

Autrement dit, les limites existant bien : )lCILI}l (nlirpw I (x)) = nLth ()1612 fn(x)).

Pour les intégrations et dérivations, la variable est réelle.

Théoréeme : Interversion limite et intégrale

Sia,beR, f:la,bl — E et (f,), une suite de fonction de F'*"' tel que
H1 Pourtout ne N, f,, estcontinue sur [a, b]
H2 La suite de fonctions (f,,), converge uniformément vers f sur [a, b]
alors

C1 f est continue sur [a, b]

b b
czf fn(t)dtmf fd:.

Théoreme : Convergence uniforme de primitive

Soient f : I — E et (f,), une suite de fonction de E', a € I. On suppose que
H1 Pourtout ne N, f, estcontinue sur I.

H2 La suite de fonctions (f,,),, converge uniformément vers f sur tout segment de I.

P
Alors on pose F, : x — f fn(®)dt I'unique primitive de f,, qui s’annule en a et
a

P
C1 f estcontinue sur I donc F: x — f f(©)dt unique primitive de f qui s’annule en a existe bien,
a

C2 (F,), converge uniformément vers F sur tout segment de I.

Théoréme : Interversion limite et dérivée

Soient f: 1 — E et (f,), une suite de fonction de E'. On suppose que
H1 Pour tout ne N, f, de classe €' surI.
H2 La suite (f,,), converge simplement vers f surI.

H3 La suite (f}), converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction h.

Alors
C1 f estde classe €' surl.
C2 f' = h clest-a-dire (lim f,)' =1lim f}.

C3 (fu)n converge uniformément vers f sur tout segment de I.
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Théoréme : Généralisation a la classe €*

Soit (f,,), une suite de fonction de E', p € IN*. On suppose que

Alors

H1 Pour tout ne N, f,, de classe €” sur .

H2 Pour tout k € [0, p — 1], la suite ( ,(lk)) converge simplement vers une fonction hy sur I.
n

H3 La suite ( ,(l” )) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction hy,.
n

C1 f = hy est de classe €7 surI.
C2 Pour tout k€ [0, p], f® = hy c’est-a-dire (lim f;,)* = lim £°.

C3 Pour tout k € [0, p], ( ,Ek)) converge uniformément vers hy. sur tout segment de I.
n
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