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Propriété

fn — f si et seulement si les a partir d’un certain rang les fonctions f, — f sont
—+00

Suites de fonctions e

KK désigne R ou C, I est un intervalle de R contenant au moins deux points, X une partie
non vide R.

I. CONVERGENCES SIMPLE ET UNIFORME Si les fy sont bornées et si elles convergent uniformément vers f, alors f est bornée.

1 Convergence simple

-~ -
Définition : Convergence simple

Propriété

Si les fonction fy : X — K sont bornées et f: X — IK, alors
Soit f: X — K et (fu)n une suite de fonctions appartenant a KX. f "

On dit que (fn), converge simplement sur X vers f lorsque pour tout x € X, cu _ ll-lloo
fn(®) fx). fn n—-+oo f= ”fn f”°° n—+oo 0= fn n—+00 f-
n—+oo
On note alors f, RN f.
n—-+oo
Propriété
2 Convergence uniforme Si fn nffoo fets'il existe (xp)p € XN telle que frn(xp)—f(xy) 7 0, alors la convergence
. . n’est pas uniforme.

Définition : Convergence uniforme

Soit f: X — KK et (f)n une suite de fonctions appartenant a IKX.
On dit que (fn)n converge uniformément sur X vers f lorsqu’on peut choisir le

Ny,e de la définition précédente indépendant de x. Autrement dit lorsque Eg .
Méthode : Etudier la convergence uniforme de (f;,),
Ve>0, IN;€N, Vn>N,, VxeX, |f’l(x) —f(x)| SE. e On étudie la convergence simple et on note f la limite.
CU e Puis pour prouver qu’il y a convergence uniforme :
On note alors fn oo, 1 * Soit on cherche a déterminer | f;, - f||,, par exemple en étudiant les variations, puis
on montre que | fn = f|lo — 0.
* Soit on majore uniformément les | fn@-f (x)|, c’est-a-dire qu’on cherche a, — 0
indépendant de x tel que Yx€ X, |fn(x) = f(x)| < ap.
» Ou, pour prouver qu’il n’y a pas convergence uniforme :
* Soit les (fi,), sont bornées mais pas f.
] * Soit trouver (x,) 5 telle que fi(xn) — f(xn) 4 0.

Propriété

La convergence uniforme implique la convergence simple.
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3 Convergence uniforme locale

On suppose que X est une réunion d’intervalles.

Si la suite (fy)n converge uniformément vers f sur tout segment inclus dans X, alors elle
converge uniformément vers f au voisinage de tout point de X.

II CONTINUITE ET LIMITE

1 Continuité

Théoréme : Limite uniforme de fonctions continues

Soit f:1— K, (fn)n une suite de fonctions appartenant a K, xo € I. On suppose que
H1 Pour tout n, fy est continue en xg.

H2 La suite de fonctions (fy), converge uniformément vers f au voisinage de xg.
Alors

C1 f est continue en xp.

Soit f:1— 1K, (fn)n une suite de fonctions appartenant @ K'. On suppose que
H1 Pour tout n, fy est continue sur L.

H2 La suite de fonctions (fy), converge uniformément vers f au voisinage de chaque
point de I (donc sur tout segment inclus dans I suffit).

Alors

C1 f est continue sur I.

g Méthode : Pour montrer qu’on n’a pas uniforme continuité...

11 suffit que les fj soient continues mais pas f.

2

Théoréme de la double limite

Théoréme : de la double limite

Soit f: 1 — T, (fo)n une suite de fonctions appartenant a K!, (by)p € KN et ae 1

éventuellement infini. On suppose que

Alo

H1 (f)n converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 Pour tout ne N, fp(x) 7 bn.

rsona beK tel que

Autrement dit, les limites existant bien : }l_r}}l (nlilllmfn(x)) = I’LEIPOO (;ggfn(x)].

fg Meéthode : Pour montrer qu’on n’a pas uniforme continuité...

11 suffit d’avoir a tel qu'on n’ait pas }Ln}l(ngrllwfn(x)) = nHIPoo (}Ln}lfn(x)) alors que ces

limites existent.

111

INTEGRATION

Théoreme : Interversion limite et intégrale

Sia,beR, f:la bl — K et (fn)y une suite de fonction de K4 tel que

alors

H1 Pour tout ne N, f, est continue sur [a, b]

H2 La suite de fonctions (fn)n converge uniformément vers f sur [a, b

C1 f est continue sur [a, b]

b b
CZLfn(t)dtmfa fnadt.
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Théoreme : Généralisation a la classe €¥

25 Méthode : Pour montrer qu’on n’a pas uniforme continuité... . . .
- 4 Soit (fn)n une suite de fonction de !, p e N*. On suppose que
H1 Pour tout ne N, fy, de classe €P sur I.

b b
11 suffit qu’on n’ait pasf fn(t)dtmf f(pde.
a - a
H2 Pour tout k€ [0, p—1], la suite ( ,(lk)) converge simplement vers une fonction
n

hy sur I.

H3 La suite ( f,gp )) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction
n

Théoreme : Convergence uniforme de primitive hp.
Alors

P
; . ; ; I .
Soient f:1— K et (fn)n une suite de fonction de K*, a€ I, gy : x-—»fa fn(n)dt et C1 f = ho est de classe €P sur I.

X
gix— f f () dt (sous réserve d’existence donnée par les continuités). On suppose que C2 Pour tout ke [0, p], f*® = hy c’est-a-dire (lim fn)(k) =lim f,(lk).
a

H1 Pour tout ne N, f; est continue sur I. C3 Pour tout k€ [0, p], ( ,(,k)) converge uniformément vers hy sur tout segment de
n

H2 La suite de fonctions (fn), converge uniformément vers f sur tout segment de I.
Alors
C1 f est continue sur I

C2 (gn)n converge uniformément vers g sur tout segment de I.

V APPROXIMATIONS UNIFORMES

1 Par des polyndémes

IV DERIVATION :

Toute fonction continue sur un segment a valeurs dans K est limite uniforme sur ce

Théoreéme : Interversion limite et dérivée segment d'une suite de fonctions polynomiales.
Enoncé équivalent : Soit f continue sur le segment [a,b). 1l existe une suite fonction

Soient f:1— K et (f), une suite de fonction de KK!. On suppose que cu
(pn)n de fonctions polynomiales telle gue sur a, b, c’est-a-dire - — 0.
H1 Pour tout ne N, f;, de classe €l sur 1. Pnln def poy (L —— ! ||pn f"°°

. . Enoncé équivalent : Soit f continue sur le segment [a, b]. Pour tout & >0, il existe une
H2 La suite (fy)n converge simplement vers f sur I. fonction polynomiale p telle que |p - f||.. <e

oo ™
H3 La suite (f}),, converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction h.

Alors
C1 f est de classe €' sur I.

C2 f' = h cest-a-dire (lim f,,) = lim f},.

C3 (fu)n converge uniformément vers f sur tout segment de I. L'ensemble des fonctions polynomiales sur [a, b] est dense dans (€ (la, b, TK), lI-lloo)-
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2 Par des fonctions en escalier

Théoréme

Toute fonction continue par morceau sur un segment est limite uniforme sur ce segment
d’une suite de fonctions en escalier.

L’ensemble &(la,b),IK) des fonctions en escalier sur [a,b] est dense dans
(€mla, b, K), [Illoo)-

VI EXTENSION AUX FONCTIONS VECTORIELLES

(E,I-1g) et (F-IF) sont des KK-espaces vectoriels normés de dimension finie. A est une
partie non vide de E.

Pour faire simple, les normes vont remplacer les modules et les boules vont remplacer les
intervalles ouverts.
-~ -
Définition : Convergence simple, convergence uniforme

Soit f: A— F et (fu)n une suite de fonctions appartenant a F A
On dit que (fu)n converge simplement sur A vers f lorsque pour tout x € A,
fn(x) f(x). C’est-a-dire

n—+o0o
VxeA Ve>0, ANy €N, Vn>Nye, |fn@)-f0|p<e

On dit que (f;)n converge uniformément sur I vers f lorsqu’on peut choisir le
Ny,¢ de la définition précédente indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, AN €N, Vn>Ng, VxeA,

| fn(0) - f)||p<e.

Théoréme : Limite uniforme de fonctions continues

Soit f: A— F, (fn)n une suite de fonctions appartenant a F4, xo € I. On suppose que
H1 Pour tout n, fy est continue en xo (respectivement sur A).

H2 La suite de fonctions (f,)n converge uniformément vers f au voisinage de xgo
(respectivement au voisinage de chaque point de A).

Alors

C1 f est continue en xo (respectivement sur A).

Théoréme : de la double limite

Soit f: A— F, (fn)n une suite de fonctions appartenant a FA (by)n e FNetaeA On
suppose qite

H1 (fy), converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 Pour tout ne N, f(x) by.

X—a

Alors ona beF tel que

C1 by b
n—+o0o
C2 () —b
Autrement dit, les limites existant bien : }g}l(nﬁ@wfn(x)) = HETOO (%Lnlafn(X)).

Pour les intégrations et dérivations, la variable est réelle.

Théoreme : Interversion limite et intégrale

Sia,beR, f:la bl — F et (fn)y une suite de fonction de F\%P tel que
H1 Pour tout ne N, f, est continue sur [a, b]

H2 La suite de fonctions (fn)n converge uniformément vers f sur [a, b
alors

C1 f est continue sur [a, b]

b b
szafn(t)dtmfa fde.
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Théoreme : Convergence uniforme de primitive

X
Soient f: I — F et (fn)n une suite de fonction de Fl ael, gn:Xx Hf fn(odt et
a
X
gix— f f()dt (sous réserve d’existence donnée par les continuités). On suppose que
a

H1 Pour tout ne N, f), est continue sur I.

H2 La suite de fonctions (fn)n converge uniformément vers f sur tout segment de I.
Alors

C1 f est continue sur 1

C2 (gn)n converge uniformément vers g sur tout segment de I.

Théoréme : Interversion limite et dérivée

Soient f:1— F et (fu)n une suite de fonction de F1. On suppose que
H1 Pour tout ne N, f, de classe €1 sur 1.
H2 La suite (fn)n converge simplement vers f sur 1.
H3 La suite (f},)n converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction h.
Alors
C1 f est de classe €' sur I.
C2 f' = hc'est-a-dire (lim f)' = lim f},.

C3 (fn)n converge uniformément vers f sur tout segment de I.

Théoréme : Généralisation a la classe €¥

Soit (fn)n une suite de fonction de F!, p e IN*. On suppose que
H1 Pour tout ne N, f, de classe €P sur I.

H2 Pour tout k € [0, p — 1], la suite ( ,(lk)) converge simplement vers une fonction
n
hy sur 1.
H3 La suite [ f,i’” )) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction
n
hp-
Alors
C1 f = hg est de classe €P sur I.
C2 Pour tout ke [0,p], f® = hy. c’est-a-dire (limfn)(k) = limf,(lk).

C3 Pour tout k€ [0, p], ( ,(lk))n converge uniformément vers hy sur tout segment de
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