Eléments de correction

Exercicel -6

e Sin=0, f =|| est connue.
Remarquons que f est paire. Elle n’est pas dérivable en 0 sinon x — |x| = f(x) x (1 + |1 - x2|)" le serait.

x|

Elle n'est pas dérivable en +1 sinon x — |1 - x?| = { ) —1le serait par opérations.
X
[ estdérivable sur R\ {-1,0, 1} par opérations.
. x 1 1-2n
* Slx>1,f(x):ﬁ:Wetf’(x): o
P ité d d . ité de ). si oy 2n—1
* Par parité de f (donc imparité de f'),six < -1, f'(x) = TR
X 2n—1)x*+2
* Si0<x< 1,f(x):7netf’(x):%
(2-x2) (2-x2)"
@n-1x*+2

* Par parité de f (donc imparité de f), si —1 <x <0, f'(x) = W
2—x

Exercice 3
3. Voir cours sur la dérivation

. X sinx sin3x
5. On linéarise : cos® xsinx =

d’ol1 on tire 'expression de la dérivée n-ieme :

sin(x+n%) 3"sin(3x+n%)
+
4 4

Exercice 18

On remarque que 3 et 5 sont solutions. Soit f : x — 17 + 2% — (x + 2)2. f est dérivable deux fois sur R* et
pour tout x > 0, f'(x) = (In2)2* —2(x +2) et f"(x) = (In2)?2* - 2. f” est strictement croissante, f”(0) < 0 et

2In(2/In2
f"® o T donc f” s’annule une et une seule fois en a = % €]3,5[.
D’oti le tableau de variation :
x |0 3 a B 5 +00
f'® - 0 +

f’(x)<0\ 0 0
< \<0/‘

16
~
f(x) 0 \

. /+oo
~ 7

Les variations de f” et le théoréme de la bijection permettent de conclure que f’ s’annule une et une seule
fois en § €]a, 5[, puis les variations de f nous donnent que 3 et 5 sont les seules solutions.

Exercice 37

1. Encadrement de 4Arctan (1) - Z

Comme tan% = ?, et % < ? (car 25 > 3!), la stricte croissance de Arctan sur R nous permet d’écrire
1 V3 @
0 = Arctan0 < Arctan — < Arctan— = —
5 3 6
Ainsi,
b4 1 T 5w
—— <4Arctan|-|-—<—
4 5 4 12

. - 1\ =© T
On a donc bien, en particulier, |4 Arctan (7) -—€ ]—*, = [
5] 4 2°2

2. Calcul de tan (4Arctan (1) - %)

Notons a = Arctan 5 Alors

T
tan(4a) —tan—

4 tan(4a) —1
tan(4a—f = = 1)
1+tan(4a) tanZ 1 +tan(4a)
Or
2tan(2a)
tan(4a) =tan(2 x 2a) = ————
1-tan?QRa)
avec
2tana
tan2a) = ————
1-tan‘a
donc
4tana (1-tan’a)
tan4a) = ——m————
(1-tan?a)-4tan’a
. 1 1
Mais tana = tanArctang = 5 Donc
4 1
HUE S 120
tan(4a) = 5 ( 25) =

30-3) 10
(-37-% 19

On obtient donc, en remplacant dans (1),

Ty - 1
tan (4¢x - f) = i;g =—
4 et1l 239

1\ =« 1
On a démontré que |tan (4Arctan (7) - f) =—
5/ 4) 239

Justifions les calculs de tangentes :

« Défini comme une arc tangente, a = Arctan € |-%, %[ donc tana est bien défini.

¢ De plus, comme 0 < a < %, onal<2a< % donc 2a # % [7] et tan(2a) est bien défini.

« Ensuite, 0 <4a < %” : le seul probléme que I'on peut avoir est le cas olt 4a = 7 i.e. & = . Or on a vu que
tan% =v2-1lettana = é # /2 —1. Donc tan(4a) est bien défini.

« Finalement, on vient de démontrer que 4a — % € |-%, %[, donc tan (4a — %) est bien défini.

3. Formule de John Machin

n 1
D’apres ce qui précede, 4Arctang " et Arctan@ ont méme tangente, et ils sont tous deux dans l'inter-
T
valle ] - = [
2°2

T
Par bijectivité de la restriction de la fonction tangente a ] —5, 2 [, on adonc

1 7
4Arctan— — — = Arctan —
5 4 239

R 1 1 b4
d’ol1|4Arctan — — Arctan — = —.
5 239 4




Exercice 38

1. Comme a>0etb>0,Arctanac€ |0,%[,Arctanb € |0, et donc Arctana — Arctanb € |-, 2.

] n
2
a-b
Cela permet d’écrire Eﬁrctan a— Arctan b = Arctan(tan(Arctan a — Arctan b)) = Arctan " bJ
a

2. Cette formule s’applique et permet d’écrire [Arctanz —Arctan3 = - Arctan%.]

3. Fonction f, : f, est définie et dérivable sur Dy = R si a = 0, avec f; : x— Arctan0 = 0 et et sur

11 o R a+x
D,=R\ {E} sinon car x — Arctan x 'est sur R et x — 17 lest sur D,. De plus, on a, pour x € D,
X

1- (
P e 1 1+a 1 1+a
@ 1+ x2 1+(1a¢)2 14x2 (1-ax)?+(a+x)? 1+x2 1+a®x2+a?+x2
—ax
1 1+a?

T 2 Q+ad(+x)

Donc

4. Détermination de f,(b) : D’apres la question précédente, f, est constante sur chaque intervalle inclus
dans son ensemble de définition.

e Sia=0,pourtout xe R, fo(x) = f5(0) =0. Donc
e Sia#0,onac,deRtelsqueVxe]-oo,1[, falx)=cetVxe|l +oof, fulx)=d.

a+x 1
——, donc, par continuité et imparité de Arctan,
a

On remarque également que f,(0) = 0 et T ax i

f(x) —— Arctana+ Arctani + g avec Arctana + Arctani = sgn(a)% (voir démonstration dans le cours).
X—+00

Ainsi

T 7

— + p—

*Sia>0,0€]—oo,é[doncc:Oetd:lim fx)= =7.
X—+00 2 2

. 1 _ _h T T__
*Sla<0,0€]a,+oo[doncd—0etc—xlirpoof(x)— 5 5=

Enrésumé, | f,(b) = km|avec

. sia>Oetb<i(soitab—1<0)oua<Oetb>i(soitab—l<0);autrementdit

D [k =sgn(a)siab—-1> 0.]

a+b
5. Ainsi, pour tout a, b, Eﬁrctana +Arctan b = Arctan b + kn} avec k comme ci-dessus.

6.a) Arctan] + Arctani + Arctang Comme L x 1 -1 < 0, daprés ce qui précede,

2 5
Arctan% + Arctan 15 = Arctan % = Arctan %.
De plus, comme % x é —1<0, d’apres ce qui précede,
7 1 2
Arctan — + Arctan — = Arctan ——— = Arctan 1
9 8 65/72

N 1 1 1 =n
d’ol1|Arctan — + Arctan — + Arctan — = —.
2 5 8 4

6.b) Arctan2 + Arctan5+ Arctan8: Comme2x5—1>0et2>0,
7
Arctan?2 + Arctan5 = — Arctan 3 +7

65/9

d’apres 2. Puis, d’apres 3, Arctan 8 — Arctang = Arctan &1

3

51
Finalement, &\rctan 2+ Arctan5 + Arctan8 = TJ

Remarque : On aurait pu utiliser les formules donnant Arctan x + Arctani et la question précédente.

7. Bonus : Formule de John Machin : Comme $ x £ -1 <0,

1 2/5 5
2Arctan — = Arctan =Arctan —.
5 24/25 12

. 5 5 1 5 5/6 120
De méme, comme — x — —1<0, 4Arctan — = 2Arctan — = ———— = Arctan —.
12 12 5 12 119/144 119

28561/(119 x 239)

120 1
Arctan — — Arctan — = Arctan ————  —— = Arctan 1
28561/(119 x 239)

Ainsi, d’apres 3.
119 239

1 1 b4
4Arctan— — Arctan — = —.
5 239 4

d’out



