MP 1
CORRIGE DU DEVOIR LIBRE N° 4

Exercice :

_pn
1.a) Contre—exemple: Uy = ( \/% .

0 < u? < |upl donc la série ¥ u? converge par comparaison.

1.0) Si la série Y u, converge, u, — 0 donc w #» 0 donc la série ¥ 1/u, diverge grossiérement.
n
1 1
1.d) | Faux. | Contre-exemple : u, = Letvn=-—.
Yoo N1 o1y 1 1 1
ro (P ) S oo (L)t LT
mmsnn-1) ;=\n-1 n) 2 N 2

N — oo (les séries convergent bien).

Si la série Y u, converge absolument, u, — 0, donc a partir d’'un certain rang, |u,| < 1, donc

!
% converge |par critere de d’Alembert.
n)!

1 v 1 i oA P
2.b) converge |car up ~ = terme général positif d’une série géométrique convergente.

1
22"+3"

2"+n 1
2.0 | Y =% diverge |car u, ~ o terme général positif de série de Riemann divergente.

2"+ n 1 . . .
2d) | Y —apw COnverge |car up~ — terme général positif de série de Riemann convergente.
2.e) COlON Y converge | car (0] ( il et n+l ! terme général
o —_—— Vi Uy = ~
Innvnb+2n+3 " Innvnb+2n+3 InnVnS+2n+3 n?lnn
itif de séri L _ (2 ! énéral positif de série de Ri
positif de série convergente car el et i terme général positif de série de Riemann convergente.
4
2.f) ! diverge | car u > 0. Comme ¢ ! décroit vers 0, on peut faire une
’ 9 Innvn®+2n+3 E " nlnn” 7 tint ’ P

1 1
comparaison série-intégrale et f ——dr=In(nn) - In(In2) — +co. Donc Y —— puis ¥ u, divergent.
2 tint nlnn

_1\n
2.g) Zsin(nvn2+1) converge |car un=sin(nﬂ(l+i,+0( ! ))):(—l)"sin(i+0(i))= -1) n+0( ! )

2n? n3 2n n? 2n n?

Le premier terme est le terme général d"une série semi-convergente par Théoréme Spécial sur les Séries Alternées,
le second est le terme général d'une série absolument convergente par comparaison.
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Casoua>1

sin(my/n)
a

n

1. =0 (—a) avec a > 1 donc Ga série est convergente) car absolument convergente par comparaison

1
n
]
=1
2

2.a) Changement de variable y = Vi

4 une série de Riemann.

Cas ou1 a appartient a

2.b) Intégration par parties.
X

2.0) x— f
1

cos(mwy)
yza

cos(rmy)
yza

dy est croissante comme primitive de fonction positive,

<5
\yza

fx Lo 1 (1 1 ) 1
1y V=21 x2a-1 2a-1

. P *| cos(x . L
en +oo (car 2a —1 > 0) en croissant, on en déduit que x — f ;ay) dy est croissante et majorée, donc
1 y
*lcos(my) d
Xx— | 7 y converge en +co.
cos (mv/x) - . . & , .
2.d) Comme W — 0 en +oo, d’apres les deux précédentes questions, [ x— f ¢(1)dt V'est aussi.
X 1

3.a) ¢ estde classe C! sur [1,+oo[ par opérations et pour tout f,

avtcos(myt) — 2asin(myV1)
2ra+l

¢'=

3.b) Si r€[l,+o0|, par inégalité triangulaire,

7
aVi+2a o (n+2a)\/?< Sta
T S et S et

o' (0] <

3.0) Si(a,b)€[1,+oo[? vérifiant a < b, on a

b b b g
|¢(a)f¢(b)|:Ua¢(ndz‘<fa |¢(t)|dt</; e dt

b K K
Sf —p dt=—la-Dl.

a aqat+iz

=

a+—

a 2

(On peut aussi utiliser I'inégalité des accroissements finis.)

4.a) Par larelation de Chasles,
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4.b) D’apres la question précédente et la question 2,| Y v, converge.

nz1

5.a) Pour tout n€ IN*, comme n < n+ 1, en utilisant 3.c,

n+l n+l K n+1
Iun—vnI:U ((P(n)—d)(t))dt‘ <f |¢(n)—¢(t)|dt<—lf (t—n)dt
n n n
a+—

n 2
K n+1
M
a+—
n 2

5.b) Par comparaison a une série de Riemann convergente, la série

Z (un — vy,) est absolument convergente donc convergente.

n=1

sin(y/n) . o
6. Comme ——— = Un = (Un— Up) + vy est la somme de deux termes généraux de séries convergentes,
n

sin(y/n)
L

n=1

converge.

1
Casa=—
2

7.a) Onaéd,= einvn (ei”\/ﬁ(‘ T+l/n=1) _ l) = elmVn (ei”\/ﬁ(y T+l/n=1) _ 1), ce qui avec un peu de calcul et de dextérité
permet d’obtenir

imei™n  p2einVi i (n? +6) eV 1
= = = +ol—=]|.
"7 ovn 8n 48n3/2 (n3’2)

7.b) En passant a la partie réelle, en notant que

1 En Re(en) 1
o)) =5 - o )

(avec €, — 0 donc Re(e,) — 0). On obtient

2 2
T b2 n(n?+6) ( 1 )
cos(mvVn+1) —cos(myv'n) = ———=sin(mvn) - — cos(nvn) + ———=sin(@vn) +o| —
( ) () 2\/ﬁ(\f)gn (v/n) 18372 (nv/n) 72
donc
sin(myn) 2 n (n*+6) ( 1 )
——— =——|cos(@Vn+1)—cos(nvn)| - — cos(@Vn) + ———sin@vn) + 0| —— |-
T = (costry/n+ )~ cos(uy/m) ~ 1= cosy/m) + - sin(uy/m) + 0| —
sin(my/n) 1 . R = . -
8a) Comme —— 57— = O|—| par comparaison a une série de Riemann convergente, la série
n n
sin(my/'n
™ (T\zr) est absolument convergente donc convergente.
nz1 I
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. 1 A
Siwp=o0 Az ona de méme que| Y w, converge.

n=1

8.b) Soita, =cos(my/n). Alors ay,2 =1 et ap,, 2 = —1donclasuite Gan)nem* = (cos(mV/n)) ey~ est divergente)

8.c) D’apres les questions précédentes, ———— est la somme de termes généraux de séries convergentes et

sin(y/n)
vn

d’UN terme général de série (télescopique) divergente, donc

n=1 \/>

diverge.

sin(y/n)
)3 n

1
Casa<—
2

9. Soit N supérieur ou égal a 2.

N g N
y Sm(::a\/ﬁ) V2 = S (8= Syt
n=1

n=1

N N-1
- Z Snna—llz_ Z Sn(n+l)zt—1l2
n=1 n=0

N
— Z Sn (na—1/2_(n+1)a—1/2)+sN(N+ 1)(171/2
=1

3

On dit qu’on a effectué une transformation d’Abel, équivalent discret de l'intégration par partie. (f < ¥ et
[ tns1—un.)

10. @ <!1/2 et comme (S,) converge, elle est bornée. Donc Sy, (n*~12 - (n+1)2712) = 0 (n*" V2 - (n+1)*~/2) qui
est le terme général d’une série (télescopique) positive convergente, donc

la série Y S, (n* 2 - (n+1)*"!2) est convergente.
n=1

11. Comme Sy(N+1)% 12— 0 et vu les deux questions précédentes, | la série ), ————— est convergente.

sin(y/n)
nz1 \/ﬁ

sin(my/n)
T

12. C’est contradictoire avec la partie précédente. Donc diverge.

nzl
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