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DEVOIR LIBRE N° 3 : MATHS 2 CENTRALE PSI 2019

1. Premiers résultats

1. (Un endomorphisme nilpotent d’indice 1 est nul)

A. Réduction d'une matrice de .#,(C) nilpotente d’indice 2

2. Par définition de I'indice de nilpotence, uP~! # 0 donc Gl existe x € E tel que uP~!(x) # 0)

3. Soient Ag,...,Ap-1 € C tels que Agx+-+-+ Ap_1uP ™1 (x) = 0p.
En composant par uP~1, on obtient Agu”"!(x) =0 donc Ay =0 car u”~!(x) # 0.
En composant ensuite par uP=2, ... u,idg, on obtient successivement A =--- = Ap-1=0.

Donc G”k(x))ogkgp—l est libre)

Donc p < dimE =2. Comme on a supposé p > 2,

2

4. Comme u” = uou=0gpr), on a déja que Imu c Keru.

Puis, par théoreme du rang, Imu =2 —dimKer u. Or u # 0 car p =2, donc dimKeru < 1 et u est nilpotent donc
ne peut pas étre bijectif donc dimKer u > 1. Finalement, dimKer # = dimImu = 1.

Ainsi, | Ker v =Im u.

5. La famille (x, u(x)) de la question 3 est libre et contient 2 = n vecteurs : c’est une base de E.

Ga matrice de u dans cette base est bien ]2)

6. Ainsi, toute matrice nilpotente de .#>(C) est soit nulle (si p = 1), soit semblable a J, (si p = 2). Dans les deux cas, on
obtient des matrices de trace et de déterminant nuls (ce sont des invariants de similitude).
Si, réciproquement, une matrice est de trace et de déterminant nul, son polynome caractéristique est X2, et donc,
par le théoréeme de Cayley-Hamilton, elle est nilpotente.

Ginalement, les matrices nilpotentes de .#>(C) sont exactement les matrices de trace nulle et de déterminant nul)

B. Réduction d'une matrice de .#,(C) nilpotente d’indice 2

7. Comme on a toujours u? = uou =0, on a toujours | Imu < Ker u.
Puis, avec le théoreme du rang, dimKeru=n—r > dimImu =r donc| 2r < n.

8. Soit (y1,...,yr) une base de Imu. On a donc (e, ..., e;) tel que pour tout i, y; = u(e;).
Montrons que (e, u(er), ..., er, u(e;)) est une base de E.

Siona Ay, u1,...,Ar ur € C tels que Arer +puler) +---+Arep +pruler) =0g, alors en composant par u, comme u? =0,
Mu(e)) +---+Arule;) = A y1 +---+ A yr =0 et comme (yy,..., ;) est une base de Imu donc libre, 1, =...=1, =0.
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10.

11.

Il reste alors pyu(er) +---+pru(e;) = 0g et on conclut de méme que p; = ... =y, = 0. Finalement, (e1, u(ey),..., e, u(er))

est libre et comme Imu =Keru, n=2r =dimE et donc Gel, u(ey),...,er, u(ey)) est une base de E)

Comme Vect(e;, u(e;)) est stable par u, la matrice dans cette base est diagonale par blocs. Gl s’agit de diag(/>,..., JZD

(avec r blocs diagonaux).

Soit (y1,...,y,) une base de Imu. On a donc (e, ..., e;) tel que pour tout i, y; = u(e;).
Comme Imu cKeru, (y1,...,yr) est une famille libre de vecteurs de Ker u qui est de dimension n —r. On peut donc
la compléter avec n—2r autres vecteurs vy,..., vy, de Keru.

On montre que Gel, uer),...,er, ule;), vi,...,Vy_2r) est une base de E) En effet, elle contient n vecteurs et si on se

donne des scalaires Ay, py,..., A, tr, @1,..., @p—2r € C tels que

Mey+uler) +---+Arer + prule,) + @y vy + -+ @p-2r Vn-2r = O,

alors comme dans la question 8, en composant par u, on obtient 1y =...= A1, =0 car (y1,...,y,) est libre puis il reste
Y1+ -+ Yr+ iU+ + Qp2r Up—2r = 0 ce qui donne py =--- =y, =) =+ = @p—2, = 0 car on a une base de
Ker u.

Comme dans la question 9, Ga matrice dans cette base est diag(Js, ..., J2, Ongr)) avec r blocs J».

C. Valeurs propres, polyndme caractéristique, polyndmes annulateurs d’une matrice nilpotente

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Si A est nilpotente, elle admet un polynéme annulateur de la forme X”, dont les valeurs propres sont parmi les
racines : 0 est la seule valeur propre possible. Comme on est dans C, Sp A # @.

Finalement, | Sp A = {0}.

Si de plus A est diagonalisable, alors la matrice diagonale a laquelle A est semblable est nulle et donc

Si le polynome caractéristique est X", le théoréme de Cayley-Hamilton nous dit que A est bien nilpotente.

Si A est nilpotente, comme Sp A = {0}, y 4 = X". Finalement, (A est nilpotente si et seulement si y4 = X ”)

Si 0 est 'unique valeur propre de A, le polyndme caractéristique (scindé car dans C) est X" et donc d’apres la

question précédente, (A est nilpotente)

Une matrice triangulaire a ses valeurs propres sur sa diagonale. Donc si celle-ci est nulle, 0 est la seule valeur

propre et Ga matrice est nilpotente)

Si A est nilpotente, elle est trigonalisable (on est dans C ou bien y, est scindé) et SpA = {0} donc

(elle est semblable a une matrice triangulaire a diagonale nulle)

Si A est nilpotente d’indice p, AP =0, donc si P € C[X] s’écrit P = XPQ, G’(A) =APQ(A) = On)

Les valeurs propres étant parmi les zéros des polyndmes annulateurs, G) est racine de P)
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19. Q=ap+ a1 X +---+az X% avec ag = Q(0) #0.
Donc Q(A) = agl, + aiA+-+-+agA%. Or A est semblable a une matrice triangulaire R a diagonale nulle, donc Q(A)
est semblable a une matrice triangulaire dont la diagonale ne contient que des ay # 0, donc Q(A) est inversible.

d
Autre rédaction possible : comme Q est scindé, il s’écrit sous la forme Q = H (X —Ak) (les A sont ses racines
k=1
d
comptées avec multiplicité). Alors Q(A) = H (A= ArIy) et pour tout k, A— AI, est inversible car la seule valeur
k=1

propre de A est 0 qui n’est pas racine de Q. Donc Q(A) est inversible.

Mais alors, de P(A) =0, = A™Q(A) on déduit A" =0 et donc que m > p. Finalement, (X P divise bien P)

D. Racines carrées de matrices nilpotentes.

20. et les trois colonnes étant colinéaires non nulles, Ainsi, tr A= det A= 0 et par la question 6,
@ est nﬂpotente) D’apres la question 14, On calcule A% =03 donc G’indice de nilpotence est 2)

21. D’apres I.B, comme Im u # Ker u (le premier est de dimension 1, le second de dimension 2), la question 11 nous dit

que (A est semblable a diag(J,, J 1)) et en raisonnant matriciellement, la question 10, nous dit qu’il suffit de prendre

une base de Im A : ((%)) par exemple, et de la compléter en une base de de Ker A. Vu que dans A, par exemple,

3 . 1 1\ (3 1 1
3C;—-C, =0, (—01) € Ker A est n’est pas colinéaire a (%), donc ((%) , (—01)) est une base de Ker u et avec A(g) = (%), une

1 1 3
),(—(?;1)).Onpeutdoncchoisir P:(O 2 -1f.
01 0

22. On a p? = u donc | p est nilpotent ' et comme p est un polyndme en u, il commute avec u donc

Gm u et Ker u sont stables par p)

base de réduction est ((é) , (

P DN

23. Les deux derniers vecteurs de la base de réduction des questions précédentes était constituée de vecteurs de Keru,
et le vecteur centrale formant une base de Im u, qui sont stables par p, donc dans cette base, la matrice de p est de la

a 0 0 a? 0 0 000
formeR’zP‘lRP=(b c d .OncalculealorsR’2=(ab+bc+de c? d(c+g))=(1 0 O) donca=c=g=0
e 0 g e(a+g) 0 g2 0 00
0 0 O
etde=1,donc R’ delaforme( b 0 d) avecbeCetde C*.
dl 0 0

0 0O
Réciproquement, ces matrices sont bien racines de (1 0 0).
0 0O

On en déduit et on calcule a la machine que les racines de A sont exactement les matrices

b+3/d 3(b+3/d)-d —-7(b+3/d)+2d 1 3 -7 0 -1 2 1 3 9 =21
R:PR'P_lz(Zb—l/d 3@2b-1/d)-2d -72b-1/d)+4d :b(Z 6 -8 +d(0 -2 4|+—-|-1 -3 7
b 3b—-d -7b+2d 1 3 -7 0 -1 2 0 o 0

Devoir Libre n° 3 : Maths 2 Centrale PSI 2019 - page 3



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

avecbeCetdeC".
0 00

R*=J2=10 0 0]etR®=J35=0,. R serait donc nilpotente, mais d’indice strictement supérieur a 4, ce qui est
1 00

impossible. (L’équation n’a pas de solution)

De méme, R?P~2 = VP71 £ 0 et R*’ = VP = 0 donc R nilpotente d’indice g > 2p -1 et donc 2p -1 < g < n. Ainsi,

[si n<2p-1,iln'y a pas de solution)

4 )
@ ocaceonnoaanooes 0
0
Soitn>3.| J= (1) . est nilpotente d’indice p = n—1 > 2 et admet J,, comme racine carrée.
Mocooodo 0 -. 1. “0 0
\§ J

Deuxiéme partie

Réduction des matrices nilpotentes

Comme u commute avec lui-méme, Im u est stable par u.
Soit @t I'endomorphisme induit par u sur Im u.
Si yeImu, on a x € E tel que y = u(x). Alors @’ '(y) = u’(x) =0 et on a x € E tel que uP(x) # 0g, alors

P2 (u(x)) = uP~1(x) # 0g donc G est nilpotent d’indice p — 1)

Pour tout ke N, u(u*(x)) = u*¥*!(x) € C,(x) donc (Cu(x) est stable par u)

L’ensemble {ke]N, uk(x):O} est une partie de IN* (car x # 0g), non vide car contenant p, donc

deet un plus petit élément s(x) > 1) .

On a déja, pour tout k € [0, s(x) — 1], uk(x)e C,(x).

Puis, si k € N, comme u*¥(x) = 0, par division euclidienne de k par s(x) de reste r € [0,s(x) — 1],
u*(x) = u” (x) € Vect (x, u(x),..., D1 (x).

Donc (x, u(x),..., u™~1(x)) engendre C,(x).

Reste a montrer que la famille est libre.

Or si on a des complexes A1, ..., Asx-1 tels que A1 x+ -+ + Agx-1 w®=1(x) =0, alors on montre que tous les 1 sont
nuls exactement comme dans la question 3 car u*¥)(x) = 0.

Finalement, ((x, u(x),..., us™71(x)) est une base C, (x))

14
Soit H, I'hypothese | «Si u nilpotent d’indice p sur un espace vectoriel E, alors 3xi,...,x; € E, E=@DCu(x;).»
i=1

On raisonne par récurrence sur p > 2.
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Initialisation : Si u est nilpotent d’indice 2,
.

 Soit Imu = Keru et la base de la question 8. donne directement E = @ Cyulep).
i=1

r n-2r
« Soit Imu # Ker u et la base de la question 10. donne directement E =@ Cy(e)) ® € Cu(vy).
i=1 i=1

(Remarquons que c’est déja vrai pour p = 1 car alors n'importe quelle base (xi,..., x;) de E convient.)
Hérédité : Soit un p > 3 fixé pour lequel H),_; est vraie.

Soit u un endomorphisme nilpotent d'indice p. On a vu a la question 27 que Imu est stable par u et que
I'endomorphisme # induit par u sur Im u est nilpotent d’indice p —1.

t
On peut donc lui appliquer I’hypothese de récurrence : on a yi, ..., y; € Imu tels que Imu = @ Cy(y).
i=1
Pour chaque i € [1,¢], on a x; € E tel que y; = u(x;).
Et vu la somme directe précédente, la famille (1™~ (x;)), <i<, forme une famille libre de Ker u. On peut donc
la compléter avec des vecteurs vy, ..., Vy—r—; en une base de Keru ot r =rgu.

On montre alors que la famille (x1,y1,..., u*Y = (1), .., x, ye, oo, 997Ny, 01, vy—r—) est une base de E
t
sur le méme principe que la question 10. En effet elle contient 1+ )_ s(x;)+(n—r—t) = t+r+(n—r—t) =n=dimE
i=1
vecteurs et si on a une combinaison linéaire nulle, en composant par u et utilisant le fait que y; = u(x;), on
obtient une combinaison linéaire nulle des yi,..., w1 (y1),..., ys,..., u*¥?71(y,) dont tous les coefficients sont

nuls vu la somme directe ci-dessus et la base de la question précédente.

Reste alors une combinaison linéaire nulle de w0V~ (yy),..., u*Y=1(y,), v1,..., vp_r_, dont tous les ccefficients
sont nuls car on a une base de Ker u.

Finalement, en remarquant que pour tout i, Vect(xi, Vireeor us(yl’)‘l(yi)) = Cy(x;) (avec s(x;) = s(y;) +1), et pour
t n—-r—t
tout j, Vect(v;) = Cy(v), on obtient E= @ Cy(x;)® @ Cu(vi), ce qui établit la récurrence.
i=1 i=1

31. Dans une base adaptée a la décomposition précédente, la matrice de u est diagonale par blocs car les sous-espaces

sont stables. Et vu les bases prises sur chaque Cy(x;), on obtient [diag (Tsteryseer T s(x[)))

B. Partitions d’entiers

N

32. Vu la question précédente, quitte a réordonner s(xy),...,s(x;) par ordre décroissant, on a bien

[une partition o = (ay,...,ax) de n=dimE et une base de E dans laquelle la matrice est diag(/q,,. . ,]ak)) aveck=t.

33. Soit @ € IN*. Si u est 'endomorphisme canoniquement associé a J,, alors u: (x1,...,xq) — (0, x1,..., Xq-1).

Doncsi j<a, w:(xy,...,xXg) — ,...,0,x1,..., X4 j) acomme image {0} xCaJ etdoncErg]f,; =a—-jsij<a, Osinon)

Et donc, J¢ 1 #0 et J% =0 donc (]a est nilpotente d’indice a)

34. On aici N, nilpotent d’indice p. Donc, par un calcul par bloc, pour tout 1 <i <k, J, est nilpotente d’indice au
plus p et I'une au moins est d’indice p. Mais comme les J,, sont nilpotentes d’indice a; et que les a; sont rangés

par ordre décroissant, a
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

. . . ; k ;
On a par blocs, N = diag ( ]{xl, . ](]xk) et comme la matrice est diagonale par blocs, rg N}, = Y rg ]in.
i=1

Mais si j > a;, rg]g[i =0 et sinon, rg](]);[ = a; — j. Donc finalement, rgNg =Y (a;—)).

i€Aj
Soit j € IN*. Alors d; =rgNg_1—rgNg =Y (@i—-j+D-) (ai—-].
l'€Aj,1 iEA]‘
OrAjo1=Aju{ie[Lk], aj=j-1},doncdj= Y (ai—j+D—- ) (ai—j)= D 1=|Ajl.
iGAj iEAj iEAj

[d ;j est donc bien le nombre de blocs J,; dont la taille a; > j)

k est le nombre de blocs J,, dont la taille a; > 1, il s’agit donc de (dl =rgidg—-rgu=n-— r)

Soit 1 < j < n. Le nombre de blocs de taille j est (dj —dj1=rgu/~t-2rgul +1g uj“]

Le nombre de blocs d’une taille donnée étant uniquement déterminé par u vu la question précédente, et I'unicité

de aj,...,a imposé par leur ordre décroissant dans la définition d"une partition font que

Les partitions de n déterminent donc les classes de similitudes des matrices nilpotentes.
Un ensemble de matrices nilpotentes de taille n qui ne contiennent pas deux matrices semblables est donc taille au

plus Ge nombre [I',| de partitions de n)

C. Applications

41.

42.

0 -1 1 -1 0
0 0 0 0 O
On calcule (par exemple a la calculatrice) A>={0 0 0 0 0]etA3=0;5.
0 0 0 0 O
0O 0 0 0 O

Doncrgu’=5,rgu! =r=3,rgu’=1,rgu®>=0et p=3.Btainsi, d; =2, dy =2,ds =1 et d; = 0.

Donc k= n-r =2, le nombre de blocs de taille 1 est d; — d» =0, le nombre de blocs de taille 2 est d, —d3 =1, le
nombre de blocs de taille 3 est d3 —ds = 1.

4 . N

La partition de 5 associée est donc 0 (3,2) et N, = diag(Js, J2) =

N\

On remarque déja que si M est nilpotente, alors 2M et MT sont nilpotentes de méme indice p.
t t
Ensuite, en écrivant E = @Cu(xi), onaaussi E = EB Coy(x;) car Cy(x) = Vect(uk(x))kdN =Vect (Zkuk(x))kE]N = Coy(x).
i=1 i=1

Cette décomposition donnant la matrice N, dans la question 32, on en déduit que (M et 2M sont semblables)
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

Pour passer de M a MT avec cette méme décomposition, il suffit de prendre les vecteurs des bases des C,(x;) dans

'ordre inverse, ce qui permet d’obtenir que (M et MT sont semblables)

En réalité, méme si ce n’est pas 1'esprit de la question dans le sujet, il y a plus simple.

En effet, pour tout j, rgM/ =1g (Mf )T =rg(MT)/ et rg2M)J =rg2/ M/ = rg M/ donc les questions 36 a 39 permettent
de montrer que M, MT et 2M sont semblables a la méme matrice N, et donc sont deux a deux semblables.

Si M et 2M sont semblables, elles ont méme spectre.

Orsi AeSpM, 21 € Sp2M = Sp M donc pour tout n € IN, 2”1 € Sp M. Comme Sp M est fini, la seule possibilité est
A #0. Comme on est dans C, Sp M # @ et donc Sp M = {0}.

D’aprés la question 15, (M est nilpotente)

Un algorithme de calcul du nombre de partitions de n

¥n,1 est le nombre de partitions de n dont le premier terme a; < 1. La seule partition répondant a cette contrainte

est(1,1,...,1) donc

Les partitions de n se séparent en deux catégories disjointes : celles qui commencent par un nombre inférieur ou
égal a n—1 et I'unique partition (n) commencant par 7.

AInsi Y n = Ynn-1+1=Ynn-1+Y0,0 = ¥Ynn-1+ ¥Ynmin©,n)- (L,égalité est vraie pour j = n)

Pour j < n, les partitions de n commengant par un nombre inférieur ou égal a j se séparent en deux catégories
disjointes : celles qui commencent par un nombre inférieur ou égal a j—1 et celles dont a; = j qui donnent
n=j+ar+--+agsoitn—j=ar+---+aravecar < ay=j.

On a donc bien (ynJ = Ynj-1+ yn_j'j)
Enfin, si j > n— j, dans une telle écriture n—j = @z +---+a; on a nécessairement a, < n—j < j,donc y,—j,i = ¥n—jn—j-

On a donc bien (yn,j =Ynj-1+ yn_j,min(j,n_j))

(- R
N1 2 3 405
j

T 1 1 1 1 1
2 o 2 2 3 3
3 [lo o3 45
4 lo 0o o0 5 6
5 oo o o0 7

- J

La premiere idée serait d’écrire une fonction récursive. elle est trés mauvaise : la complexité explose par des appels
multiples. Cependant, tous les points auraient sans doute été donnés au concours.

def nombre_partitions (n):
def y(n, Jj):
if (n, J) == (0, 0):
return 1
if not (1 <= j <= n):
return 0
return y(n, j - 1) + y(n - j, min(j, n - 3j))
return y(n, n)
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Il est préférable de faire de la programmation dynamique avec de la mémoisation : on calcule les termes au fur et a
mesure en les stockant dans un tableau pour ne pas avoir a les recalculer.

def nombre_partitions(n):
y = [[0 for j in range(n + 1)] for m in range(n + 1)]
y[0][0] =1
for j in range(l, n + 1):
for m in range(j, n + 1): # y[m][j] = 0 si j > m
y[m][3j] = ym]l[J - 1] + ylm - Jl[min(j, m - J)]
return y[n] [n]

Ce qui qui s’écrit aussi récursivement.

def nombre_partitions (n):
y = [[None for j in range(n + 1)] for m in range(n + 1)]
def remplir(n, 3j):
if y[n]l[j] is None:
if (n, 3j) == (0, 0):
y[0][0] =1
elif not (1 <= j <= n):

y[n][J] =0
else:
remplir(n, 3 — 1)
remplir(n - Jj, min(j, n - 3J))

yI[nll3j] = y[nl[J - 1] + yIn - Jl[min(J, n - J)]1
remplir (n, n)
return y[n] [n]

. Pour n=5, |I's| = y55 = 7 est le nombre maximal de matrices nilpotentes d’ordre 5 qui ne sont pas semblables deux
a deux.

11 suffit de prendre les N, pour o €Ts.

OrIs={(1,1,1,1,1,2,1,1,1),2,2,1),(3,1,1),(3,2),(4,1), (5)}.
160600 10000 10000 19000
Il1s’agi n matrices N, =05, N, ={00000], N, ={00000], N, ={01000], N, =(01000
git donc des matrices N(,1,1,1,1) = 05, Ni2,1,1,1) 00000 Nezn 00000 N1y 058001 N2 050090
00000 00000 00000 00010

10000 10000
N, ={01000]|, Nsy=[01000{.
@D 00100 ® 00100
00000 00010

Fin
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