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Séries numériques

Extrait du programme officiel :

L’étude des séries prolonge celle des suites. Elle permet d'illustrer le chapitre « Analyse asymptotique »
et, a travers la notion de développement décimal de mieux appréhender les nombres réels.
L’objectif majeur est la maitrise de la convergence absolue, tout excées de technicité est exclu.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités

Sommes partielles. Convergence, divergence.
Somme et restes d’une série convergente.

Linéarité de la somme.

Le terme général d'une série convergente tend
vers 0.

Séries géométriques : condition nécessaire et suffi-
sante de convergence, somme.

Lien suite-série.

La série est notée ) u,. En cas de convergence, sa

+00
somme est notée ) u,.
n=0

Divergence grossiere.

La suite (u,) et la série Z(un+1 - u,) ont méme na-

ture.

b) Séries a termes positifs
Une série & termes positifs converge si et seulement
si la suite de ses sommes partielles est majorée.

Si 0 < uy, < v, pour tout n, la convergence de Zvn
implique celle de )" u,,.

Si (Up)pew €F (Vn)new SONT positives et si u,, ~ vy, les
séries Y u, et Y v, ont méme nature.

c) Comparaison série-intégrale dans le cas monotone

Si f est monotone, encadrement des sommes par-
tielles de ) f(n) & I'aide de la méthode des rec-
tfangles.

Séries de Riemann.

Application & I'étude de sommes partielles et de
restes.
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Séries absolument convergentes

Convergence absolue.

La convergence absolue implique la convergence. Le critere de Cauchy est hors programme. La
convergence de la série absolument convergente
Y u, est établie & partir de cellesde Y u," et Y u,~.

Si (up) est une suite complexe, si (v,) est une
suite d'éléments de R*, si u, = O(vy) et si ) vy,
converge, alors ) u, est absolument convergente
donc convergente.

e) Représentation décimale des réels

Existence et unicité du développement décimal La démonstration n’est pas exigible.
propre d'un réel.
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Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

l GENERALITES

1 sommes partielles, convergence, divergence, somme

Définition
Soit (1) pew € KN une suite.
Etudier la série de terme général u,, notée Y u,, c’est étudier la suite (S,)en OU

n
Sn=) Up=Up+ Ui+ + Uy
k=0
S, est appelée somme partielle d’ordre n de |la série ¥ u,,.

Y u, est dite convergente lorsque (S,),, converge, divergente sinon.
Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme de la série ¥ u, le nombre

+00 n
Uu,= lim S, = lim E Up.
n—-+oo n——+oo
n=0 k=0

Remarques

R1— Enlever un nombre fini de termes & S, ne change pas sa convergence. Autrement dit, si I

estfini, > u,et Y wu,sontde méme nature.
nelN nelN\1T

n
Eneffet,siS,=> uretz,= ) uxetsin>maxl,
k=0 kel0,n]\I

Sn=Zn+)_ un.

nel

+00
Lorsqu’elles sont convergentes,ona  up,= Y up+ ) un.
n=0 nelN\1 nel

R2— Une série peut n’étre définie que pour n = ny, et on note ) u, la série dans ce cas.
n=zny
R3 — Une série n’est rien d’autre qu’une suite. Tous les résultats sur les suites s’appliguent donc.
Cependant, en général, c’est en étudiant son terme général u,, qu’on déduit des pro-
priétés de la série.

+00
R4 — Ne pas confondre la série ¥ u,, et le nombre (lorsqu’il existe) Y u, € K.
n=0

+0o
R5— /N\ Y u, n'est pas une somme, c’est une limite.

n=0
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Exemple

n
Siup=qg" ol geK. Sn:kgbqk: 1— g™+l

e Sig=1,S, — +oo.
Silg|<1,8 1
q /1 On 1-¢

n+1

« Si|g|=1etg#1,(Sy,diverge. (sig" —¢eK,1<|¢|#0 et

Propriété : Séries géométriques

Si g€ K, la série dite géométrique ¥, q" converge si et seulement si |q| < 1.
+00 1

Lorsque c’estle cas, ) q" = —.
n=0 1- q

—»]_:q).

n

Exemple : Série harmonique alternée
(_ 1) n—1

> est convergente de somme In2.
n—-1 —1DP n-1 1 1n-1 11_ —_pnn 1 _nn
S = - :Z(—l)”f tPde= Z(—t)”dt:f #dt:InZ—f( ) ds
p=0 p+1 p=0 0 0 p=0 0 1+¢ o 1+¢
puis
1
ISn—1n2|<f t"dt = — 0.
0 n+1

Autre preuve possible : appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction ¢ — In(1 + 1) sur
[0,1].

2 Correspondance suite et séries

On a déjd vu qu’étudier la série de terme général u,,, c’est étudier la suite (S,) new des
sommes partielles. On a alors

(avec S_; =0).
Inversement, une suite (v,),en peut-elle étre vue comme suite de sommes partielles
d’une série de terme général u,, ?

Vo = Ug Up="1o
V1 =Ug+ U upr=rv1—

A = Ug+ U+ U =S w=1r-1
Up=Up+ U+ -+ Uy Uy =UVUp—Vp-1
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Etudier la suite (vy),, c’est étudier la série ¥.(v, — vn_1) (en posant v_, = 0) appelée
série télescopique.

Démonstration

n
Sp= Z(Uk—l/k_l)=l/n—l/_1=l/n. (W
k=0

Corollaire

Soit (v,), € KN, La suite (v,) et la série ¥ (v,+1 — v,,) ont méme nature et, si elles sont
convergentes,

+00
Y Wps1—vp) = lim v, — vy.
n=0 n—+oo

Démonstration

n
Sn= (Wk+1— Vk) = Ups1— Vo. 0
k=0

Exemples

. 1
E1— Nature de la série ) 7D et calcul de la somme.

n>1 hn+

1 1 1

nn+l) n n+l

L P . 1 L.
La série est télescopique, S, =1 - 1 donc la série est convergente, de somme 1.
n
1
e2— Nature de ) ln(l + —).
n=1 n

1 1
ln(1+—) :lnﬂ =ln(n+1)-Inn
n n

La série est télescopique, S, =In(n+1) —0 — +oo donc la série diverge.

Remarque

Dans la pratique, il est trés rare qu’on prouve la convergence en calculant les sommes par-
fielles et qu’on puisse calculer explicitement la somme de la série. Les séries géométriques et
télescopigues en sont de rares exemples.
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3 Espace vectoriel des séries convergentes

Si les séries Y u, ety v, convergent, etsiAe K, alors ¥ (u, + Av,) converge et
+00 +00 +00
Y (Un+Avp) =) un+1)_ vp
n=0 n=0 n=0
Démonstration

n n n
Sn=) Un.Zn=) vpalors ) (up+Avy)=Sp+AZ,. O
k=0 k=0 k=0

Remarques

R1- Si Y u, converge et Y v, diverge, alors Y (u, + v,) diverge.
R2— SiY u, ety v, divergent, alors on ne peut rien dire de ¥ (u, + vy).
R3— Si Y v, diverge et 1e K, Y (Av,) diverge si et seulement si 1 =0.

Si Y u, est une série a termes complexe, elle converge si et seulement si les séries
Y Reu, ety Imu, convergent, ef on a alors

+00 +00 +00
Y up=) Reu,+i) Imu,
n=0 n=0 n=0
Remarque

+00 +00 +00 +00
Lorsqu’il y a convergence, i)%e(z un) =Y Re(uy,) et Jm(z un) =Y Im(up).

n=0 n=0 n=0 n=0

4 Condition nécessaire de convergence, divergence grossiére

Propriété : Divergence grossiére
Si u, /0, alors ¥ u,, diverge. On parle de divergence grossiére.

/\ La réciproque est fausse !

Si u, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la convergence de ¥ u,,.

Démonstration

u, =S,-S,-1, doncsi (S,) converge, u, — 0.

L .
Contre-exemple : si u, = % H, = Z P . série harmonique.
k=1

SERIES NUMERIQUES - page 6


http://sup3carnot.free.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 27 MAI 2019 MPSI

. 1 1
U, — 0 mMais Hy,, — H, = 5 donc ) — diverge.
n
On verra plus tard que Hy, ~Inn. O

5 Reste d’une série convergente

“ Définition
+00

Soit ¥ u, une série convergente et S= ) u,.
n=0

On appelle reste d’ordre n de la série ¥ u,, le nombre

qui n“a un sens que si la série converge.

Propriété
+00 N

Avec les mémes hypothéses, R,= ) u,= lim ) u.
k=n+1 N—oo 1 200

Démonstration

N +00
SN—=Sp—S-S,=Ry,lorsque N — +coet ) wur— ) uylorsque N— +oo 0
k=n+1 k=n+1

Exemple
qn+1

Série géométrique, |g| <1, R, = -t

Soit ¥ u, une série convergente et R,, son reste d’ordre n, alors R, — 0 lorsque n — co.

Démonstration

Rn:S_Sn. g

“ SERIES A TERMES REELS POSITIFS

Les résultats de cette partie sont valables pour des séries & terme général réel positif.
Cependant, I'étude étant asymptotique, ils s’appliquent plus généralement pour des
séries A terme général positif & partir d’un certain rang.
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Dans le cas ou le terme général, est de signe constant (& partir d’un certain rang), on
se ramene a un terme général positif quitte & étudier Y. (-uy,) si le signe est négatif.

1 cCritéres de convergence

n
Soit (uy) suite réelle positive, S, = ) uy. Alors
k=0

() (S,) est croissante
(i) (S,) & une limite finie ou +oo.
(i) ¥ u, converge si et seulement si (S,) est majorée.

Démonstration

Sn+1—Sp=Up+1 20. O

2 Comparaisons de termes généraux positifs

Théoréme : Comparaison des séries a termes positifs : cas de

convergence

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes positifs.
Si’y v, converge et que I'une des hypotheses suivantes est vérifiee :

e u,=0(vy,), e u, < vy, apartird’un certain rang,

* Up=0(Vp), o Uy~ Uy,

alors Y u, converge.

Démonstration

Dans le premier cas,onange N et Me R* telqQue Vn=ng, u,<Muv,.

Si S, et £, désignent respectivement les sommmes partielles de ¥ u, et ¥ v,, alors, tout étant
positif, S, < Sp, + M(Z, — Z,,) O partir du rang ny. Comme Y v, converge, (£,) est majorée donc
(S,) majorée donc ¥ u, converge.

Les frois autres cas sont des cas particuliers du premier. O

Corollaire : Comparaison des séries a termes positifs : cas de divergence

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes positifs.
Siy u, diverge et que I'une des hypothéeses suivantes est vérifiee :

e u,=0(,), e u, < v, apartird’un certain rang,

° un:O(l}n), ® Uy~ Upn,
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alors Y. v, diverge.

Démonstration

Contraposée du théoréeme. O

Exemples

1
n2"

1 o e 1 - ;
E1- ) —— converge car & fermes positifs et pour tout n> 1, < — ferme général d'une
n2n on

série (géométrique) convergente.

E2— ) L converge car & termes positifs et pour fout 1> 1, L 1 L terme gé
n? 9 P P "7V n2 nn+l) n n+l 9
. . . +00 ”2
néral d’'une série (télescopique) convergente. (On peut montrer que ) — = E.)
n=01

. . . .
E3 - Zﬁ diverge car a terme positif efsin>1,0< — <

Bl

S|~

Soient (u,) et (v,) deux suites a termes positifs telles que u, ~ v,. Alors ¥ u, ety v, sont
de méme nature.

Démonstration

Symétrie de I’équivalence. O

Remarques

R1— Aftention, pour les autres relations de comparaisons, ce n’est pas une équivalence! Si
u, =0 (vy) et ¥ u, converge, on ne peut rien dire de ¥ v, en général.

Exemple

1 1 . .
i o)., —3 converge mais ¥ 1 diverge.

R2 — Plus généralement, pour des séries réelles, il suffit que I'une des deux soit de signe constant
& partir d'un certain rang, I'autre aura alors le méme signe par équivalence et le résultat
reste vrai.

Exemples

I, . | 1 "y . w
E1- ) — diverge car & termes positifs — ~ ln(l + —) =In(n+1) —Inn ferme général d'une série
n n n
(télescopique) divergente.

1 I 1 . e - . 1
E2— ) sin— converge car sin— ~ — donc & termes positifs & partir d'un certain rang et )| —
n n n n
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1 1,
convergente. ) sin— converge et Zsin7 diverge.
n n

3 Critére de d’Alembert

Propriété : Critere de d’Alembert

Soit (u,) suite a termes réels strictement positifs tel que

Up+1
Un

— ¢ €0, +00].

o Si¢>1,Y u, diverge grossierement.
e Si¢<1,Y u, converge.
« Si¢=1, 0on ne peut rien dire en général (cas douteux).

Démonstration

Un+1

« Si¢>1,apartird’un certain rang,
Up

=1=+avec ivergente donc il y a divergence
1= Y 1divergente d ly adiverg

(grossiere). (En fait, u,, — +oo!)
Up+1

e Sit<1etl<k<1, & partird'un certain rang N, < k donc u, < k" Nuy avec Y k"
Un
convergente. Donc, comme tout est positif, par comparaison, ¥ u, converge.

. . . A 1 1
« Si¢>1,0n ne peut rien dire en général. Exemple : Zﬁ et Z? O

Exemples

n

- , X . 0 oR
E1— Série exponentielle : pour tout x € R}, Z—' converge (vers e*, démonstrafion avec l'in-
n:

égalité de Taylor-Lagrange... qui redonne la convergence !).

|
E2 — Z% Autre justification possible : termes positifs et d’aprés la formule de Stirling,

n\n n! 1 , .
n! ~ (—) v2nn,donc — ~e™"V2rn=o0 (—2) par croissances comparées.
e n n
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“l CONVERGENCE ABSOLUE

1 Définition
Définition
Une série Yu, & valeur dans K est dite absolument convergente lorsque Y |u,l
converge.

2 cCondition suffisante de convergence

Théoréeme : Convergence absolue = convergence

Si Yu, 4 valeurs réelles ou complexes converge absolument (donc Si Y |uy,l
converge), alors ¥ u,, converge.
La réciproque est fausse.

Démonstration

e Casou K=RR: On écrit u, = u}, — u,, avec

N Up SiUup=0 B —U, Siu,<0
uy = et u, =

0 sinon. 0 sinon.

Comme 0 < uf <l|uyl et 0<u;, <luyl, X u;, ety u, convergent.
Donc, par linéarité, ¥ u, =Y. (u}, — u,)) converge.
e« CasouK=C:) Reu, et ) Imu, convergent absolument car [Re u,| < |u,| et [Tmu,| < |u,l

donc convergent.
="

Pour la réciproque fausse, >
n

est convergente mais elle ne converge pas absolument.
O

Remarque

Lorsqu’une série est convergente mais n’est pas absolument convergente, on dit parfois
qu’elle est semi-convergente.

3 Relations de comparaison et convergence absolue

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles ou complexes. Si (v,,) est a valeurs réelles positives
telle que Y v, converge eft sil'une des hypothéses suivantes est vérifiée :
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o un:O(vn), b unzo(vn)/ b un~vn/
alors ¥ u, converge absolument donc converge.
En effet, si u,, =0 (v,)) OU u, =o(v,) OU u, ~ v, Alors |u,| =0 (v,).
Remarque

ASi u, et v, ne sont pas de signe constant & partir d’un certain rang (il suffirait que I'une
des deux le soit), on ne peut RIEN dire si u, ~ vy,.

Exemple
, (D™ (1" 1
Soit u, = - etv,=u,+—.
R Y
Y u, est télescopique et converge, donc ¥ v, diverge par addition & la série harmonique.
Oru wdoncl—o(u)dOth u
n \/ﬁ n - n n n:

4 Formule de Striling

Théoréme : Formule de Stirling

n
n! ~ (—) 2nn
e

Démonstration

« Premiere étape : On montre que n! ~ K(#/e)"\/n avec K > 0.

Soit u, = ———. L'idée est de démontrer que (Inu,) converge, c’est-a-dire que la série

(nle)"v/n'
Z (Inuye—Inuy,) = Zln

Un+1

converge. Or

n

Un+1 _ €
Up  (141n)n+"2

Un+1 1 1 1\ (1 1 1 1
In—-=1-|n+-|In(l+—|=1-|n+-||-—=—=+0|=||=0|=
U, 2 n 2)\n 2n? ns n?

1 .- .
Comme Z — converge, Inu, — (R et u, — e’ =K d’ou le résultat.
n

donc

« Deuxiéme étape : Pour déterminer K, on utilise le résultat classique des intégrales de
/2
Wallis : si I, :f sin” tdt, alors (n+2)I,.0 = (n+1)I,41, PUis (I,) décroit, puis I,,;1 ~ I,, pPuis
0

/1 . [ e
n+1)I,I,.1=—.,puis I, ~/— donc L, ~—— et
( )nn+1 2 p n 2 2n 2\/%

_@em!'n Kn@n?*"e*2n  n
T 4npl2 2 2.4nK2p2ne=2tp  k\/2n

2n

dou —— ~ puis K ~ v2r donc K = /2. O

i
2vn  Kv2n
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lV COMPARAISON SERIE-INTEGRALE

] Comparaison et caractérisation de convergence

Propriété : Comparaison série-intégrale d’une fonction décroissante

Si f:R* — R décroit et est continue par morceaux alors

k+1
VkeNN, fk+1)< f(ode< fk)
k

On a alors . . .
Vnel, f fde+ fn) <) flk) < f(0) +f f(rde
0 k=0 0

et

p-1

n+1 n n
f fode<s ) fo) < f(rdt
p k=p

Si f est continue par morceaux sur [p -1, n].

Remarques

R1 - Le plus important est de savoir retrouver ce résultat sur un dessin.
R2 — On peut aussi faire une comparaison série-intégrale dans le cas d’une fonction croissante.

Dessin

Si f:R* — R décroissante, positive et continue par morceaux alors Y. f(n) converge
n
Si ef seulement si ( f f(n dt) converge.
no

n

Démonstration

n
( f( dt) converge si et seulement si elle est majorée si et seulement si S,, est majorée si et
ny n

seulement si Y f(n) converge car ces suites sont croissantes. O

Remarques

+00

n
R1— En cas de convergence, si on note f(t)dt=limf f(rdt, on a en outre
0 0

+00 +00 +00
fO fmde< ) fw sf(0)+f0 f(odt.
n=0
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X n
R2— X Hf f(ndr étant croissante, dire que U f(t)dt) converge revient exactement & dire
0 0 n

X
que fo f(©dr aune limite en +co.
0

2 Séries de Riemann

Théoreme : Séries de Riemann

Soit a € R. .
) — converge < a>1
na

Démonstration

Sia<0,ily adivergence grossiere.
Sia>0, a#1,
"1 1 1
—dt=— -1
1 1@ 1-a\n*!

a une limite finie si et seulement si a >1. Comme ¢ — = est positive, décroissante, et continue,
on obtient le résultat. -
Pour a =1, cela a déjd été vu et se retrouve avec f - dt=Inn— +oo. O
1

Remarques

1 . . .
R1— Onpose pour a>1,{(@)= ) —. ¢ est appelée fonction { de Riemann.
nelN+ 1t
R2— Régle du n®*u, : Soit ¥ u, une série & termes réels.
o S’il existe a > 1 tel que (n%u,) est bornée (par exemple n*u, — 0), alors u, = O(#) donc
Y u, converge (absolument).

o S'il existe a <1 tel que n*u, — +oo, alors & partir d'un certain rang u, =0 et ni =o0(uy)
donc ¥ u, diverge.

o S'il existe a,¢ € R} tels que u, ~ ni alors & partir d'un certain rang u, =0 et Y u,
converge si ef seulement sia > 1.

Exemples
cosn

El— up=—3 E4— u, =% pour feRR.
n

E2— u,=e" ol BeRR. -

E3— un:nln(1+%)—cos\/iﬁ. ES— Un= Uil
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3 Evaluation des sommes partielles et des restes

Exemple
1 1
> Cfite — esT décroissante et positive sur [2, +oco[ et pour tout ne IN,
S,nlnn tln
no1 1 1 1 1 o1
—dr+ < < + dr
j; tint nilnn ,CZ:"zklnk 2In2 fz tint
donc . . .
1 1 1 1 1
—drt < < dt
/2 tint " ninn ,;2 klnk 2In2 +f2 tint
donc
L 1
In(Inn) —In(n(2)) + —— +In(lnn) —In(In(2))
k:2 klnk 2ln2
Donc .
kzz kln e
1
En fait, on a obtenu mieux que cela : Z T~ ndnmn).
k=2

Remarque

Plus généralement avec les hypothéses précédentes, si ¥ f(n) diverge et f(n) — 0, S, ~ F(n)
ou F primitive de f.

Exemples

o . Ly | , e
e1— Tres classique! H,, = Z 7 Par comparaison série-intégrale,
k=1

1
Inn+—<H,<Inn
n

donc H,, ~Inn.

! ln(1+1) ! 1+O(1) -1 +O(1)
1 = P E ——— = — ] = _— —_] = —_—
mHT I T A n) n+l1 n n2 nn+1) n2
terme général d'une série convergente, donc v, = H,—Inn — y € R ou y est appelé
constante d’Euler.

H,=Inn+y+o(1)

. n
E2 - Equivalent de ) k% ol a>0.

k=0
n 1 +00 1 . . . .
E3— S, = Z k2 On cherche une estimation de R,, = Z = Par comparaison & une intégrale,
k=n+1
1 1 N+l gl N1 1 1
- =f Sdr< ) —sf —dt=——-—
I’l+1 N+1 n+1 tz k=n+1 k2 n Z—Z n N

puis en faisant N — +oo
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1 1
< Rn = —
n+l1 n
1
etR, ~— (convergence lente.) Pour une précision de 1072 dans le calcul de § = Z —, |l
n=0 l’t
faut prendre n = 100.
Peut-on faire mieux? Oui! On a aussi
1 1] 1 1 1 1
S—|Sy+=||=|Rp——|<— = < —.
n n|l n n+l nn+l) n?

1 1
En considérant S, + —, on obtient une convergence en — . Cette fois n =10 suffit! On parle
de technique d’ occelero’non de convergence.

Remarque
Plus généralement avec les hypothéses précédentes, si ¥ f(n) converge de reste R,

:f f(t)dte’rln:f f(ndte,
0 ’ I-Iyg <R,<I-1I,

ce qui permet d’avoir une estimation asymptotique de R,,.

V SERIES ALTERNEES (SPE)

Théoréme : Critére Spécial sur des Séries Alternées

Si (un), est une suite réelle, décroissante, telle que u,, — 0, alors ¥ (-1)"u,, est conver-
gente.

Remarque

Vn, u,=0etdonc (-1)"u, a un signe alterné. Quitte & tout multiplier par -1, le résultat
s’applique aussi a ¥ (-1)"*u,

Démonstration

(S2n) €1 (S2,,41) SONt adjacentes. O
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Remarque

Onaenoutre que S, <S<S,41 OU S;,41 <S< S, pour tout n.
DoncC R, =1S—Sul <1S;+1— Sul = un1, C€ qui permet d’avoir des informations sur la vitesse de

convergence.
Exemple
(=n* , - (-nn-t ,
Pour fout @ >0, ), ——— converge. C’est le cas en particulier de ) comme on |'a déja
n
vu. On peut retrouver la valeur de sa somme gréce au développement H, =Inn+y+o(1). En
effef,
2n k-1 n—1 n 2n n
(=1 1 1 1 1
-k pm02p+1l ;32p o k p=12P

=Hy,—H,=In2n-Inn+o(1)=In2+0(1)

+00 (_1 n-1
Donc Sz, ~1In2 puis )

n=1

=In2. Convergence en 1, donc lente.

Vl DEVELOPPEMENT DECIMAL

Tout réel positif x s’écrit de maniére unique sous la forme

+00
an
x=N+0aqay...= N+ —
n=1 10"

OUN e NN et (a,) =1 € 10,91 dont les termes ne sont pas constamment égaux a 9 & partir
d’un certain rang.

Onaenoutre N=|x] efVneN, a,=110"x]-10[10"'x|.

Définition

Une telle écriture est appelée développement décimal illimité propre de x.

Démonstration : Non exigible.

Remarquons qu’une felle série converge bien (0 (1/10™)).

110%x] (approximation décimale par

De plus, si on considéere cette série, et si I'on note x, = T

défaut de x), alors on a déja vu que x, — x.

a 2.4 P n
Or 10—”,1 =x, — X1 donc la série est télescopique de somme x—xy = x — |x].
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De plus, la suite des a, ne stationne pas sur 9 . Sinon, on considérant p tel que 10Px a une
partie décimale ne contenant que des 9, on obtient que 10P7x =1 donc x=10"7 et qinsi, si n> p,
a, =110"x] -10[10" x| =0, ce qui est contradictoire.

Cela donne I'existence.

Lemme

+00 b
Siy 10—’; =1 avec pour tout n, b, € [0,91, alors, pour tout n, by, = 9.

n=1

Démonstration

+00 b
Soit x= )" 10—'; =0,b1b2bs... tel que tous les b, ne soient pas égaux a 9. Montrons que
=1
x<1. "
Soit ng le plus petit entier tel que b, #9 et

no—1
Xo= Y. br-107%+9-107 =0,boby ... bp,-19.
k=1

Alors 1-xy>0 et comme b,, #9, x < xp < L. a

Pour I"'unicité, si on a un telle écriture, alors

+00 ax n L +00 ax
10"x=10"N+ ) ——=10"N+) al0" "+ ) ——
k=110 k=1 k=n+110

+00
a S , N , . n
avec Z 10kk—" < 1. Par hypothese et d'apres le lemme, c’est en fait < 1, et on obtient
k=n+1

n
[10"x] =10"N + Y a;10"* ce qui redonne facilement a, = [10"x] - 10 [10" x| .
k=1
N = |x] en utilisant le lemme également. ]

Remarque

Les seuls nombres réels & avoir deux développements décimaux illimités sont les nomlbres
décimaux (d’apres le lemme).

Exemple
10,1[, donc R, n’est pas dénombrable.
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