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Déterminant

Extrait du programme officiel :

Les objectifs de ce chapitre sont les suivants :

— introduire la notion de déterminant d'une famille de vecteurs, en motivant sa construction par la géométrie;
— établir les principales propriétés des déterminants des matrices carrées et des endomorphismes ;

— indiquer quelques méthodes simples de calcul de déterminants.

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace vectoriel de dimension finie n > 1.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Formes n-linéaires alternées

Forme n-linéaire alternée.

Antisymétrie, effet d'une permutation.

La définition est motivée par les notions intuitives d’aire et de volume
algébriques, en s’appuyant sur des figures.

Si f est une forme n-linéaire alternée et si (xy,...,x5) est une famille
liée, alors f(x1,...,Xx,) =0.

b) Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Si e est une base, il existe une et une seule forme n-linéaire alternée f
pour laquelle f(e) = 1. Toute forme n-linéaire alternée est un multiple
de dete.

Expression du déterminant dans une base en fonction des coordonnées.

Comparaison, si e et ¢’ sont deux bases, de det, et det,.
La famille (x1,...,x5) est une base si et seulement si dete(x7,...,Xx5) #0.

Orientation d'un espace vectoriel réel de dimension finie.

Notation det,.
La démonstration de I'existence n’est pas exigible.

Dans R? (resp. R3), interprétation du déterminant dans la base ca-
nonique comme aire orientée (resp. volume orienté) d’un parallélo-
gramme (resp. parallélépipede).

& PC: orientation d"un espace de dimension 3.

¢) Déterminant d’un endomorphisme

Déterminant d'un endomorphisme.

Déterminant d"une composée.

Caractérisation des automorphismes.

d) Déterminant d’une matrice carrée

Déterminant d’une matrice carrée.

Déterminant d"un produit.

Déterminant d"une transposée.

Relation det(1A) = A" det(A).
Caractérisation des matrices inversibles.

e) Calcul des déterminants

Effet des opérations élémentaires.
Cofacteur. Développement par rapport a une ligne ou une colonne.

Déterminant d"une matrice triangulaire par blocs, d"une matrice trian-
gulaire.

Déterminant de Vandermonde.

f) Comatrice

Comatrice.

Relation A’Com(A) = !Com(A)A = det(A)I;,.

Notation Com(A).

Expression de l'inverse d"une matrice inversible.
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I APPLICATIONS MULTILINEAIRES

1 Définition
Définition
Soit K corps commutatif, n € IN*, E, F des I{-espaces vectoriels.
Une application f: E" — F est dite n-linéaire lorsque pour tout (¥,...,%,) € E", et tout i € [1, n],
fi: est linéaire.
x — f(zly---vxiflvjc’)jelurl!---)X)n)
(Linéarité par rapport a la i¢ variable.) c’est-a-dire V (%1,...,X,) € E", Vie[l,n], VX yeE, VAek,

f()_él,-~-,fi—l,f+iy;x.i+l,---,fn) :f(ilr---y-%i—lrx-;)_ei+1’---r%n)

+//\’f(561r---)%i—bj})}:l‘+l;-'-r5€n)

On note &, (E, F) I’ensemble des formes n-linéaires.
Lorsque F =K, on parle de forme n-linéaire.
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Remarques
R1- Une application n-linéaire se développe comme un produit : par exemple, si f est bilinéaire,
flax+pBx,yy+65) = ayfG 3)+Brf (X, §) + adf (£,7) + Bo f (X, 7).
R2— %u(E,F)#%(E",F)!Si, par exemple, n=2 et f bilinéaire alors :
fG+AT, 7+ A7) = FE D+ AFE, P+ FE TN+ A2 F(7,7)

tandis que si f est linéaire,
FE+AT, 7+ AV = FGE P + AL, T)

Exemples
E1- Lapplication nulle est n-linéaire.
E2— Le produit (x1,...,Xp) — X1 x -+ x X, sur K", sur .4, (K), est n-linéaire.
(ZE)? — ZL(E) e
E3— est bilinéaire.

(u,v) —  uov

E4— Le produit scalaire usuel (%, y) — x1y1 + x2y2 est une forme bilinéaire sur R2.

b
E5— (f,g)H[ f(®g(t)dt est une forme bilinéaire sur € ([a, b]).
a

Remarque
Si E est de dimension finie n, f est n-linéaire sur E, 8 = (é,...,8,) une base de E, et si on note (X1,j5 ) Xp, ) les
n
coordonnées de X; € E dans la base %, donc X; = ) x; ;é;, alors
i=1
n n
FGL.uZ) = Y Xi18i0eeer D Xipn8i, | = > Xiy 1o Xipnf @iyrenr @)
i1=1 in=l lgil,...,ingn
2 Propriétés
Propriétés
(i) Si f € L,(E,F)etsil'undes %; est nul, f(%,...,%,) = 0.
(ii) £, (E, F) est un K-espace vectoriel.
Démonstration
(i) f; est linéaire.
(ii) sev de F (E™), |
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3 Formes n-linéaires symétriques, antisymétriques, alternées

E désigne un K-espace vectoriel, et n € IN*.

Définition
Soit f € #,(E, K).
o f estdite symétrique si et seulement si
YV (X1,...X) €E", Vi j, fGy..., XXy 0Xn) = f&E,. 0%, 0 X0 Xn).
 f estdite antisymétrique si et seulement si
V(&1 Xn) €E", Vi j, fGn..o X XjyenXn) =—F@1..0 %), Xipen, Xn).

o f est dite alternée si et seulement si

YV (X1,...,Xp) €E", Yi#j, f(X1,..,%i,e0, Xiyeen, Xn) = 0.

Exemples
R)? — R G ,
E1- f: est une forme bilinéaire antisymétrique et alternée.
&) — xiy2-xn
R)? — R . .
E2—- f: est une forme bilinéaire symétrique

X)) — xix2+y1)2

Propriétés : Caractérisations

Soit f € £, (E, K).
(i) f est symétrique si et seulement si

VO’EGn, V()_{'l,...,)_(t'n) EEn, f()_fg(l),...,)_fg(n)) Zf(.)_él,...,)_(’,'n).

(ii) f est antisymétrique si et seulement si

VU€6n, V(ic’l,...,?cn) GEn, f(x’g(l)y...,%U(n)) =€((T)f(551,...,)_(:'n).

(iii) f est alternée si et seulement si

Y (X1,...,Xpn) € E", (X1,...,%p) libe=> f(X1,...,%n) = OK.

Démonstration

<= : facile avec une transposition ou une famille contenant le vecteur nul.

= : 0 se décompose en produit de transpositions : 0 =7} ---7p. Chaque 7; ne change pas f si elle est symétrique, et
sort un signe moins si f est antisymétrique.

Ainsi, par récurrence, l’action de o ne change pas f et fait sortir (-1)P = €(0) si f est antisymétrique.

Finalement, si f est alternée et (¥1,...,X,) liée, on a i tel que X = ZA iXj, alors
jAi
f(fq,...,?c,,):;_Ajf(?q,...,?cj,...,z]-,...,?cn)=0. O
J#i

Soit f € £n(E,XK). Si f est alternée, alors f est antisymétrique.
La réciproque est vraie si IK n’est pas de caractéristique 2, c’est-a-dire si 2 g # 0.

DETERMINANT - page 4


https://sup3.prepa-carnot.fr
https://sup3.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 25 NOVEMBRE 2020

Démonstration
Si f est alternée, i # j,

f()?l,...,)?i+)?j,...,fi+fj,...,)?n)=0K
:f(._fl,...,._fl',...,}_éi,...,.)?n)+f(5C'1,...,J?i,...,fj,...,._in)
+f()7?1,...,)?j,...,fi,...,fn)+f()?1,...,)?j,...,)?j,...,fn)
16 BN SN SR B
+f()7?1,...,)?j,...,fi,...,fn).
Donc f est antisymétrique.

Si f est antisymétrique, en permutant, f(%1,...,%;,....%,....%) = —-f(&1,....%,...,X;,...,Xy)  donc

2k f G, ., Xiyen s Xy, X)) =0 et donce si 2g # 0k, f(Xy,..., %4,...,%j,...,Xn) = Og et f est alternée. d

4 Lespace A,(E)

Ici, E désignera un K-espace vectoriel de dimension finie, n = dimE € IN* avec IK commutatif qui n’est pas de
caractéristique 2.

Notation

On note A, (E) I’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E.

Théoréme

Si n=dimE, 'ensemble A, (E) des formes n-linéaires alternées sur E est un IK-espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration

Ap(E) est facilement un sous-espace vectoriel de £, (E, K).
Soient f € Ay (E), 8 = (€1,...,€,) une base de E. On a déja vu que si on note (X1,j> ) X, ) les coordonnées de Xj€E dans

n
la base 98, donc % = )_ x;,j&;, alors
i=1

n n
f(fl,...,fn)=f Z xil,léil""’ Z xin,n_éin = Z xil,l"'xin,nf(éip'“’éin)
i1=1 =il 1<iy,.in<n
mais comme ici f est alternée, on peut indexer la somme par 1< i1,...,in < n deux a deux distincts, ce qui revient a prendre
une permutation o € &, telle que pour tout j, i; = o(j). On obtient alors

f()?l,...,)?n)z Z xU(l),l...xU(n)’nf(éa(l),...,éo'(n))

e,
Comme f est aussi antisymétrique,
f()?l,...,)?n) = Z E(O’)xa(l)'l ...xg(n),n f(él,...,én)
oeS,

E" — K
Onposed:| _ R
P GLeenXn) — Y €@ Xe)1--Xo(m)n
geS,
On a que pour tout f € Ay(E), f = f(9B)-d et donc Ay (E) c Vectd.
Montrons que d € Ap(E).

» La n-linéarité vient de la linéarité 1’application qui a un vecteur x associe sa i® coordonnées dans 2.
o Pour montrer qu’elle est alternée, on montre qu’elle est antisymétrique :
d(.fl,...,55]‘,...,76,‘,...,56'”) = —d(fl,...,f,‘,...,.f]',...,fcn)

avec le changement d’indice o' =g o (i j).
Donc Ay, (E) = Vectd.

Dernier point : d #0 : il suffit de vérifier que d(%) =1.
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Remarque

Deux formes n-linéaires alternées sur E sont donc toujours proportionnelles.

Il DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

1 Définition

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n, 8 une base de E. Il existe une unique forme n-linéaire alternée sur

E dont I'image de 9B est égale a 1.

Démonstration

f=Adet f(%)=Adonc f=d.

Définition

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n, 28 = (éy,...,é,) une base de E.
On appelle déterminant dans la base % 'unique forme n-linéaire alternée sur E notée detgy telle que

detgyg(AB) = 1.
Sipour 1< j< n, Xj € E de coordonnées (x,j,...,Xp,j) dans 23, alors

det»(X1,...,X,) = Z E(@)Xeg)1---Xom),n

0eS,
On note
xl,l. oo X1n
detg(X1,...,X,) =
xl:l,l ..x;«;yn
Remarques

R1—- On place dans les colonnes les coordonnées dans 28 des vecteurs de % :

? - &
R . : - &
detg(X1,...,Xn) = : )
— @én

[ 1

R2— Un déterminant est nécessairement carré.

R3— VYV feAu(E), 31, f=Adetg.De plus, A= f(A).
R4 — Par définition, le déterminant est n-linéaire alterné. En particulier, le déterminant d"une famille liée est nul.

DETERMINANT - page 6


https://sup3.prepa-carnot.fr
https://sup3.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 25 NOVEMBRE 2020

Exemple

Si n =2, on trouve detg (X1, X2) = X1,1 X2,2 — X2,1 X1 2.

2 Propriétés

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, 98,9’ des bases de E.
(i) Formule de changement de base : det g = det g (%) det .
(ii) detg (B') #0 et detg (B) = (det (B')) .

(iii) (X1,...,%,) est libre/une base de E si et seulement si detg (X, ..., %,) # 0K.

Démonstration

(i) detg € Ap(E).
(ii) On applique (i) a 4.

(iii) Un sens déja vu. Pour l'autre, c’est le caractere alterné du déterminant. O

Remarques

R1- Dans le plan, le déterminant permet de caractériser la colinéarité. Par exemple, une droite passant par A(xo, o) et

o R o |lx=x «
dirigée par ii(a, B) a pour équation =

y=-yo B

R2— Dans 'espace, le déterminant permet de caractériser la coplanérité. Par exemple, un plan passant par A(xp, yo, 29) et

x-x9 a ao
dirigée par ii(a, B,7) et ¥(a’, f',y") a pour équation |y—yy B p'|=0.

z—z0 v Y

IIl DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie n et 9 une base de E.
1 Définition

Soit ue £L(E). Alors detg(u(9B)) ne dépend pas de 8.

Démonstration

Soit f(X1,...,Xn) =detgg(u(Xy),..., u(Xy)). Alors f € Ay (E) car u est linéaire et detgp est n-linéaire alterné.
Donc f = f(%)detgyg = detg (1(9B)) dety et donc

detgz (u(B)) detz (B') = f(B) = detg(u(B")) = detz (B') det g (u(B))

et on conclut car detg (%) #0. O
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Définition

Soit u € Z(E). On appelle déterminant de u le scalaire detu = detg(f(28)) olt 2 est une base quelconque de
15

.....

2 Propriétés

(i) Siue ZL(E),
YV (X1,...,X) € E, detg(u(xy),...,u(xX,)) =detu x detg(X,...,X,).
(ii) det(idg) =1.
(iii)) Y u,ve L(E), ,det(uov)=detuxdetwv.
(iv) N\VueZE), VAeK, ,det(Aw) = A" detu.
(v) Soit ue £L(E). ue 9<% (E) < detu #0.
(vi) det: (9 ZL(E),0) — (K*, x) est un morphisme de groupes.
(vii) Siue 9L (E), det(ut)=(detu)™L.

Remarque

Adet n’est pas linéaire : det(u + v) # detu + detv en général. Exemple +idr en dimension impaire.

Démonstration

(i) f dans la preuve précédente.
(ii) det(idg) = detg (%) =1.
(iii) découle de (i).
(iv) n-linéarité.
(V) ue 9% (E) < u(%B) base de E < detu #0.
(vi) ok.

(vii) Propriété de morphisme de groupes.

v DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

1 Définition
On fixe ne IN*.
Définition

Soit A€ M, (K), A= (a; j)i jen,. On définit le déterminant de A par

ayl ... 1,n
detA=| : . = ) &0)ao,-. Gom)n

: . eSS,
Aanp,1 ... Qnn
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Remarque

Dans chaque terme de la somme, on choisit exactement un terme par colonne et par ligne.

2 Propriétés

(i) SiCy,...,C, sont les vecteurs colonnes de A et 98 la base canonique de K", det A = detg(Cy, ..., Cy).
(ii) Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n, u € £(E) représenté par A dans une base de E, alors det A = det u.
(iii) detl,=1.
(iv) Si A,Be #,(K), det AB=det AdetB.
() /\Si A€ ,(K) et L€ K, det(AA) = A" det A.
(vi) detAT =detA.
(vii) 4£,(K) ={Ae #,(K) | detA#0}.
(viii) det:(9£,(K), x) — (K", x) est un morphisme de groupes.
(ix) Si Aest inversible, det(A™!) = (det A)~L.

(x) Des matrices semblables ont méme déterminant : le déterminant est un invariant de similitude.

Remarque

Adet(A + B) # det A+ det B en général : det n’est pas linéaire.

Démonstration

(i) a (v) définitions puis conséquences des propriétés du déterminant d’un endomorphisme. (vi) :

geS, 0eS, i=1

n
det(AT)= ) e@aroq)---nom= 2, €[] aiow

n
=) @[] agp,= Y e@aggy--g1pmn
j=0) 5e5, j=1 0eS,

o Z e(@)agr),1--- Ag'(n),n = det A.
0'=0"g/eS,

&, — 6
Le dernier changement d’indice étant licite car " nl est bijective.
g — 0
(viii) : par (iv).
(ix) : par morphisme de groupe ou det (A1) x det A=det (A~ x A) =det I, = 1.
(x) Deux matrices semblables représentent un méme endomorphisme dans deux bases différentes ou
det(P~' AP) = det P~ det Adet P = det A. 0
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Vv CALCULS DE DETERMINANTS

1 Opérations élémentaires

(i) Siune ligne ou une colonne est nulle, ou une combinaison linéaire des autres, le déterminant est nul.
(ii) On ne change pas le déterminant avec les opérations
Li‘_Li‘*’ZAkLk ou Cj‘_Cj+Z/1ka
k#i k#i
(transvections successives.)
(iii) En multipliant par A une ligne ou une colonne, on multiplie par A le déterminant.

(iv) Sion échange deux lignes ou deux colonnes, on multiplie le déterminant par —1. Plus généralement, si on permute
les lignes ou les colonnes avec une permutation o € S, on multiplie le déterminant par €(o).

di ()| |di 0)
(v) = =dyx-xd,.
) dn| | dy
Remarques

R1-— APas d’opération du type L; — AL; +puL; car cela modifie le déterminant.

R2— On retrouve tres facilement le critere d'inversibilité des matrices triangulaires.

Démonstration

11 suffit de raisonner sur les colonnes quitte a transposer.
(i) detgg est alterné.

(ii) Par linéarité par rapport a la j¢ colonne, et par caractére alterné,

detgg cl,...,cj+]§’7tkck,...,cn :det(Cl,...,Cn)+kg(./lidet(Cl,...,Ck,...,Ck,...,Cn)
J ]

=0

(iii) Linéarité par rapport a la i® colonne.

(iv) Anti-symétrie.

(v) Dans Y &(0)agqy1--- G n, le seul terme contenant éventuellement des ccefficients non nuls est celui pour o = id

geS,
(0(1) =1, puis 0(2) =2, etc.). ]

DETERMINANT - page 10


https://sup3.prepa-carnot.fr
https://sup3.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 25 NOVEMBRE 2020

Exemples

E1- Si(a,b)eK?etn>2avec C —YCjpuisL;—L;—L;:

a+(n-1)b b ... b 1 b ... b
a. (b) :
K : a, (b) : (b)
) = : =(a+(n-1b)|:
b) " a : :
a+n-1)b (b) ‘a 1 (b ‘a
1 b b
0 a-b 0) 1
=(a+(n-1b)|: : =(a+nm-1b)(a-b)""".
0 (0 a-b
2b b—a-c 2b
E2- Factoriser A=|a—b-c 2a 2a
2c 2c c—a-b

Avec Cj<—Cj—Cl puis Ly — Y L; puis Ly — Ly + L3 :

2b —(a+b+0c) 0 2b -1 0
A=la-b-c a+b+c a+b+c |=a+b+c?la=b-c 1 1
2¢c 0 —(a+b+c) 2¢c 0o -1
at+b+c 0 O 1 0 0
=(@+b+0*|la-b-c 1 1|=@(a+b+c3la-b-c 1 1
2c 0 -1 2c 0 -1
1 0 0
=@a+b+03la-b+rc 1 0|=—-(a+b+0)>.
2¢ 0 -1
2 Développements
e Mineurs et cofacteurs

Définition : Mineurs, cofacteurs, comatrice

Soient A€ 4,(K), i, j €1, n].
¢ On appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant A; ; obtenu en retirant L; et C; a A.
 On appelle cofacteur d’indice (i, j) le nombre C; ; = (-=1)'*/A; ;.
« On appelle comatrice de A la matrice de ses cofacteurs : A=ComA = (C; )i j = ((-1"*/A; )

Exemple
1 2 -1 1 =ll 1
A=l0 1 1| AlorsComA=|-8 2 -4|.
=il 2 & 3 =ll 1
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+ - +
Pour les signes a mettre devant les cofacteurs, c’est facile : ils sont alternés, et + sur la diagonale. Ici : | -

+ - o+

° Développement par rapport a une ligne ou une colonne
Soit A€ ,(K).
(i) Développement par rapport a L; : Sii€[1,n],
n . .
detA= Z (—1)’+1Ai,]~a,~,j.
j=1
(i) Développement par rapport a C; : Si j€ [1,n],

n . .
detA= Z (—l)l”Ai,jal-,j.
i=1

Exemple

Avec la matrice précédente :
o Développement par rapporta Ly : detA=1-2-1=-2.
o Développement par rapporta Co : detA=-2+2-2=-2.

Remarque

Plus il y a de zéros dans la ligne/colonne par rapport a laquelle on développe, plus c’est intéressant!

Démonstration

Sur les colonnes (il suffit de transposer pour passer aux lignes.)
0

n ; n
: z L4 z : BN N 0
Par n-linéarité du déterminant par rapport a ses colonnes, comme C e Z ajjejou e; = (1) ,detA= Z aj,jDj j avec
i=1 i=1

0
ayy ... a,j-1 0 ayji1 - ain
: : 0 : :
D,-,j =|ai1 - Gij-1 1 Qi jy1 - Qi |.
2 0
an - An,j-1 0 Ap,j+1 - Ann

En appliquant une permutation o = (jj +1---n) de signature (-1)"~J aux colonnes puis une permutation o = (ii+1---n)
de signature (-1)"~" aux lignes, on obtient

ail ... a,j-1 aij+1 - a,n 0 a1 e aujol el - aup 0

N g : S0 " j-1,1 - Qj-1,j-1 Ai-1,j+1 - Qi-1,n 0
Djj= D" ain e aijor @ijer e @i 1 = (1) | @i @i je1 @ienjen e @ivn 0]
: : : 0 : : : : R
g : e an1 .. Qpj-1 Apj+1 - Ann O
Anl - Gn,j-1 An j+1 - Ann O @ e @ij-1  @ij+1 e Qin 1
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En notant m; ; les ccefficients de cette dernieére matrice, on a alors, étant donné que seul le dernier ccefficient de la
dernieére colonne est non nul :

D;j=D" Y e@mgy1 - Momn =D Y e@mgay1 Mon-1),n-1
0eS, 0eSy,
a(n)=n

=D Y e@msy1 - Mem-n,n-1= (C1DPTIA
eSS,
En effet :

« les permutations induites par les permutations de &, telles que o(n) = n décrivent toutes les permutations de &,,_1,
et elles ont méme signature car méme nombre d’inversion,

¢ A; j désigne le mineur de A car on ne considere plus ccefficients de la derniére ligne : on obtient donc directement le

déterminant de la matrice extraite de A sans L; et sans Cj. |
Exemple

n 1 ... .. 1

1 1 1 0)

0 1 ©) =
-1 . ©0) .. -1 -
D BN = -1 .. =n| .- =n

) -1 1] | 0) -1 1

0 (0 =il 1l

avec C; — X C; puis un développement par rapport a Cj.
On aurait aussi pu développer par rapport a C, et obtenir Dy, = D;,—1 + 1, et comme Dj = 1, on retrouve Dy, = n.

Remarque

On retrouve facilement, par récurrence, en faisant des développements,

qa e |a *)
' —d, == dyx--x dp.
©) dy ©) “dp

3 Déterminants par blocs

Propriété : Déterminant de matrice triangulaire par blocs

Soient A€ M, (K) et B € 4 (K), alors

A (%) A (0

= =detA-detB.
0 B (*) B
Remarque
A B
Améme lorsque toutes les matrices sont carrées, # det Adet D —det BdetC ou autre det(AD — BC) en général!
C D
(cf TD)
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Démonstration
¢ Premieére méthode : Soit la forme n-linéaire alternée

Ci|-+-|Cp (%)
d:(Cy,...,Cn) — 11 .
) B

On a alors d = d(9) detgg ol 2B est la base canonique de K".

A (%)
Donc, en appliquant d aux colonnes de A, =d(PB)det A.
0 B
Or d(%) = =det B en effectuant n développement successifs par rapport a la premiére colonne.
0 B

e Deuxieme méthode : On remarque que (multiplier a gauche par une matrice diagonale (par blocs) revient a
multiplier les blocs-lignes par les blocs diagonaux correspondants)

A ¢ [, o A C
= X »
o B/ \® B] 0 I,

les déterminants des deux matrices se calculant facilement par développement successifs par rapport a C; /derniere
ligne. O

4 Déterminants de Vandermonde

Soient x1,...,x, €K,

1 x Xt xi1 1 1 1
1 X x5 oxp! X1 X2 .. Xn
Vxy,..oxn) =1 - =l . Cl= I &j—x.
o : : : : : 5 1<i<j<n
1 X, x2 xt x?‘l xZ”‘1 X1
Démonstration
e Premiere méthode : Soit P le polynéme P = V(x1,...,X;—1,X) (C'en est bien un!).
En développant par rapport a Ly (premiere expression), on a alors

n . . .
P=Y (—1)’+]Dn,ij_1 ot les Dy, j ne contiennent pas X, donc P € K,_1[X]. De plus, x1,...,X,-1 sont
j=1
racines de P.
DonconadeK tel que P = A(X—x1) - (X—x,—1) oll A est le coefficient en X"~L: ¢’est le mineur égala V(xy,...,xp-1).
Ainsi,
VX1, Xxp) = VX1, x0-1) [] (Gn—x)).
1<i<n
On conclut alors par récurrence (facilement initialisée).
+ Deuxieme méthode : Avec C; — C; —x,Cj_; en commengant par la derniére :

1 x x% x{’_l 1 x1—-xn x1000—-%xn) ... x{’_z(xl —Xn)

I x2 x% ... xg_l 1 xp—xp X2(2—Xp) ... xé’_z(xl - Xpn)
Vixy,..,xp) =\ S Ik ; c .

1 xp, x2 ... XY o 0 0 0

Dong, en développant par rapport a Ly, et factorisant,

n—1
VX1, xn) = (D" = x0) VI, -y Xn1)
i=1
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et on conclut par récurrence. O

Remarque

V(x1,...,xp) # 0 si et seulement si les x; sont deux a deux distincts.

Exemples

1 2 3 2
E1- Calculer le rang de

1 8 9 4

1 131 132 8

E2— Interpolation de Lagrange : On cherche un polynéme P € R [X] tel que pour tout i € [0, n], P(x;) = y;, les x; étant
deux a deux distincts.
1 2 n

Xo X5 ... X)
2 n
.1, L. _ . . o . . 1 x1 Xy X )
Sil'on écrit P=ap+ a1 X +---+ay X", cela revient a résoudre un systeme de matrice g qui a
1 X, 2 x

bien une et une seule solution.
Il s’agit d’ailleurs de la matrice représentant dans les bases canoniques 'endomorphisme P — (P(xp), ..., P(xn)).

V1 APPLICATIONS DES DETERMINANTS

1 Formule de la comatrice

Soit A€ M, (K). Alors
Ax (ComA)T =(ComA)T x A=det(A)-1,.

. . . 1
Si, de plus, A est inversible, alors Al=—

= AT,
detA(COm )

Démonstration

n n s
Sij,ke[1,n], (ComA)T x 4); , = 21 (ComA)T); ; a; k= 21 DA jaj g
1= =
Ainsi, si k = j, on reconnait le développement par rapport a C; du déterminant de A, donc les ccefficients diagonaux de

(Com A)T x A valent tous det A.

Sinon, cela ressemble au développement d"une matrice A’ dont toutes les colonnes sont celles de A sauf C; qui a été
remplacée par Cy.
On a alors det A’ = 0 par caractere alterné du déterminant.

Le développement par rapport a C;. s’écrit 0 = i (—1)"+jA;.’j ay ;-
Or dans A;.y joona supprimé la colonne C}., donlc_ lles ceefficients correspondent exactement a ceux de A, donc A;, j= A
De plus, pour tout k, u;.,j =a; k.

Finalement, si j # k, Xn: (—1)i+in,jal~,k =0.

Ainsi, (ComA)T x A :ljilet(A) -Iy.

Pour Iautre relation, il suffit de raisonner sur les lignes plutot que sur les colonnes. O
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Exemple

a b d -c 1 d -b
Sin=2, A= ,ComA= et si A est inversible A~ = .
c d -b a ad=bc|\_o 4

Remarque

Intérét théorique, et pratique seulement si n=2 ou 3.

2 Orientation d’un R-espace vectoriel

e Orientation des bases
Définition

On dit qu'une base % d'un R-espace vectoriel a méme orientation qu'une autre base %’ lorsque
detg (#') = det (P%') > 0.

Remarque

ACela n’a aucun sens dans C!

C’est une relation d’équivalence avec exactement deux classes d’équivalences.

Définition

Orienter un R-espace vectoriel, c’est décider qu'une base est directe. Alors toutes les bases de méme
orientation sont dites directes.
Toutes les autres, qui ont méme orientation, sont dites indirectes.

Exemple

Dans R2, R3, orientations habituelles.

° Interprétation géométrique du déterminant
On verra plus tard que :

(i) Si @i, v e R?, % la base canonique de R?, alors detg (ii, D) est l'aire orientée du parallélogramme construit sur i et .

(ii) Si i, v, e R?, B la base canonique de R3, alors detg(ii, U, ) est le volume orienté du parallélogramme construit
sur u, v, .
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3 Polyndéme caractéristique (Spé)

On rappelle que A € K est valeur propre de A€ .4, (K)
« siet seulement s’il existe X € .4, (IK) non nul tel que AX =X,
* si et seulement s’il existe X € 4,1 (IK) non nul tel que (A-AI,)X =0,
¢ siet seulement si Ker(A—AI,) # {0},
* siet seulement si A—AI, n’est pas inversible,
o si et seulement si det(AI,, — A) # 0.

r Y

Définition : Polynome caractéristique

Soit A € 4, (IK). On appelle polyndme caractéristique de A le polyndme y 4 = det(X1, — A) € K[X].

Alors Sp(A) (ensemble des valeurs propres) est exactement 1’ensemble des racines de y 4.

On définit de méme y, = det(Xidg —u) pour u € £ (E) polyndme caractéristique de u qui est le polynome
caractéristique de n'importe quelle matrice représentant u.

Soit A€ M, (K). x4 est de degré n, unitaire, de terme constant (—1)" det A et de ccefficient en X n=1 égal a —tr A.

ra=det(XI,—A)=X"- (trA)X" 1 +...+ (=) "det A.

Remarques

R1— Siyx estscindé, la somme et le produit des valeurs propres (comptées avec multiplicité) valent respectivement tr A
et det A d’apres les relation ceefficients-racines. Ce qui est évident si A est diagonalisable, n’est-ce pas? (tr et det sont
des invariants de similitude, y en est aussi un!)

R2— Sin=2, y4=X2-({trA)X +detA.

Démonstration

X—ay, (—ai,j)

XA= = ) e@mgq),1 - Mo(m),n
.. geS,

(=aj j) X—ann

oti les m;, j sont des polyndmes de degré 0 (s'il vaut —a; ;) ou 1 (s'il vaut X - a; ;).
On a donc y 4 € Ky [X]. On remarque que si o # id, on a au moins deux termes constants dans le produit (car o injective),
donc
xa=X-a11)-(X—apn) +Q
olt degQ < n—2. Soit encore

n
xA=X"=Y a;; X" 1+ Q= X"-wAHX" 1+ Q
i=1

oudegQ; <n-2.
Donc y 4 est de degré n, unitaire et de cceficient en X1 égal a —tr A.

Le coefficient constant est y 4(0) = det(—A) = (-1)" det A. O

Exemple

5 1 -1
Diagonalisationde A=|2 4 -2]|.
1 -1 3
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X-5 -1 1 -1 1 X-3 =il 1 X-3
xa=| -2 X-4 2 |=—-| -2 X-4 2 |=-]0 X-6 -2(X-4
=il 1 X-3 X-5 -1 1 0 X-6 (Xx-42
=il 1 X-3

=-/0 X-6 -2(X-4) [=X-2)(X-4)(X-6)
0 0 (X-2)(X-4)

Avec L1 < Ls, puis Ly < Ly — 2Ly, puis L3 < L3 + (X —5)Ly puis L3 < L3 — Lo.
Donc Sp(A) = {2,4,6} : 3 valeurs propres distinctes en dimension 3 donc A est diagonalisable.

Puis
X -x+y-z = 0 B = 0
. (y)eEg(AM:) — donc E2(A):Vect(1].
z -4y+4z = 0 y = z 1
X -x+y+z = 0 x = z 1
o (y)eE4(A)<:> p donc E4(A):Vect(0].
z -2y = 0 y = 0 !
-x+y+3z = 0 X = 1
. (;)eEG(A)@ Y — Y e E6(A):Vect(1).
“ z =0 z =0 2
0y (1y (1
([%),((1)) : ((1)]) est donc une base de vecteurs propres et la formule de changement de base donne A= PDP~! avec
200 011
D=(040)etP=(T01)
006 110

Remarques

R1- A propos d’équation caractéristique?

R
EDL; : f"=af' +bf seréécrit Y' = = = AY.
f/

. . Up+1 0 1 Up
Suites récurrentes d’ordre 2 : U2 = auyy1 + buy, se réécrit X;, 11 = = = AXy.
Un+2 b a)\unp+

——
A

On calcule y 4 = X2 — aX - b : équation/polyndme caractéristique.

Dans tous les cas, méme si A n’est pas diagonalisable, on peut se placer dans C (il y a deux valeurs propres avec
/11 *

multiplicité) et compléter un vecteur propre en une base de C?, écrire A = P( 0 A

connus.

)P‘1 et retrouver les résultats

R2 - Le théoréeme de Cayley-Hamilton (au programme de Spé) dit que y 4 est un polyndme annulateur de A.
Adet(A x I, — A) = det0 = 0 n’est pas une démonstration valable!!!!
Par exemple, toute matrice de /> (IK) vérifie A%~ (tr A)A+ (det A) I = 0.
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