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Représentation matricielle des
applications linéaires

Extrait du programme officiel :

Matrices et applications linéaires

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Matrice d’une application linéaire dans des bases

Matrice d’une famille de vecteurs dans une base, d'une application
linéaire dans un couple de bases.

Coordonnées de 'image d’un vecteur par une application linéaire.

Matrice d'une composée d’applications linéaires. Lien entre matrices
inversibles et isomorphismes.

Notation Mate, f(u).
Isomorphisme u— Mat, f(u).

Cas particulier des endomorphismes.

b) Application linéaire canoniquement associée a une matrice

Noyau, image et rang d’une matrice.

Condition d’inversibilité d"une matrice triangulaire. L'inverse d"une
matrice triangulaire est une matrice triangulaire.

Les colonnes engendrent I'image, les lignes donnent un systeme d’équa-
tions du noyau.

Une matrice carrée est inversible si et seulement si son noyau est réduit
au sous-espace nul.

d) Blocs

Matrice par blocs.

Théoreme du produit par blocs.

Interprétation géométrique.

La démonstration n’est pas exigible.

Changements de bases, équivalence et similitude

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Changements de bases

Matrice de passage d'une base a une autre.

Effet d'un changement de base sur les coordonnées d’un vecteur, sur la
matrice d’une application linéaire.

La matrice de passage Pg, de e a ¢ est la matrice de la famille ¢’ dans
la base e. ,
Inversibilité et inverse de P§ .

b) Matrices équivalentes et rang

Siue ZL(E,F) est de rang r, il existe une base e de E et une base f de F
telles que:  Mat, (1) = Ju,p,r-

Matrices équivalentes.

Une matrice est de rang r si et seulement si elle est équivalente a Jp p,r.
Invariance du rang par transposition.

Rang d’une matrice extraite. Caractérisation du rang par les matrices
carrées extraites.

La matrice Jy,p,r a tous ses coefficients nuls a 'exception des r premiers
coefficients diagonaux, égaux a 1.

Interprétation géométrique.

Classification des matrices équivalentes par le rang.

¢) Matrices semblables et trace

Matrices semblables.
Trace d’une matrice carrée.

Linéarité de la trace, relation tr(AB) = tr(BA), invariance par similitude.

Interprétation géométrique.

Notations tr(A), Tr(A).
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CONTENUS

Trace d'un endomorphisme d’un espace de dimension finie. Linéarité,
relation tr(uv) = tr(vu).

CAPACITES & COMMENTAIRES

Notations tr(u), Tr(u).
Trace d’un projecteur.

Opérations élémentaires et systémes linéaires

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Opérations élémentaires

Interprétation en termes de produit matriciel.

Les opérations élémentaires sur les colonnes (resp. lignes) conservent
I'image (resp. le noyau). Les opérations élémentaires conservent le
rang.

Les opérations élémentaires sont décrites dans le paragraphe « Sys-
temes linéaires » du chapitre « Calculs algébriques ».

Application au calcul du rang et a I'inversion de matrices.

b) Systemes linéaires

Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire.
Systéme homogene associé. Rang, dimension de I'espace des solutions.

Compatibilité d'un systeme linéaire. Structure affine de I'espace des
solutions.

Le systéme carré Ax = b d'inconnue x posseéde une et une seule solution
si et seulement si A est inversible. Systeme de Cramer.

§ Algorithme du pivot de Gauss.

Interprétation géométrique : intersection d’hyperplans affines.

Le théoréeme de Rouché-Fontené et les matrices bordantes sont hors
programme.
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d Matrices échelonnées . . . . . . . . . . e e e
e Applicationaucalculdurang . . . ... ...
f  Application al'inversiondematrice . . . . ... ... ... ... L
2 Systemeslinéaires. . . . . . ... ...
a  Traductions d'unsystemelinéaire . ... ... ... ... ... ... . . ...
b Espacedessolutions. .. ... .. ... ... ...

1 MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

1 Matrice d’une application linéaire dans des bases

e Matrice d’un ou plusieurs vecteurs
Définition

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n#0 et 28 = (¢, ..., é,) une base de E.
Six=ux€ +...+x,8, € E, de coordonnées (x,...,x,) dans 98, on appelle matrice de x dans la base % la

matrice colonne
X1

X=Matg(x)=| : |€Mn1(K)

Remarque

On notera aussi x 7 X.
[

, . . E — -/%n,l (K) . .
L’application est un isomorphisme.

x +— X =Matg(x)

Remarque

On retiendra que ax+ By Py aX+pY.

Exemples
X1
E1- SiE=IK" muni de sa base canonique %, x = (x1,...,%5) 19? X=
b :
x-n
ap
E2— Pour E =K, [X] muni de sa base canonique %, P=ap+ a1 X +--- + anpX" ?
c
a.n
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P(a)

P'(a)
Si®=(LX-a,..,X-a"),P - | d’apres la formule de Taylor.

pm (a)
n!

Définition
Soient n, p € N*, E un IK-espace vectoriel de dimension finie n, & = (%1, ..., Xp) € EP une famille de p vecteurs
de E, 2 = (é,...,8,) une base de E.
X1 Jj
Pour tout j € [1, p], on note (xy j,..., %, ;) les coordonnées de X; dans la base 2 (ie X; - Xj= ( ] ).)

Xn,j
On appelle matrice de la famille & dans la base % la matrice rectangulaire

)

xll. xl'p
A:Mat@()?l,...,?cp):( b ‘ e ‘ ‘ X, ): : o | €y, p(K)

xm xn,p

On place dans les colonnes les coordonnées dans 98 des vecteurs de & :

selon ¢
selon &
Matg (F) =
selon &,
(I 1
X1 56"2 Xp

Remarque

La matrice est carrée lorsque le nombre de vecteurs est dim E.

, .. EP - J%n,p(]K) . .
L'application est un isomorphisme.
(%1,...,%p) — A=Matg(,...,%p)
Exemples
E1- Dans R® muni de sa base canonique, ¥; = (0,1,2), X» = (1,2,3), ¥ = (1,1,1) et X% = (3,6,9). Alors

0 1 1 3
Mat(%1,...,X4)=|1 2 1 6|
2 8 1 €
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Dans R3 muni de la base % = ((0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)),

1 1 0 3

Matg(Xy,...,Xa)=|1 1 0 3.

E2- Matg(®) = Iy

E3— E =Vectg(cos,sin) = Vectg (f, g), f:x— e, g: x— e ¥,

1 /2 1/2i
) € M>(C) Matf ¢)(cos,sin) =

i —i

1
Mat(cos,sin) (> 8) = ( ) € M>(C).

/2 —1/2i

Lien entre les deux matrices?

0 Matrice d'une application linéaire

Définition
Soient n, p e IN*, E, F des IK-espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE et n=dimF, B = (¢y,..., ép) une
base de Eet € = (ﬁ,...,fp) une base de F et ue Z(E, F).
On appelle matrice de I'application linéaire u dans les bases 2 au départ et ¢ a l'arrivée la matrice

rectangulaire
A= Matg 4 (1) = Mate (u(%B)) = Matg (u(é1), . .., U(@))) € My, (K)

Lorsque ue Z(E) (E = F : endomorphisme) et 88 = €, on note A =Matg(u) = Matg(u(AB)) € 4, (K).

Remarques

R1- On notera aussi u ‘(_:)@ A€ Myu,pK)siue £L(E,F)etu «E» A€ Mn(K) si ue ZL(E). Cette notation s’avérera pratique

pour les changements de bases et les compositions.

R2— On place dans les colonnes les coordonnées dans € des images par u des vecteurs de 2 :

- f
-
Matgg « (1) = .
- fn

1 1 1

u(é)) u(é) ... u(é'p)

Exemples
E1- u:(x,),2) — (x+y—z,x+2) dans les bases canoniques.

Rs[X] — R4lX] .
E2— u: dans les bases canoniques.
p — P

E3- Matg(idg) = I,. /N\Fauxsi € # 3!
E =R3, 6 base canonique et 8 = ((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)).
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1 1 1
Mat@,%(idE)Z 0 1 1|#I3!
0 0 1

yoo o | LEF — My p(K) . . , .
L’application est un isomorphisme (d’espaces vectoriels.)
u — A=Matg ¢ (1)

Remarque

On retiendra que si u — A et v — B, alors au+ v — aA+ B.
€, B €,% €, B

»

Démonstration

La bijectivité vient du fait qu'une application linéaire est uniquement déterminée par I'image d’une base. (composée de
u— u(%) et de I'isomorphisme précédent). O

Remarque

On retrouve que dim(Z(E, F)) =dimE x dim F.

e Images de vecteurs et matrices

Soient n,p € IN*, E, F des K-espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE et n=dimF, 98 une base de E et € une
base de F et ue <L (E,F).

Pour tout X € E, Matg (u(X)) = Matg « (1) x Matg (X).

Autrement dit, y = u(x) se traduit matriciellement par Y = AX avec des notations évidentes.

Remarque

Autrement dit, si x — X, u — Aet y=u(x) — Y alors
B €,% €

Y =

n,1

S

o)
RN

3

Démonstration
B =(éy,...,€p), C1,...,Cp les colonnes de A.
V=uX) =u(xé; +--~+xpé'p) =xju(ér) +~--+xpu(é'p) ? x1C1+-+xpCp = AX.

(c’est un produit par blocs!) O
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Exemple
Soit u € L(R3[X],R2[X]) dont la matrice dans les bases (1, X -1, X% —2,X3-3) au départet (1, X—-1,(X - 1)2) a larrivée
1 2 3 4
est|]0 0 1 O]

1 0 0 1
3
1 2 3 4 8
1
P=X2+X=3+(X—1)+(X2—2),alorsu(P)-?3C1+C2+C3= 00 1 0 =[1].
1
1 0 0 1 3
0

Donc u(P) =8+ (X —1)+3(X —1)2.

0 Composition d’applications linéaires et matrices

Soient n,p,q € N*, E,F,G des K-espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE, n = dimF, g = dimG,
B = (é1,...,8p) une base de E, € = (fl,,fn) une base de F, 2 = (§1,...,84) une base de G, ue £(E, F) et ve £(F,G).

Matyg (v o u) = Matg o (v) x Matg « (u).

Remarque
Autrement dit, si u <—— A, v — B et vou —— C alors
€, B 2,6 2,8
C =B x A
7 € 6,8
ap  an  np

Démonstration
e 1leére méthode : On note C j les colonnes de A.
u(§j) ? Cj et U@<—(>g B donc vo u(éj) ? BC]'

Or BC;j est bien la jm colonne de B x A.

+ 2éme méthode : La j¢ colonne de C = Maty g (vou) contient les coordonnées de vou(é;) dans la base 9 = (81,--,8q)
une base de G.
Les coordonnées de u(é;) dans € = (fl, ,fn) se trouvent dans la j¢ colonne de A.

n n
Donc vo u(é;) = U(Z ak,jfk) =) ak,jv(fk)-

k=1 k=1
Or les coordonnées de v (fk) dans 2 = (g1,...,&q) se trouvent dans la i¢ colonne de B.
. 4
Donc v ( fk) =Y b; ¢ &;. Soit finalement
i=1
n n n n
vou(@) =7 Y bjrar&=7, (Z bi,kdk,j)gi
k=1i=1 i=1\k=1

ce qui nous redonne bien la j¢ colonne de B x A. O
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Soient ne IN*, E un IK-espace vectoriel de dimension finie n, 98 une base de E.

ZE) — MK

u —  Matg(u)

est un isomorphisme de IK-algebres.

Remarque

Cela permet de retrouver les propriétés classiques du produit matriciel : associativité, bilinéarité, etc.

Soient ne IN* et A€ 4,(K). Sont équivalentes :
(i) Aest inversible
(ii) Toute application linéaire représentée par A est un isomorphisme
(iii) A représente un isomorphisme
(iv) A est inversible a gauche ou a droite

De plus, si c’est le cas et si u€ L(E, F) tel que A=Matg 4 (u), alors A~ =Matg g(u™).

Démonstration

e (i) = (ii) : Si A est inversible et u€ Z(E, F) tel que A=Matg «(u), soit ve £ (F E) tel que ATl = Mateg g2 (v).
Alors Matgg(vo u) = I, = Matg(idg) donc vou =idg. Donc u est inversible a gauche et comme dimE=dimF=n, u
est un isomorphisme.

o (i) = (iii):ok.

e (iii) = (i) : Si A est inversible et u € Z(E,F) isomorphisme tel que A = Matg «(u). Si B = Makg"@(u_l), alors
Ax B=Bx A= I donc A est inversible.

e (i)=(iv) : ok.

e (iv) = (i) : Si A est inversible & gauche et u € Z(K"), 2 la base canonique de K", tels que A = Matg(u). On a
B e Mp(K) tel que B x A = Iy. Soit v e £L(K") tel que B = Matg(u). Alors vou = idgr». Donc u endomorphisme
inversible a gauche en dimension finie donc un isomorphisme donc A est inversible.

Idem a droite.
]

2 Application linéaire canoniquement associée
@ Définition
Définition
Soient n,pe IN*, A€ .y, ,(K).

On appelle application linéaire canoniquement associée a A l'unique u € Z(K?,K") dont la matrice dans
les bases canoniques est A.

n X1
Ainsi, écrire (y1,...,yn) = u(xi,...,xp) revient a écrire ( : ) = A( : )
Yn Xp
Avec l'identification de K" a .4, 1 (IK) qui consiste a écrire en colonne les n-uplets, on se permettra d’écrire

Les colonnes de A contiennent les images par u des vecteurs de la base canonique de K”.
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Exemple

1 2 3
A= ( ) € > 3(K). Application linéaire canoniquement associée :
5 6

4
K3 — K2
X
u: x+2y+3z
vyl —
4x+5y+62z
z

O Image, noyau, rang d’une matrice

Définition
Soit A€ My, ,(K), u l'application linéaire canoniquement associée a A. On définit I'image, le noyau et le rang
de A par:

0
Ker A= {Xejlp,l(]K) | AX = ()}, correspond a Keru = {% e K | u(%) = 0xn}
0

ImA={AX ; X € My, (K)}correspondant a Imu = {u(X) ; ¥ € K"}

rgA=rgu=dim(Im A)

Remarques

R1- On fait souvent I’abus d’écriture Ker A=Keru et Im A = Imu.

R2- Si, plus généralement, A= Matgg (1) alors Ker A contient les vecteurs colonnes représentant les éléments dans Ker u
dans 28 et Im A contient les vecteurs colonnes représentant les éléments dans Im u dans 4.

Soit A€ My, pIK)
(i) Im A= Vect(Cy,...,Cp) oit Cy,...,Cp sont les colonnes de A.
(i) 1gA=rg(Cy,...,Cp).
(iii) rg A+dim(Ker A) = p.

Remarques

R1—- Ker A est décrit par un systeme d’équations homogene de matrice A elle-méme.

R2 - Des opérations élémentaires sur les éléments de (Cy,..., Cp) ne changent pas 'espace vectoriel qu'ils engendrent et
donc leur rang. Ainsi, des opérations élémentaires sur les colonnes de A ne changent pas son rang.

Exemple
2
Ker A :Vect(—94] donc 2C; —4C, +9C3 = (9).
rgA=3-1=2,ImA=1R2.
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) R (X] —  RilX] s , .
Siu: alors u est linéaire et représentée par A dans les bases

P=a+bX+cX?> — (a+5b+20)+(3a+6b+20)X
canoniques (attention : ce n’est pas ’application linéaire canoniquement associée a A!).
D’apres 'étude précédente, Ker u = Vect(2 —4X +9X?) et Imu = Ry [X].

Sont équivalentes :
(i) A€, (K) est inversible

(ii) Son application linéaire canoniquement associée u est un automorphisme

(i) KerAz{(g)}

(iv) rgA=n

Démonstration

(i) < (ii) est déja connu, puis KerA = Keru et rgA = rgu et la dimension est finie donnent directement
(i) = (iii) = (iv). O

Remarque

Cela permet de justifier la méthode décrite dans le chapitre précédent pour inverser une matrice : y = AX admet une
unique solution si et seulement si AX =0 admet comme unique solution la solution nulle si et seulement si Ker A est réduit a
Boco

Il CHANGEMENTS DE BASES, EQUIVALENCE, SIMILI-
TUDE

1 Changements de bases

e Matrices de passage
Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, 98,98’ deux bases de E.
On appelle matrice de passage de 2 a %' notée ngg', la matrice Matg(28') dont les colonnes sont les
coordonnées dans 2 des vecteurs de %'. Autrement dit :

P%' = Matg(2') = Matg: 5(idg)

Remarque

id PZ
L E%,gg/ B
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Exemple

B = (81,8, 83) base canonique de R3 et B’ = (¢}, e}, e}) tel que

ei = 51 ot §2
e/2 = 51 + _ég + 53
! - -
e; = €2- 2é3
1 1 0

B _
Py =1 1 1

Propriétés

(i) Toute matrice de passage est inversible et (Pg) = Pg,.

(ii) Toute matrice inversible est une matrice de passage.
Plus précisément si E est de dimension n, 9 une base de E et A€ 9% ,(K), alors on peut trouver une base %' de E
telle que A=P% .

Démonstration

(i) idg : (E,%') — (E,%) est inversible et idEl = idg : (E,%) — (E,%') donc Pgl = Matgy g(idg) est inversible et
-1
(PZ) = Matg g lidgh) = P2,
(ii) Si Ainversible et u € £ (E) application linéaire représentée par A dans la base 28 de E alors u isomorphisme donc u(98)
basede Eet A= Pgﬁ). O

Remarque

1 2 2

On en déduit une nouvelle méthode d’inversion de matrice : A=|1 1 1|, ue £(R3 canoniquement associé,

0 1 2

B =(81,82,83), B' = (&],8,,€]) = u(A).
=/ _ - - - _ -/ =/ >/
€, = é1te €1 = -—eé +2é - é;
=/ = = = = S/ 31,3
e = 2e1+ex+e3 = e = 2e1—292+e3
=/ - - - - -/ >/
€y = 2e1+eéx+2es €3 = —eé,+eé;
-1 2 0

Donc Aestinversibleet A7l = 2 -2 -—1].
-1 1 1
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e Formules de changement de bases

Propriété : Changement de base d’un vecteur

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, 98,98’ deux bases de E, X € E.
Si X =Matg(X) et X' = Matg (%), alors

— B /
X = PQB x X

B B—AB' B

Démonstration
Avecidg: (E,B") — (E, ), X = idg (%) donc

Mat@ X)) = Mat@ (idE xX) = Mat@r,@ (idE)Math/ (%)
B B B, B’ B’

donc X:Png’. O

Propriété : Changement de base pour une application linéaire

Soient E, F des IK-espaces vectoriels de dimension finie, 98, %' deux bases de E, €,€" deux bases de F, u€ £(E,F).
Soient A=Matg (1) et A’ =Matgy 4 (u). Alors
I _ 7 B’
A = ch, X A X P%
€' B R ¢, B B—B

c’est-a-dire, si P = Pgl et Q=P¢,
A=Q'AP ie A=QAP!

Démonstration

u:(E,%') — (E€') peut se représenter par
(B.2) % (5,2 L E6) L (£

(On écrit simplement u =idpoucidg.)
D’apres la propriétés sur les matrices de composées, on a alors

A’ =Matgy (1) = Mate 1 (idp) x Matgg (1) x Matgg g (idp)

d’ot1 le résultat. O

Corollaire : Changement de base pour un endomorphisme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, 98, %' deux bases de E, u € £(E).
Soient A =Matg(u) et A' = Matg (u). Alors

I _ pA B'
A—P@,xAng3

B B — R B B—B'

c’est-a-dire, si P = Pgl
A'=P'AP je A=PAP!
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Exemple
1 3 2 g = 8 & = 8
A=]-1 0 1[=Matgu)et éé = & +8& soit{ & = _g’l + 5’2
0 2 4 5/3 = é1+ér+é3 é3 = —éé + ég

Matrice dans la base %’ de u?

e Premieére méthode : .
7 pN N =/ - =/ - - =/ -/
* D’aprés la premiere colonne u(el) =u(éy) E (—01) donc u(el) =€) — & =2€ — 6.

5/ h_(4 AN T 3 _ ezl S/ S/
* u(ez)E»A(l) = —21 donc u(é,) = 4, — &, +2é3 =5¢; —3&, +2¢;.

1 6
—/ — 31— a3 3. — 63 — a3 -/
* u(é]) > A(%] (g) donc u(é}) = 6¢; +6é3 = 6&] — 6¢, +6¢;.

2 5 6
DoncA'=|-1 -3 -6/
0 2 6
1 1 1 1 -1 0
. Deuxiémeméthodengrz 0 1 1 etPg,z 0o 1 -1
0 0 1 0 0 1
2 5 6
A'=PZ xAxPZ =|-1 -3 -6
0 2 6

2 Matrices équivalentes et rang

Q Relation d’équivalence

Définition : Matrices équivalentes

Une matrice A de ./, ,(K) est dite équivalente a une autre matrice B de .4, ,(K) si on peut trouver
Ue94%L,K)etVedZ,K) telles que
A=UBV

Propriété

On définit ainsi une relation d’équivalence sur My, , (K).

Deux matrices de méme format sont équivalentes si et seulement si elles représentent une méme application linéaire
dans des bases différentes.

Démonstration

< : formules de changement de base.

= :5i A et B sont équivalentes, U, V inversibles telles que A= UBV, u € £(E, F) représenté par B dans des bases 98,6

On a vu qu’on pouvait interpréter les matrices inversibles V et U ~1 comme matrices de passage de 2 et € a des bases
B’ et €' de E et F respectivement.

Alors, par formule de changement de bases, A représente u dans les bases %’ et ¢€’. O
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Aet B sont équivalentes si et seulement si AT et BT le sont.

0 Lien avec le rang

On rappelle que le rang d"une matrice est celui de I'application linéaire canoniquement associée ou encore celui de
la famille de ses vecteurs colonnes.

Deux matrices équivalentes ont méme rang.

Démonstration

Si A est équivalente B, on a des matrices inversibles U, V telles que A= UBV.Si f, g, u, v sont les applications linéaires
canoniquement associées a A, B,U, V, alors f = uo gov. Comme u et v sont des isomorphismes, rg f =rgg donc rg A =1gB.
O

Si une application linéaire u € L (E,F) est de rang r, alors il existe des bases 98 de E et € de F dans lesquelles u est
Iy (0)

représentée par Jn,p,r = .
(0) On—r,p—r

Démonstration

La forme de la matrice recherchée incite & commencer par déterminer les derniers vecteurs de 98 puis les premiers
vecteurs de €.

Sirgu = r alors, d’apres le théoreme du rang, dim(Keru) = p —r. Soit (&r41,..., é'p) une base de Keru que 'on complete
en une base % = (&j,...,ép) de E.

Soient pour tout i € [1,7], f; = u(&;). Comme (&1,...,&,) est une base d’un supplémentaire de Ker u dans E et comme u
induit un isomorphisme de tout supplémentaire de Ker u sur Im u (théoréeme du rang), (fl, 500 fr) est une famille libre de F

que I'on peut compléter en une base €.
On a alors facilement Matg (1) = Jn,p,r- O

Théoréme

Une matrice A€ My, p(K) est de rang r si et seulement si elle est équivalente a Jy,p,r.

Démonstration

La propriété précédente appliquée a ’application linéaire canoniquement associée a A donne le sens =.
Réciproquement, si A est équivalente a /5, pr I8A=18 npr=r. O

Deux matrices de méme format sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.
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Démonstration

Le sens = a déja été vu.
Le sens « est une conséquence du théoreme précédent et de la transitivité de I'équivalence. O

Remarque

Les classes d’équivalences correspondent donc aux ensembles de matrices de méme rang.

(i) Si A€ My, pK), rg A=rg(AT).

(ii) Le rang d’une matrice est celui de la famille de ses vecteurs lignes.
En particulier, une matrice carrée est inversible si et seulement si ses vecteurs lignes forment une famille libre.

Démonstration
A est équivalente a  Jppr donc AT est équivalente a  Jl pr = Jpnr donc
rg(AT) =r=rgA.
Les lignes de A sont les colonnes de AT. O
Remarque

On retrouve le fait que rg A < min(n, p).

Le rang d’'une matrice est égal au rang de n’importe quelle application linéaire qu’elle représente.

Démonstration

Si A représente u, alors A est équivalence a J; avec r =rgu (autre matrice de u), doncrgA=r=rgu. O

3 Matrices semblables
e Définition
Définition : Matrices semblables

Soient A, B € 4, (). A est dite semblable a B lorsqu’on 'on a P € £ ,,(K) tel que

A=PBp!

La relation de similitude est une relation d’équivalence dont les classes sont appelées classes de similitudes.
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Démonstration

o A=I,AIL;".
« Si A=PBP! alors B=P laP=pla(p~1)7".
* Si A=PBP™! et B=QCQ !, alors A= (PQ)C(PQ)™!.

Remarque

Des matrices semblables sont équivalentes, mais la réciproque est fausse.

A, B € M, (KK) sont semblables si et seulement si elles représentent un méme endomorphisme (dans des bases différentes.)

Remarque

Cette caractérisation permet de démontrer la relation d’équivalence encore plus facilement! Les classes d’équivalences
sont les ensembles de toutes les matrices représentant un méme endomorphisme.

Démonstration

Si A et B représentent un méme endomorphisme, elles sont semblables par formule de changement de base.
Réciproquement, si A = PBP~!, Eun K - ev de dimension finie n, % une base de E. Alors on a une base &' tel que la

matrice inversible P = Pgl. Si u € L(E) est représenté par B dans %', alors A = Matg(u) par formule de changement de base.
O

Soient A,B € #,(K) et Pe 4% ,(K) telles que A= PBP7L.
(i) VkelN, A¥=pBkp-!

(ii) A inversible ssi B l'est, et si c’est le cas, la formule précédente est valable dans Z.

Démonstration

Ainversible ssi B I'est car A et B ont méme rang.

o Premiére méthode : si u est canoniquement associé a A, alors il existe une base 2 dans laquelle u est représenté par
B. Alors uF est représenté par AF dans la base canonique et par B dans la base 28. Donc par formule de changement
de base, A¥ = PB¥P~!. Valable pour k <0 si A ou B inversible.

» Récurrence : vrai pour k =0, si c’est vrai pour un k > 0,

AR+l = pakp=lpap=l = ppk+lp=1,
e Troisiéme méthode :si k>0,
Ak = ppp~YHk = pR(P~1P)B-..(P~1P)BP"! = PR" P,

Puis si A et B inversible, A~! = (PBP™1)™! = PB~1 P! appliqué a AF et BX donne le résultat dans Z. O

Si Aet B sont semblables alors tr A = tr B. La réciproque est fausse.
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Démonstration
trA=tr(PBP~Y) =tr(P~1PB) = tr B. O
Exemples
1 2 3 12 5 -6

El1- |4 5 6|et|-8 -25 6 [nesontpassemblables.

7 8 9 17 3 0

1 2 3 8 1 3

E2—- |0 4 5|et|0 3 5|ontméme trace mais ne sont pas semblables (elles n’ont pas méme rang).

0 0 6 0 0 O

0 Trace d’un endomorphisme

Définition

Soit E K-espace vectoriel de dimension finie, u € Z(E). On appelle trace de u, notée tr u, la trace de n'importe
quelle matrice le représentant.

Remarque

Définition licite vu la propriété précédente.

tr est une forme linéaire sur £ (E) et si u, v € £(E), tr(uov) =tr(vo u).

Démonstration

Si A et B représentent u et v dans une méme base, AB et BA représentent uov et vou. O

La trace d'un projecteur est égale a son rang.

Démonstration

Il y a une base dans laquelle la matrice du projecteur est J;. O

Remarque

Attention : toute matrice est équivalente a J; ol1 7 est son rang, mais une matrice carrée n’est pas semblable a J; en
général. C'est en fait le cas si et seulement s'il s’agit d"un projecteur.
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Exercice

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p1,..., p;,; des projecteurs de E dont la somme vaut idg. On note

m
F1,...,Fmy les images de py,..., pm. Montrer que E = keale.

e Diagonalisation (spé)

Position du probléme : on a vu que les opérations sur les matrices se transmettent bien par la relation de similitude.
Comme il est tres facile de travailler avec des matrices diagonales, on essaye souvent de rendre une matrice semblable
a une matrice diagonale.

Du point de vue des endomorphismes, cela revient a trouver une base dans laquelle la matrice est diagonale :
A (O

Matgg(u) = ( ) C’est une base dont les vecteurs vérifient u(é;) = 1;8;.

© A

Définition

u e Z(E) est dit diagonalisable si et seulement s’il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale.
A€ My(K) est dite diagonalisable si et seulement si elle est semblable a une matrice diagonale : A= PDP™!
avec P inversible et D diagonale.

Remarque

Une matrice est diagonalisable si et seulement si I’application linéaire canoniquement associée est diagonalisable.

Définition

Soit u € Z(E) (respectivement A € .4, (KK)).

On appelle valeur propre de u (resp. A) tout A € K tel qu'il existe X € E (resp. X € 45,1 (KK)) non nul tel que
u(X) = A% (resp. AX = 1X).

Un tel vecteur non nul est appelé vecteur propre associé a la valeur propre A.

On appelle sous-espace propre associé a la valeur propre A le sous-espace
Ej(uw) =Ker(u—Aidp) = {X € E | u(X) = Ax} (resp. Ex(A) =Ker(A-Al,) = {X € Mn1(K) | AX = AX}).

L’ensemble des valeurs propres de u (resp. A) est appelé son spectre, noté Spu (resp. SpA).

Remarques
R1- Les valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres d une matrices correspondent a ceux de I’application
linéaire canoniquement associée.
R2— A estvaleur propre de u si et seulement si u— Aidg n’est pas injectif.
R3 — Chercher les valeurs propres de A revient a trouver A tel que A— A1, n’est pas inversible.

R4 — 0 est valeur propre de A si et seulement si A n’est pas inversible.

Des sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.

Démonstration

Version matricielle : si A3,...,Ap sont des valeurs propres deux a deux distinctes de A, on veut montrer que
Ej, (A, ,Eﬂp (A) sont en somme directe.
Par récurrence sur p.
 Rien a faire pour p=1,
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 Sic’est vrai pour p-1,
Si X3 + ...+ Xp = 0 (x) avec pour tout i, X; € E/l,-(A), AX] + ...+ AXp = 0 donc
/11X1+...+/1po =0.
En retranchant 1 x (x), on obtient (A = Ap) X1+ + (Ap-1 = Ap) Xp-1=0

€Ey, (4) €E, , (A)
Par (HR), on obtient pour i € [1,p—1], (A; = Ap) X; = 0 et comme A; # Ap, X; =0.
Puis (x) devient X), = 0. La récurrence est établie.

Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.

Ainsi, pour diagonaliser une matrice (ou un endormorphisme), comme il faut former une base de vecteurs propres,
il faut et il suffit que

dimE= ) dimE;(A).
AeSpA

Une base diagonalisante est alors obtenue en mettant bout a bout les bases des sous-espaces propres.
ML O

Alors A= PDP~ ! avec D= ( _ ) ot Ay,...,Ap sont les valeurs propres de A et oi1 P est la matrice de passage de
©  An

la base canonique a la base de vecteurs propres placés dans le méme ordre que les valeurs propres.

Exemple
0 1 1
A=[1 0 1
1 1 0

-A 1 1 1 1 -1
A-AI3=|11 -1 1 |[~[0 -QA+D A+1 | par pivot de Gauss.
11 -2 \o 0 2+A-2%

A—Al3 n'est pas inversible si et seulement si A+1=0ou2+A-A?=0.
Donc Sp(A) = {-1,2}.

Remarque

Comme 0 ¢ Sp(A), A est inversible.

Sii=-1, A(%) :—(Z) e x+y+2=0:E_1(A) :Vect((—(l)l),(_(l)l)).
X 1
sm:z,A(%]:z(y] <=>x=y=z:E2(A)=Vect(%).

Autres calculs possibles :
111 1 1
o A+I3= (% % %) de rang 1 avec C; — C2 = C; — C3 = 0. Donc, par théoréme du rang dimE_;(A) =2 et (—01) et [ 01) en

sont deux vecteurs non colinéaires donc E—_j (A) = Vect ((—(1) 1) , ( (1) )J

=7 11l 1
o A-2I3= ( % —12 12) de rang 2 avec C1 + C + C3 =0 et (C7, Co) libre. Donc, par théoréme du rang dim E>(A) =1 et (%)

1
en est un vecteur non nul donc E»(A) = Vect (( % ))

-1
On a assez de vecteurs pour former une base : A est diagonalisable, A= PDP~! avec D = ( 0
1-2 1
calcule P71 = % (1 1 —2].
11 1
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(-n" 0 0
On en déduit que pour tout ne Z, A" =P| 0 (<D™ 0 |P~! ce qui permet de retrouver le résultat du TD :

0 0 2n

204 2(-1)" 24+ (D" 24 (-1ntl
1
A”‘:5 24 (=1L 2n4o—n 24 (=1L
24 (=D 24 (-t 24217

e Application 1: Trouver le terme général des suites x, y, z telles que pour tout n,

Xn+1=Ynt2n
Yn+1=Xnt+2n

Zn+1=Xn+Y¥Yn

X,
On pose Xy = (JZ/:), alors Xj4+1 = AX;,;, donc pour tout n, X, = A" Xp.
On peut méme calculer le résultat sans calculer P~11Sion pose Yy, = P1X,, Y,,11 = DY, donc Yy, = DY et donc
Xn =" 0 0\,
Xp= (yn) :P( 0 (<" o )(p)
Zn 0 0 2V
o Application 2 : Résoudre le systeme différentiel,

f'=g+h
(94 g'=f+h
h/=f+g
On pose X(t) = (%g) (fonction de R dans R3), alors X’ = AX doncsi ¥ = P71X, (S) < Y’ = DY, doncsi Y (1) = @;Eg),
3
n=-n
® =1 =y
¥3=2y3
donc
yi(t)=2e”!
() = 3IALuveR, VieR, Vo (t) = ue™t
y3(1) = ve?!
Puis X = PY (pas besoin de PLicit)
f 1 1 1\ (e (A+p)e_[+ve2[
(=3I pveR, VieR, |gn|=|-1 0 1||lue =] -Ae l+ve?!
h(t) 0 -1 1)\ve??t —,ue_t+ve2t

Remarque

De la méme maniere, on peut résoudre des suites récurrentes d’ordre 2 : Par exemple, F;,4+1 = F;, + F,—1 (Fibonacci). On
p p n n

Fy 11

Fn4 1 0
tion rapide. Mathématiquement, on diagonalise. Les valeurs propres sont les racines... de I’équation caractéristique!)

). Alors X;,+1 = AX;, avec A= ( ) Donc X, = A" Xy (Informatiquement, on calcule A” par exponentia-

pose X;, = (

0 1
Idem pour les EDL2 a ccefficients constants. [/ +af’+bf =0« X' = AX avec X = (f, et A= .
f -a -b
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4 Rang et matrices extraites

Définition : Matrice extraite

Soient n,pe IN* et A€ 4y, (K).

On appelle matrice extraite ou sous-matrice de A toute matrice dont les ccefficients sont les a; ; pour
(i,j)eIxJavecIc[l,n]et]<]1,p].

On notera Al;,; cette matrice, obtenue en supprimant des lignes et des colonnes de A.

Exemple

1 2 3 4
2 4
A=|5 6 7 8| Algaixpza = .
10 12
9 10 11 12

Soient n,p e IN* et A€ My, ,(K).
Pour toute sous-matrice R de A, rfgR <rg A.

Démonstration

R=AljxyavecIc[1,n] et J<[1,p].
Les colonnes de Alfy, ]y étant des colonnes de A, on a rg Al [Ln]x] STBA.
Les lignes de R = Aljx; étant des lignes de Alf; ,,7, 7, on a rgR <rgAlpy 1.y ST8A. O

Le rang d'une matrice est I'ordre maximum de ses matrices extraites (carrées) inversibles.

Démonstration

Si A=0, elle n"a pas de matrice extraite inversible et est bien de rang 0.

Sinon, soit r I’ordre maximum de ses matrices extraites (carrées) inversibles.

D’apres la propriété précédente, r <rgA.

11 suffit d’extraire de A une matrice inversible de taille rg A.

Comme le rang de la famille des colonnes de A est égal a rg A, on peut trouver une partie J de [1, p] de taille rg A telle
que les colonnes C; pour j € J de A forment une famille libre (de rang sa taille rg A).

Comme le rang de la famille des lignes de A| [Ln]xJ €st égal au rang de ses colonnes soit rg A, on peut trouver une partie

I de [1,n] de taille rg A telle que les lignes L; pour i € I de AI[[L n]xJ forment une famille libre (de rang sa taille rg A).

Finalement, A|jx est une matrice de taille rg A égal a son rang donc inversible. d
Exemple
1 1 2 2
01 0 3
A= est de rang 3.
0o 0 0 O
0 0 3 0
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES MATRICES
PAR BLOCS

On a vu qu’une matrice M pouvait s’écrire par bloc

E B
p q
A B n I F1

M= € Mn+m,p+qIK)
C D m I F

Si u € Z(E,F) est représenté par M dans des bases 9 et €, alors on peut séparer 8 de taille p + g en deux
sous-familles :

* les p premiers vecteurs engendrant un sous-espace E; de E
« les g derniers vecteurs engendrant un sous-espace E.
Alors E; et E; sont supplémentaires de E (E; ¢ E» = E.)

De méme, on écrit F = F; ® F, correspondant a la partition de la base € de taille n+ m.

Xi|lp
Alors, si X € E, X; et X, ses composantes sur E; et E, (donc X = X; + X2), X est représenté dans 2 par X =
X2)1q
Xj et X, représentent X; et X».
Alors u(X) est représenté dans € par

AX;+BXo || n
AX =

CX1+DX, I m

représentant respectivement les composantes sur F) et F, de u(%).
Cela se généralise a un nombre quelconque de sous-espaces.

Le plus souvent, on utilise cette interprétation géométrique pour des endomorphismes.

Exercice

I
Montrer que tout projection peut étre représentée par un matrice de la forme (
0

) et que toute symétrie peut étre
0

I 0
représentée par un matrice de la forme ( ' )
0 —In-r

Soit E=F & G et B une base adaptée a cette somme directe, u € £(E),
C

= Matg(u).

e F est stable par u si et seulement si C =0.
e G est stable par u si et seulement si B = 0.

Démonstration

Si C =0, I'image d"une base de F est dans F, donc c’est vrai pour tous les vecteurs de F par linéarité.
Si F stable par u, alors la composante sur G des image des vecteurs de 8 dans F est nulle donc C =0

Propriété : Généralisation

.
Soit E = @Ei et % une base adaptée a cette somme directe, u € £ (E).
i=1
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Ar (0)
A =Matg(u) est diagonale par blocs (A = ) si et seulement si chaque E; est stable par u.

© A
On peut alors considérer I'endomorphisme induit par u sur E; dont la matrice dans la base 9B; (issue de 9B) est A;.

Exemple

Projections et symétries

1AY OPERATIONS ELEMENTAIRES ET SYSTEMES LINEAIRES

1 Opérations élémentaires

Q Rappel

On rappelle qu’il existe 3 types d’opérations élémentaires :
 Les permutations: L; — L; ou C; — C;.

 Les transvections : L; — L; + AL avec k#i ou C; — Cj + AC avec k # j.
+ Les dilations: L; — AL; ou Cj — ACj avec 1 #0.

Q Interprétation en termes de produit matriciel

Les opérations élémentaires se traduisent par des multiplications a gauche (pour les lignes) ou a droite (pour les
colonnes) par des matrices (carrées) inversibles dont la taille est égale aux nombre de lignes respectivement colonnes
correspondantes.

e Permutations : L; — L; (resp. C; — C;) se traduit par la multiplication a gauche (resp. a droite) par la matrice
de permutation :

(0)

(0)

2 _ s : -1_p. .
Pi’j = I, P; j inversible et Pi'j =P;;.
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 Transvections : L; — L; + ALy (resp. Cj — C; + ACy) se traduit par la multiplication par une matrice de transvec-

tion T; (1) a gauche (resp. Ty, ;(A) a droite) avec

T, ;A =

0

!
je

(0)

Ti (M) Ty ;(w) = T; j(A+ ) donc T; ;(A) inversible et (T; j(1) ™" = T; ; (= A).

= In+/1Ei,j

« Dilatation: L; — AL; (resp. C; — AC;) avec A # 0 se traduit par la multiplication par une matrice de dilatation

D;(A) a gauche (resp. a droite) avec

D;A) =

D;(A)D; () = D;(Ap) donc D;(A) inversible et (D;(1) ™! = D; (A71).

0 Propriétés des opérations élémentaires

0)

!

l'e

(0)

(i) Une opération élémentaire sur ses lignes ne change pas le noyau d’une matrice.

(ii) Une opération élémentaire sur ses colonnes ne change pas l'image d'une matrice.

111 ne opération élémentaire ne change pas le rang d’une matrice.
(iii) Une opération él t hange pas le rang d’ t

Démonstration

(i) Si P inversible, AX =0 <= (PA)X =0.
(ii) Si P inversible, AX = (AP)(P71X) et (AP)X = A(PX).

(iif) Une opération élémentaire donne une matrice équivalente.
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0 Matrices échelonnées

Définition

Une matrice M € ./, ,(KK) est dite echelonnée en lignes (respectivement en colonnes) si chaque ligne (res-
pectivement colonne) débute par un nombre strictement croissant de 0 jusqu’a ce qu’elles soient éventuellement
nulles.

Remarques

R1- Sielle est carrée, elle est nécessairement triangulaire supérieure (resp. inférieure).

R2— Siune ligne (resp. colonne) est nulle, les suivantes le sont aussi.

Exemples
-1 0 1 -5 1
0 1 4 -3 -3
E1l- A=|0 0 O 1 0 [estéchelonnée en lignes. 2,3,-4,6 sont appelés pivots.
o o o o o [6]
0 0 0 0 0 0
[=1] o o o
2 0 0 0
E2—- B=| 1 0 0] est échelonnée en colonnes. —1, -1 sont les pivots.
4 4 0 0
1 -5 0 0
1 2 3 4
0 0 5 6
E3— C= n’est pas échelonnée en lignes (méme si elle est triangulaire).
0o 0 7 8
0 0 0 9

Toute matrice peut étre transformée en une matrice échelonnée en lignes (resp. colonnes) par des opérations élémentaires
sur les lignes (resp. colonnes.)

Démonstration

On applique l'algorithme du pivot de Gauss aux lignes (resp. colonnes) de la matrice :
1. Sila matrice est nulle, elle est échelonnée.

2. Sinon, soit jo le numéro de la premiere colonne non nulle au moins un de ses ccefficients n’est pas nul, disons
ajy, jo = P #0, ce sera un pivot : le mettre dans la premiere ligne grace a Ly < Lj;.

3. On annule ensuite tous les ccefficients de la premiére colonne avec les opérations L; — L; — %Ll. On obtient une
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matrice de la forme :

0
Al
0 ... 0 0
4. On recommence alors a l’étape 1 avec A’, ce qui revient a agir sur les n—1 derniére lignes. Les opérations sur ces
lignes ne changent pas la premiere. O
Exemple
1 1 -1 3 4
2 2 3 1 3
A= en colonnes.
1 3 0 2 2
0 4 3 3 1

G Application au calcul du rang

On ne change pas le rang par opérations élémentaires. Quelle est le rang d"une matrice échelonnée ?

Le rang d’'une matrice échelonnée en lignes (resp. colonnes) est le nombre de lignes (resp. colonnes) non nulles.

Démonstration

Sur les colonnes, si Cy41,...,Cp sont les colonnes nulles, alors Cy, ..., Cy sont facilement libres grace aux pivots et le rang
vaut r. O

Remarque

En faisant des opérations sur les colonnes, on peut obtenir a la fois le rang, I'image et le noyau!

Exemple
4 2 1
6 4 1
A:
5 3 1
3.1 1
1 2 4 1 0 o0 1 0 0
1 4 6 1 2 2 1 2 0
IgA = 18 = g = g
G-G 1 3 5 c? — ¢ —2cM 1 1 1 |(cPecP-c? (1 1 o0
1 1 3] ¢ —c{)-ac? 1 =i = 1 -1 0

1 0
DoncrgA=2, ImA:Vect(%),( % ) dimKer A=1. Et
1/ ‘4

B _g=c®_c® = (W _ac®) (e _2cM) = ¢V _ ¢V _ o =
cP =0=cP -cP =(c{’-4c") - (cfP -2¢P) = c{’ - ¢ -2¢P = ¢ - G5 - 2G5

Donc A(:I%] = (§) et KerA:Vect(:lé).
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Remarque

En appliquant ensuite un pivot de Gauss sur les lignes, on peut se ramener a J;.

e Application a I'inversion de matrice

Par des opérations élémentaires sur des lignes (respectivement des colonnes), on peut transformer une matrice
inversible de A, (IK) en I,,.

Démonstration

Sur les lignes, par exemple. Par pivot de Gauss, on se raméne a une matrice échelonnée en lignes, donc triangulaire
supérieure, et inversible donc les ccefficients diagonaux sont tous non nuls :

my1 (%)
M=
0) Mpn
Par L; — ﬁLi, on obtient :
1, (%)
M=|
0) 1
puisparVi=1.n-1, L; < L; - m;.’nLn, on arrive a
0
Ml
M = 1
0
0 ... 0 1

Ou M] ala méme forme que M’. Il suffit de ré-appliquer I'étape suivante a M, par récurrence (finie.)

On en déduit la méthode d’inversion de matrice par opérations exclusivement sur les lignes ou les colonnes de A.
o Surles lignes : PyPy_1---PiA=1,=> A"l = PyPp_y -+ P11,.
e Sur les colonnes : AQ1Qo++-Qx=1I,= A" =1,Q1Q2-- Q.

2 Systémes linéaires

6 Traductions d’un systeme linéaire

On consideére un systéme linéaire de n équations a p inconnues dans K :

ap1XxXi+ay2xg+---+ al'px,, = bl
(S)
Ap,1X1 + Ap2X2 + -+ + Ay pXp = by

On rappelle que la matrice du systéme linéaire est définie par

611,1 al,p
A=]| : | ety p®)

Aan,1 an,p
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et la matrice augmentée est

ail .- al,p bl
M=
ap,1 ... Qpp bn
Interprétations :
X1 N by
. Matricielle:si?c:( : ) etbh=|: ),
Xp by
(S) = AX=Dh

o Equation linéaire : si u est 'application linéaire canoniquement associée a A,

(§) = u(X) = hexecul ({E})

» Formes linéaires : Soit pour i € [1, 1] ¢; la forme linéaire de K” correspondant a la i¢ (canoniquement associée
ala i¢ligne de A):

KF — K
@i

=i

— ajiX1+---+ ai,pXp

alors

S)e=Vie[l,n], ;@ =b;=%e [ @7 (b}
ie[1,n]

Ainsi, I'ensemble des solutions de (S) est soit vide, soit I'intersection d’hyperplans affines ¢;*({b;}) de direction
-1
¥; ({0} =Ker ;.

Q Espace des solutions
Définition

On appelle rang du systéme (S) le nombre r =rg(S) =rg A =rgu.

Remarque

rg(S) < min(n, p).

L'ensemble #y des solutions du systéme homogene (H) associé a (S) est un sous-espace vectoriel de IKP de dimension
dim %y = p—1gSs.

Démonstration

S =Keru =Ker A. O

L’ensemble des solution s est soit vide, soit de la forme Fs = Xo + Sy ot %o € IKP est une solution particuliere. C’est
donc un sous-espace affine de IXP de direction .
Lorsque Fs = @, le systeme est dit incompatible. Sinon il est compatible.
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Démonstration
C’est une équation linéaire u(X) = b. O
Exemple
X + y - zZ = 1
S
x -y + z = -1
p=3etn=2.

1 1 -1
A:( ),rg(S):rgA:Z,dimSH:S—Z:I.
1 -1 1

((%)] solution de (H) donc ¥y :Vect((%)).

Solution particuliere : (((1;) donc S = (g) +Vect(?) = {(1%:) ; LE IR}.

(i) Le systeme est dit de Cramer lorsque n = p =1g(S) ie A inversible.
Alors pour tout b e K", il y a une unique solution.

(ii) SirgS = n, le systeme a au moins une solution.

(iii) SirgS = p, le systeme a au plus une solution.

Démonstration

(i) Im u = K" donc u est surjective.
(iii) dimKeru = p—r =0 donc s = @ ou Sﬁsz{x(o)}. O

L’algorithme du pivot de Gauss appliqué aux systemes a été présenté dans un chapitre de début de d’année :
appliqué aux lignes de la matrice augmentée pour la rendre échelonnée en lignes (a permutation éventuelle des
inconnues pres), il permet d’obtenir un systeme équivalent

by
b

p1Xxi +

p2Xi,+

v,
0o = b

r+1

(S) =« prXxi,+

0 = b

ou r =1g(S), i1 <...< i, p1,...,pr non nuls, les n—r dernieres équations sont les équations de compatibilité, elle
permettent de savoir si S = .
On tire successivement x;, , puis x;,_, jusqu’a x;, en fonction des autres inconnues. On retrouve la dimension n—r.
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