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Applications linéaires

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités

Application linéaire.

Opérations sur les applications linéaires : combi-
naison linéaire, composition, réciproque. Isomor-
phismes.

Image et image réciproque d’un sous-espace par
une application linéaire. Image d’une application
linéaire.

Noyau d’une application linéaire. Caractérisation
de l'injectivité.

Si (xi)ie; est une famille génératrice de E ef si
ue Z(E,F),alors Imu = Vect (u(x;),i € I).

Image d’une base par un isomorphisme.

Application linéaire de rang fini, rang. Invariance
par composition par un isomorphisme.

L'ensemble #(E, F) est un espace vectoriel.
Bilinéarité de la composition.

Notation rg(w).

b) Endomorphismes

|dentité, homothéties.

Anneau (Z(E), +,0).

Projection ou projecteur, symétrie : définition géo-
métrique, caractérisation des endomorphismes vé-
rifiant p? = p et s? =id.

Automorphismes. Groupe linéaire.

Notation idg.

Non commutativité si dimE = 2.
Notation vu pour la composée vou.

Notation GL(E).

c) Détermination d’une application linéaire

Si (e))ie; €St Une base de E et (fi)ie; une famille
de vecteurs de F, dlors il existe une et une seule
application u € £(E,F) telle que pour tout i eI :
u(e;) = fi.

Classification, disomorphisme pres, des espaces de
dimension finie par leur dimension.

Une application linéaire entre deux espaces de
méme dimension finie est bijective si et seulement si
elle est injective, si et seulement si elle est surjective.

Caractérisation de l'injectivité, de la surjectivité, de
la bijectivité de u.
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CONTENUS

Un endomorphisme d’un espace de dimension fi-
nie est inversible & gauche si et seulement s’il est
inversible & droite.

Dimension de Z(E,F) si E et F sont de dimension

finie.

Si Ey,...,E, sont des sous-espaces de E tels que
p

E= @Ei et si u; € £(E;, F) pour tout i, alors il existe
i=1

une et une seule application u e £ (E,F) telle que

W, = u; pour tout i.

CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Théoréme du rang
Si ue £L(EF) et si S est un supplémentaire de Keru
dans E, alors u induit un isomorphisme de S sur Jmu.

Théoréme durang: dimE = dimKer u + rg(u).

e) Formes linéaires et hyperplans

Forme linéaire.

Hyperplan.

Si H est un hyperplan de E, alors pour toute droite
D non contfenue dans H: E=HeD. Récipro-
guement, tout supplémentaire d’une droite est un
hyperplan.

Comparaison de deux équations d’un méme hy-
perplan.

Si E est un espace de dimension finie n, I'infersec-
tfion de m hyperplans est de dimension au moins
n—m. Réciproguement, tout sous-espace de E de
dimension n—m est l'intersection de m hyperplans.

Formes coordonnées relativement & une base.

Un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non
nulle.

Equations d’un hyperplan dans une base en di-
mension finie.

En dimension n, les hyperplans sont exactement les
sous-espaces de dimension n—1.

Droites vectorielles de R?, droites et plans vectoriels
de R3.
L'étude de la dualité est hors programme.
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Dans tout le chapitre, IK désigne un corps commutatif de caractéristique nulle (R ou
C au programme).

| GENERALITES

1 Définition

Définition : Application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u: E— F.
On dit que u est une application linéaire lorsque

VI, JEE, u(X+y)=u®@+u®

VXeE, VAeK, u(Alx)=Au(x)

ce quis'écritaussiVi,yeE, YAeK, u(X+A¥)=u(®) +Au(d).
On note Z(E,F) I'ensemble des applications linéaires de E vers F.
« Si u est bijective, on parle d’isomorphisme (d’espaces vectoriels).
Si E=F, on parle d’endomorphisme et on note #(E) = #(E, F).
Si E = F et u est bijective, on parle d’automorphisme.
Si p € Z(E,K), on dit que ¢ est une forme linéaire.
On note Z(E,K) = E* appelé dual de E I'ensemble des formes linéaires sur E.

Remarques

R1— Ne pas confondre E* et E\{0g}.

R2 — Une application linéaire est en particulier un morphisme de groupe de (E, +) sur (F, +).

Exemples

R3 — R?
El1— u:
(x,1,2) — (X+y—2,x+2)

. o . 1 1 -1 X+y—z
Notation matricielle (bases canoniques) : y|= .
1 0 1

E — K!
E2— Si E est I'espace des fonctions dérivables sur I < R & valeurs dans K, u : est

yoe=
linéaire.
Plus généralement, si E est lI'espace des fonctions n fois dérivables sur I < R,
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E — K o
u: est linéaire.
f — f(n)
€(ab) — K
b
f — ff(t)dt

£3 — Homothéties vectorielles : pour tout a e K, h, = aidg € Z(E).

est une forme linéaire.

K — K
E4 — Les applications linéaires de £ (KK) sont les pour ae K.
X = ax

FX — F
E5— Si X # @, F K-espace vectoriel, a € X, alors uy, : est linéaire (morphisme
f— fla
d’évaluation).
KiX] — Kx] , . . L .
E6— [ ou K[x] est I'ensemble des fonctions polynomiales est linéaire. Si K

P — P
est infini, c’est un isomorphisme.
E7 — La frace est une forme linéaire sur 4, (K).

E8 — La fransposition est linéaire sur .y, ,(K) vers 4, ,(IK).

X1
E9— Il y a un isomorphisme canonique entre K" et .4, (K) : (x1,...,x5) — | ¢ | et en particulier

Xn
entre K et ./ (K) : cela Iégitime les abus de notations que I’'on rencontre parfois.

Définition : Morphisme d’algébre
SOIT (<Q¢)+.Q¢)X.er'g¢)/ (%)4_%))(@",%) eT f:d_’%-
On dit que f est un morphisme d’algébres lorsque
o f estlinéaire,
s Vx,yed, flxxgy)=fX)xzf(y)

o fly)=1g.
Exemples
. . d* — o ,
E1- Si X # @, o une K-algebre, a € X, alors u, : est un morphisme de K-
f — fla
algébres. (morphisme d’évaluation).
K[X] — Klx] , , o , o KX] — KX
E2— f: } est un isomorphisme d’algébre si K est infini, et g: .
p — P p — £

1
est un morphisme d’algébres injectif.
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. KIX] — (k) . s
E3- SiAe 4,(K), f: est un morphisme d’algebres.

p — P(A)

K — 4K R
E4— f: ' est un isomorphisme de K-algebres.

x — (x)

2 Propriétés

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et ue £ (E, F).
(D u(0g)=0F

(II) V5C'1,...,5€>n€E, Val,...,AnE]K, u

n n
> /lifi) =Y Aiu(x)
i=1 '

i=1
(i) Si A est une partie de E, u(Vect A) = Vect(u(A)).

(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E, wg € L(E',F) (u induit une application li-
néaire sur E').

(v) Siu est bijective (isomorphisme) alors u™! € £(F,E).
Vi) (£(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel.

(i) Siue £(E,F) etve L(EG), vouec L(E,G).

ViiD) Siu,uy,u» € L(E,F), v,v1,12 € L(FG), et 1 e K

vo(uy+Auy) =vou +Avouy
(v1+Ava)ou=viou+Avsou

(ix) Si E' est un sous-espace vectoriel de E et F' est un sous-espace vectoriel de F, u(E")
est un sous-espace vectoriel de F et u='(F') est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

() 2u(0g) = u (0 +0g) = u(0g). (Propriété de morphisme de groupes)
(i) Récurrence.

-

n
(i) Si X € VectA, on a n € N, X,....%, € A, A1,...,A, € K fels que = ) ;% et donc
i=1
n
u(® =Y Aiu(x;) € Vect(u(A).
i=1

n
Si y € Vect(u(A), on a ne N, %,....%, € A, Ay,...,A4, € K tels que j = ) Au(%) et donc
i=1

n
y= ”(Z )Li?ci) € u(Vect A).
i=1
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(iv) Immédiat.

(v) Soit ue £(E,F) bijective, y,,7, e F et 1e K.
On a X, Xx € E tels que y1 = u (%) et yo = u(%).
Alors u ™t (1 + A7) = uH (u@E) + Au (@) = u tou(F +A%) = X1 + A% = u (1) + Au~1(32) en utili-
sant la linéarité de u.

(vi) Sous-espace vectoriel de FE sans difficulté.

i) Six;, e Eet ek, vou (X +AX) = v(u (X)) +Au (X)) = vou (%) +Avou(X) parlinéarité de u puis
de v.

Vi) (1 +Avp)ou = vyou+Avyou €st toujours vrai, vo (uy +Aun) = vou; + Avou, provient de la linéarité
de v.

(iX) o uE)<F, uE)#ocarbp=u( O Jeu(E) etsi ¥, eE et 1eK, alors

0r
~—
€E’

u(®) +Au ) = ul@ + A%) € u(E).
—_——

eE’

e wl(FY<cE, u/(F) # @ car u(0g) =0r € F' donc 0g € u™}(F'), et si %1,% € u '(F) et 1€ K,

alors u (% + AXs) = u (%) +Au (%) € F' donc % + A% € u 1(F)). O
—— N——
eFr’ eF'
Remarque
, Z(E,F) — X(EG) ZLFEG — Z(E G L
(viii) nous dit que et sont linéaires.
u — vou u — vou

3 Noyau et image

" Définition : Noyau etimage
Soit ue Z(E, F).
» Le noyau de u est Keru=u"! ({0r}) = {X € E | u(x) =05} € 2(E).
» Limage de u est Imu=u(E) ={u(X) ; X€ E} € 2(F).

Remarque

L'image de u est en fait I'image de u vu comme simple fonction et le noyau de u est le
noyau de u vu comme un morphisme de groupes additifs.

Exemple

R3 — RR?
Soit u :
(x,1,2) — (X+y—2z,X+2)

Alors Ker u = Vect(~1,2,1) et Imu = R?.
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Soit ue £ (E,F).
() Imu et Keru sont des sous-espaces vectoriels de F et E respectivement.
(i) u est injective si et seulement si Ker u = {0}
(3ii) u est surjective si et seulement silmu=F.
(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors Ker wjy = E' nKeru ef Im ujp = u(E').

Démonstration

(i) Image directe et réciproque des sous-groupes E et {0r}.

(i) Déja vu pour les morphismes de groupes : on a toujours 0g € Ker u et

 Si u estinjective,
YeKeru= u(X)=0r=u(0p)=>%=0p.

e Si Keru=1{0g} alors
u@ =u(@)>u(x-x)=0p=>x-x'eKerf=>x=x

par linéarité de u, donc u est injective.

(i) Toujours vrai : u est surjective si et seulement sivye F, 3X€ E, u(X) =7y si et seulement si
VyeF yeu(E)sietseulementsi Fcu(E); et u(E) < F est toujours vrai.

(iv) ¥eKeryp < ¥eE'etu(X) =0r et yeImuyp < IXeE, u®@ =y < yeu(E). d

Exercice

Si ue XEF et ve LEG), condition nécessaire et suffisante pour que vou = 0y g ?
(Imu c Ker v).

4 Image d’une famille de vecteurs, rang

Soit ue £L(E,F) et F = (é;);c; une famille de vecteurs de E. On note u(F) = (u(&;));. ;-
(D Si F estliee, u(¥) I'est aussi.

(i SiF engendre E, u(¥) engendre Imu (A et non F si u n’est pas surjective )

(i) Si Z est libre et u est injective, u(%) est libre.

(iv) Si u est un isomorphisme et % est une base de E, alors u(%) est une base de F.

Remarque

L'image d’une base (de I'espace de départ) par un isomorphisme est une base (de I'espace
d’arrivée).
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Démonstration

n n n
@) Si Zliéi =6E, alors Zﬂiu(é}) = u(z A,’é,’) = u(ﬁE) =6F.
i= = i=1

i=1 i=1
(i) Imu=u(E) =uVectZF) =Vect(u(%)).

n n n
@iy Si ) A;u(@;) = 0p, alors u(z Aiéi) = u(0g). donc par injectivité, Y 1;é; = 0 donc les A; sont
i=1 i=1 i=1
nuls car & est libre.,

(iv) par () et (ib. O

Soit ue #(E,F) avec E ou F de dimension finie.
Alors Im u est de dimension finie au plus min(dim E,dim F).

Démonstration

Si E = Vect(éy,...,ép), alors Imu = u(E) = Vect(u(éy),...,u(é,) de dimension finie < p et Imu sous-
espace vectoriel de F. O

- Définition : Rang .

Soit ue £ (E,F), E ou F de dimension finie.
On appelle rang de u I'entier rgu = dim(Im w).
Si % est une base de E, alors rgu =1g (u(A)).

Remarque

On a toujours rgu < min(dim E, dim F).

Propriété : Effet sur le rang de la composition par un isomorphisme

On ne change pas le rang en composant & gauche ou a droite par un isomor-
phisme.

Démonstration

e Siue X(E,F) et ve £L(F G) bijective. On veut montrer que rg(vo u) =rgu.
Si % est une base de Imu, v(®) est libre par injectivité de v et engendre
v(Imu) = vou(E) =Im(vou). C'est donc une base de Im(vou) et

rg(vou) = taille (v(9)) = taille (#) =rgu.

e Siue #(E,F) et ve £(G,E) bijective. On veut montrer que rg(uov) =rgu.
OrImu = u(E) = u(v(G)) =Im(uo v) donc rgu =rg(uov).
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Remarque

On a en fait montré qu’en composant & gauche par une application linéaire injective ou &
droite par une application linéaire surjective, on ne change pas le rang.

“ ENDOMORPHISMES

1 Sstructure d’algébre

(ZL(E),+,0,-) est une K-algebre non commutative et non integre si dimE = 2.

Notation

Si u,ve L(E),onnote uv=uov, u"=uo---ou pour ne N* et u° =idg,.
~—

n fois
Définition : Polyndbme en un endomorphisme

SiP=ag+a X+---+a,X"e K[X], on peut définir P(u) = apidg +a u+---+ a,u’.
Lorsque P(u) =04 x) . on dit que P est un polyndme annulateur de u.

]I{[X]y'i_rxr') - (g(E),'i',O,')

(
Si ue L), I'application est un morphisme de K-
p —  P(u)

algebres.

/\En particulier, (P x Q)(u) = P(u) o Q(u).
Démonstration

La linéarité ne pose pas de probleme, on a bien 1k x;(u) = idg.

SiPQeKIX], (PxQ)w =Y arbu** =Y aru* (Z by uf) = P(u) o Q(u) par linéarité de u. O
k,0 k l

Remarque

Deux polyndbmes en u commutent,
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Propriété : Bindbme

Siu,ve L(E) tels que uov=vou, alors pour tout ne N,

w+v)"=3" (Z)ukv”‘k.

k=0

2 Groupe linéaire

-~ -

Définition : Groupe linéaire

L'ensemble des automorphismes de E est noté ¢ £ (E) appelé groupe linéaire de E.

(9% (E),0) est un groupe.

Démonstration

C’est le groupe des inversibles de I'anneau (£ (E),+,0) ou c’est un sous-groupe de (S(E), o).
O

3 Projecteurs

Définition : Projection

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : Fe G=E.

Tout vecteur X de E se décompose de maniere unique sous la forme X = X¢ + Xg ou
XreF et Xz eG.

On appelle projection (ou projecteur) sur F parallelement a G |I'application

On définit de méme la projection g sur G parallélement & F.
On dit que les projections p et g sont associées.

(Dessin)

Avec les notations ci-dessus :

0) p,q € Z(E) eTp+q:idE. av) poq=qop=0«%E).
(il F=Imp=Ker(p—idg) =Invp ={X | p(%) = X}
(i) G=XKerp. (V) p?>=pop=p (p estidempotent.)
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Remarques

R1— A savoir refrouver sur un dessin.
R2— Onretiendra que Xe F=Imp < X € Ker(p —idg) < p((X) = X.

Démonstration

Propriété : Caractérisation des projections

p est une projection (vectorielle) sur E si et seulement si p € (E) et p>=pop=p.

Dans ce cas,
() ImpeoKerp=E
(i) p estla projection surIm p = Invp parallelement & Ker p

Démonstration

Exemples

R? — R? . .
El1— u: projection sur D = Vect(2,1) parallélement a D’ = Vect(3,2).
(x,y) — (@4x-6y,2x-3y)

E2 — Projection sur D = Vect(1,1,1) parallélement & P : x+z=07?
E3 — Projection sur 2 (fonctions paires) parallélement & .# (fonctions impaires) ?

E4 — Projection sur .%,(K) parallelement & «,,(K) ?

4 Symétries

Définition : Symétrie

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires: Fe G=E.

Tout vecteur ¥ de E se décompose de maniére unigue sous la forme X = Xr + Xg ou
XreF et Xz eG.
ie

On appelle symétrie sur F parallelement a G 'application s:
X — Xp—1ZXg

s = p— q avec les notations précédentes.

(Dessin)
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() se ZL(E)
(i) s estinvolutive : s> = sos=1idg.
(i) F=Xer(s—idg) =Invs={X | s(X) = X}.
(iv) G=Ker(s+idp) ={X | s(X) = -X} (anfi-invariants).
(v) Si p projection sur F parallélement @ G, s =2p —idg.
Démonstration
O
Propriété : Caractérisation des symétries
s est une symétrie (vectorielle) sur E si et seulement si s e (E) et s*> = sos=idg.
Dans ce cas,
(D) Ker(s—idg)®Ker(s+idg) = E
(i) s est la projection sur Ker(s —idg) parallelement & Ker(s +idg)
Démonstration
a
Exemples
R3 — T3
El— u: symétrie parallélement & P : x = y parallélement & D = Vect(1,-1,0).

X2 — x2
E2 — Symétrie par rapport & D = Vect(1,1,1) parallelement & P : x+z=0.
E3— f— foU f:x— f(-x) sur RE,
Ea— T:M— MT sur .4, (IK).

Remarque

Si F={0g}, alors G=E et s=-idg : symétrie centrale.

5 Affinités

Définition : Affinité

XpeF et XzeG.
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15 = 1§
fr: ie fr = p+kqg avec les notations précédentes.
X — ZXp+kig

(Dessin)
Remarque

On retrouve homothéties, projections, symétries.

Propriété : Caractérisation des affinités

f est une affinité si et seulement si f € £(E) et f =idg ou bien on a k € K tel que
Ker(f —idg) @ Ker(f — kidg) = E.

Il s’agit alors de I’affinité de base Ker(f —idg), de direction Ker(f — kidg) et de rapport
k.

“l DETERMINATION D’UNE APPLICATION LINEAIRE

] Image d’une base

Soit E un K-espace vectoriel et % = (¢é;),c; une base de E. Pour X € E, on note (xi)ics
ses coordonnées dans 4.

E — K
Alors pour tout i € I, I'application ¢; : est une forme linéaire (i® coordon-
X — Xi

nee).

Soient E, F deux espaces vectoriels, 8 = (é;);c; une base de E et & = ( ﬁ) | une famille

de vecteurs de F. h
Il existe une unique application linéaire ue £ (E,F) telle queViel, u(é;) = f;.

Remarque

Autrement dit, une application linéaire est entierement déterminée par I'image d’une base.

Démonstration

Par analyse synthése. O
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Exemple

u(1,0,0) = (1,1); u(0,1,0) = (1,0); u(0,0,1) = (-1,2), traduction sur la matrice canoniquement as-
sociée.

Corollaire

Soit 8 une base de E, u,ve 4(E,F).
Alors u=v si et seulement si u(8) = v(%A8).

Soit 8 une base de E, ue £(E,F).
e u estinjective si et seulement si u(%8) est libre.
» u est surjective si et seulement si u(%8) engendre F.

e u est un isomorphisme si et seulement si u(%8) est une base de F.

Remarque

ue £ (E,F) est unisomorphisme si et seulement si I'image d’une base de E par u est une base
de F.

Démonstration

2 Applications linéaires et dimensions

Soient E et F deux KK-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors dimE =dim F < E ef F sont isomorphes.

Démonstration

Remarque

L'étude de I'espace vectoriel K? se reporte sur tout K-espace vectoriel de dimension p.

Soient E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dimF et
ue #£(EF).

Alors u est injective < u est surjective < u est bijective.

Remarque

C’est en particulier le cas pour tout endomorphisme en dimension finie.
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Démonstration

Image d’une base. O

Exemple

]Kn[X] _ ]Kn+1

u: ou xy,...,x, sont deux & deux distincts est facilement in-

P — (P(x0),P(x1),..., P(xn))

jectif (noyau réduit & 0k x)) et dimK,[X] = dimK"*! donc c’est un isomorphisme, ce qui redonne
le résultat de I'interpolation de Lagrange.

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE =dimF = n et
ue L(E,F). Les propriétés suivantes sont équivalents :

() u isomorphisme (i) u estinversible a droite
(i) u estinversible & gauche (v) rgu=n

Démonstration

3 Dimension de #(E,F)

Soit E et F deux KK-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors £ (E, F) est de dimension finie et dim £ (E, F) = dimE x dim F.

Démonstration

Isomorphisme u— u(%A). O
Remarque

/\ : £(E) est de dimension (dim E)?.

4 Décomposition d’applications linéaires

P
SiE= QBE,- et pour tout i, u; € £(E;, F), alors il existe une unique application linéaire

i=1
ue Z(E,F) telle que pour fout i, ug, = u;.
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Démonstration

Analyse-synthése. O

lV THEOREME DU RANG

Théoréme : Théoréme du rang

ue £ (E,F) induit un isomorphisme de fout supplémentaire H de Keru surImu.
Si, de plus, E est de dimension finie, dim E = dimKer u + rgu.

Remarque

/\En général, Keru et Imu ne sont pas supplémentaires.

Exemple
u:(x,y)— (0
Exemple
R3 — R?
u: Keru = Vect(1,-2,-1) et rgu =2 donc u est surjective.

x,,2) — ((x+y—-2z,x+2)

Corollaire

Si E est de dimension finie, u est injective si et seulement sirgu =dimE.
Si F est de dimension finie, u est surjective si et seulement sirgu = dimF.

Propriété : Formule de Grassmann

Si F et G sont de dimension finie, alors
dim(F+ G) =dim F +dim G —dim(F n G).
Démonstration : Nouvelle preuve de la formule de Grassmann

R ) R FxG — F+G
Théoreme du rang appliqué a u: O
x50 — X+Jy

Démonstration : Nouvelle preuve de v injective = rg(vou) =rgu

On a Ker u = Ker(vo u) par injectivité de v, et le théoréme du rang donne le résultat. O
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V FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

Définition

On rappelle que les formes linéaires sont les ¢ € £ (E,K) et que E* = Z(E,KK) est appelé
espace dual de E.

Remarque

dimE* =dimE.

Soient & = (é,,...,é,) base de E et pour tout i, ¢; € E* la forme linéaqire i® coordonnée
Alors (¢1,...,¢,) est une base de E* appelée base duale de 2.

Remarque

Ainsi, toute forme linéaire s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des coor-
données des vecteur de E.

Exemples

e1- Dans R3 base duale de la base canonique.
£2 - Dans R? base duale de la 2 =((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)).
E3— Dans K[X] base duadle dela 8= ((X-a)™) ;e -

Remarque

Si (¢i),; base de E*, on peut trouver une et une seule base 2 dont c’est la base duale,
appelée base antéduale de (¢;), ;. Il suffit de traduire pour tout i, j que ¢;(é;) =6, ;.

Théoréme : Caractérisation des hyperplans

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
() H est un hyperplan.

(i) H est un supplémentaire de toute droite D ¢ H.
(i) H est un supplémentaire d’une droite D ¢ H.

(iv) H estle noyau d’une forme linéaire non nulle : 3¢ € E*\ {0g+}, H =Ker.

Démonstration
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Corollaire

Soient @1, @2 € E* \ {0g+}.

Kergp; =Kergy <= ILe K", ¢1 = Ag,.

Démonstration

Si % ¢ H, K%, est un supplémentaire de H et ¢, = ¢1(xo) @2 O

@2 (Xo)

Remarque : Equqtion d’un hyperplan

Si B = (éy,...,e,) est une base de E et H =Kerg un hyperplan.
Pour tout Xe E, X = x181 + - + x,,€, AONC @(X) = x10(81) + -+ - + X, 0(&y,).

Si on note a; = ¢(é;), on obtient Xe H <= ajx; +---+ ayx, =0.
Réciproguement, toute équation de H donne une telle forme linéaire ¢.

La propriété précédente nous dit que toutes les équations de H sont colinéaires.

Propriété : Dimension d’une intersection d’hyperplans

Si Hy,...,H, sont des hyperplans de E de dimension n, alors

dim

m
N Hl-) =>n-m.
i=1

Remarque

La dimension de I'espace des solutions d’un systéeme linéaire & m équations et n inconnues
est au moins égal & n—m.

Démonstration

Par récurrence sur m avec la formule de Grassmann. a

Propriété : Systeme d’équations d’un sous-espace

Si F est un sous-espace vectoriel de E avec dimE = n etdimF = p tels que p < n, alors
F est l'infersection de n— p hyperplans distincts.

Démonstration

On compléte une base de F en une base de E et on s’intéresse d la base duale. O

Remarque

Cela traduit le fait que le sous-espace puisse étre décrit par un systeme de n - p équations
indépendantes.
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Exemple

Droites et plans de R? et R3.
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