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Polynomes

Extrait du programme officiel :

L’'objectif de ce chapitre est d’étudier les propriétés de base de ces objets formels et de les exploiter
pour la résolution de problemes portant sur les équations algébriques et les fonctions numériques.

L'arithmétique de K[X] est développée selon le plan déja utilisé pour I’arithmétique de 7, ce qui auto-
rise un exposé allégé. D’ autre part, le programme se limite au cas ou le corps de base K est R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Anneau des polyndmes d une indéterminée

Anneau K[X].

Degré, coefficient dominant, polynéme unitaire.

Degré d’'une somme, d’un produit,

Composition.

La construction de K[X] n"est pas exigible.
da . 400 .
Notations )" a; X', ) a; X".
i=0 i=0
Le degré du polynéme nul est —co.
Ensemble K,[X] des polyndmes de degré au plus
n.

Le produit de deux polyndmes non nuls est non nul.

S | : représentation informatique d’un polynéme;
somme, produit.

b) Divisibilité et division euclidienne

Divisibilité dans K[X], diviseurs, multiples.

Théoréme de la division euclidienne.

Caractérisation des couples de polyndmes asso-
Ciés.

= | algorithme de la division euclidienne.

¢) Fonctions polynomiales et racines

Fonction polynomiale associée & un polynéme.

Racine (ou zéro) d’'un polyndme, caractérisation
en termes de divisibilité.

Le nombre de racines d'un polynéme non nul est
majoré par son degré.

Multiplicité d'une racine.

Polyndme scindé. Relations entre coefficients et ra-
cines.

Détermination d’un polyndme par la fonction poly-
nomiale associée.

Si P(1) #0, A est racine de P de multiplicité 0.

Aucune connaissance spécifique sur le calcul des
fonctions symétriques des racines n’est exigible.

d) Dérivation

Dérivée formelle d’un polynébme.

Pour K =R, lien avec la dérivée de la fonction po-
lynomiale associée.
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CONTENUS
Opérations sur les polyndmes dérivés : combinaison
linéaire, produit. Formule de Leibniz.
Formule de Taylor polynomiale.

Caractérisation de la multiplicité d’une racine par
les polyndmes dérivés successifs.

CAPACITES & COMMENTAIRES

e) Arithmétique dans K[X]
PGCD de deux polynédmes dont I'un au moins est
non nul.

Algorithme d’Euclide.

Relation de Bézout.

PPCM.

Couple de polyndmes premiers entre eux. Théo-
reme de Bézout. Lemme de Gauss.

PGCD d’un nombre fini de polynédmes, relation de
Bézout. Polynbmes premiers entre eux dans leur en-
semble, premiers entre eux deux & deux.

Tout diviseur commun & A et B de degré maximall
est appelé un PGCD de A et B.

L'ensemble des diviseurs communs & A et B est égall
a lI'ensemble des diviseurs d'un de leurs PGCD. Tous
les PGCD de A et B sont associés; un seul est uni-
taire. On le note AAB.

L'algorithme d’Euclide fournit une relation de Bé-
zout,

S |1 algorithme d’Euclide étendu.

L'étude des idéaux de K[X] est hors programme.

Notation Av B.
Lien avec le PGCD.

f) Polynémes irréductibles de C[X] et R[X]

Théoréme de d’Alembert-Gauss.

Polynémes irréductibles de C[X]. Théoréme de dé-
composition en facteurs irréductibles dans C[X].

Polyndmes irréductibles de R[X]. Théoreme de dé-
composition en facteurs irréductibles dans R[X].

La démonstration est hors programme.

Caractérisation de la divisibilité dans C[X] & I'aide
des racines et des multiplicités.
Factorisation de X" -1 dans C[X].

0) Formule d’interpolation de Lagrange

Si xi1,...,x, sont des éléments distincts de K et
Y1,...,¥n des éléments de K, il existe un et un seul
PelK,_1[X] tel que pourtouti: P(x;)=y;.

Expression de P.
Description des polynédmes Q tels que pour tout i :

Q) =yi.
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K désigne R ou C (voire éventuellement Q. En fait tout corps convient, mais pour
certaines propriétés, on a besoin qu’il soit de caractéristique nulle, c’est-a-dire tel que
nk=n-lg=1g+---+ 1K #0k Si ne N* convient.)

| L’ ALGEBRE DES POLYNOMES

1 Polynémes formels & une indéterminée

Se donner un polyndme a ceefficents dans K, ¢’est se donner la suite (ag, a1, ..., a4,0,0,...)
de ses coefficients ayant un nombre fini de termes non nuls (nulle & partir d’'un certain
rang). On parle alors de suite presque nulle et on note

KN ={(a,),; 3deN, vn>d, a,=0}

I'ensemble des suites presque nulles.
On note alors, pour tout ke N, X* la suite presque nulle

(6n,kc) pery = (0,...,0&0,0,...)
ke

Cela permet de transformer la notation (ag, a1,...,a4,0,0,...) €n

+00 d
ap+ra X+ +agX ' +0+0+--= Y apXF =Y apx*.

k=0 k=0

—_——

somme finie

Définition : Polynome

Etant donné une suite presque nulle (a) e € KN d’éléments de K, on appelle po-
lynédme & une indéterminée associé a (ay) ke € KN

+00
P=ap+a X+ +aqp X+ = Y arx*.
k=0

—
somme finie

On note parfois P(X) pour P.
X est appelée indéterminée. L'ensemble des polyndmes & une indéterminée & coef-
ficients dans K est noté K[X].

Remarques

R1— Lindéterminée n’est pas un nombre! Elle n‘a pas de valeur. Elle représente la suite
presque nulle (0,1,0,0,...).

R2— Par définition, P =Y ar X* = Q=Y by X¥ = Vk, a; = b, (égalité de deux suites). Les coeffi-
cients d'un polynéme formel sont uniques.
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" Définition
(i) Le polynébme nul est le polyndme dont tous les coefficients sont nuls, noté 0k x; ou
plus simplement 0.
(i) On appelle mondme tout polynéme de la forme ax* avec ke N et a #0.
(i) On appelle polyndme constant fout polyndme P =a ou a€ K.

(iv) Si Pe K[X]\{0}, on appelle degré de P, noté degP, le plus grand k € N tel que ai # 0
(qui existe bien).
degP =max{k e IN | a; # 0}

agegp ©St appelé coefficient dominant de P, noté cd P.
SicdP =1, P est dit unitaire ou normalisé.
On pose deg0 = —oo.

(v) On note K,[X]={PeK[X] | degP < n} I'ensemble des polyndmes de degré au plus
KnX]1={ao+ a1 X +---+a, X", (ao,...,a,) € K"},

Remarque
On définit aussi la valuation de P comme étant le degré minimum dans P.

2 Lanneau des polynémes

-~ -

Définition : Lois +, x et -

Soient P= Y arx*, Q=Y bix*eK[X] et 1e K.
k=0 k=0
On définit les lois +, x et - par
e« P+Q=Y (ar+bpx*
k=0
e AP=)Y (Aap)x*
k=0
e PxQ=Y arXxY byxf= Y cpx™

k=0 /=0 m=0
(m=k+/¢)

en faisant une sommation par diagonales, c’est-a-dire avec

m m
cm= Y, akbe=)_ abm_ik=) am-rby.
m=k+¢ k=0 =0

Remarques
R1— Pour le produit, si p=degP et g=degQ,0<sm<p+q et axh,,_xr =08 k>p ou k<m-¢q, donc
p q min(p,m)
cm= Y, kbm_k= ). am-¢be. On a méme plus précisément c,, = > arbp—k.
k=m—-q l=m-p k=max(0,m—-q)

R2 — On reconnait I'addition u+ v de deux suites (terme & terme) et le produit externe A - u.
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Quid de la multiplication ? La formule repose sur la somnmation par diagonales et donc sur
le fait que XP x X9 = XP*4, Mais est-ce bien le cas?
Soient P = XP et Q= X4. Alors pour fout k, ay =0,k €t by =0, k.
Par définition, P x Q= Z cX™ ou Cm = Z apby = Z 6p,k6q,€-
m=0 k+l=m k+l=m
Oré,ib4¢=0sik#petl#qg.DonCcyp=0sim#p+qetc, g=1x1=1.Donc XP x X9 =XP*1,
Ouf.
En particulier, pour tout k, X* = (X)¥ = X x--- x X, OUf.
—_—
k fois
R3— On peut donc écrire des algorithmes de calculs de sommme, de produits de polynémes,
par exemple stockés sous forme de liste. Essayez!

Propriété : Opérations algébriques et degré

SiPQeK[X] et AeKK, P+Q, PxQ ef AP sont des polynébmes et

o deg(P + Q) < max(degPdegQ) avec éegalité si et seulement si degP # degQ ou
(degP =degQ efcdP+cdQ#0)

o deg(AP)=degP efcd(AP)=AcdP siA#0, sinon AP =0.
e deg(PQ) =degP +degQ efcd(PQ)=cdPcdQ.

Remarque
En général, on a deg(aP + Q) < max(deg P, degQ).

Démonstration

C’estimmédiat si P=0ou Q =0.
On suppose donc que P#0 et Q #0.
On peut donc écrire P=ay+---+a,XP €t Q=bo+---+ by X7 Qvec a, #0 et b, #0.
o Si k>degP =p et k>degQ = g, alors a;+ b, =0. Donc P+ Q est bien un polyndme et
deg(P + Q) < max(deg P degQ).
* SidegP =p #degQ = p, par exemple p > g, alors par définition

P+Q=(ag+bo)+-+(ag+b) X+ agn X" +---+a,X?

avec a, =cdP #0 donc deg(P+ Q) =degP et cd(P+ Q) =cdP.
* SidegP =degQ=p, P+Q=(ag+by)+---+(ap+by)XP donc
o soit a, +bp = cdP +cdQ # 0 ef alors deg(P + Q) = degP = degQ et
cd(P+Q)=cdP+cdQ,
o sOit a, +bp=cdP+cdQ =0 ef alors deg(P + Q) < degP = degQ.
e AP=MAag+---+(Aap)XP donC si A #0, Aa, = AcdP #0, doncC deg(AP) = degP et cd(AP) = AcdP.
o Sim>degP+degQ=p+q,cn= ). arbsAveC k+¢=m>p+qdonc onn’apas k<p et

k+l=m
¢<q,donc ar=00uU b, =0, doNncC ¢, =0.

Donc PQ est un polyndme de degré au plus p+qg =degP+degQ. Orsim=p+q,. k+l=p+q
avec ksp et /<qéquivaut d k=p et ¢ =q,donc cyq=ayby=cdPcdQ#0.
Donc deg(PQ) =degP +degQ et cd(PQ) =cdPcdQ. a
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Remarque
Pour le produit, on a envie d’écrire
PQ=(ao+---+apXP)(bo+--+bgX9) = agby + --- + apbgXP1
N——
pas de terme en xpr+4

Mais a-t-on le droit ? On sait déjd que X? x X9 = XP*4, il manque de |I'associativité, de la distribu-
fivité...

Propriété : Structure d’anneau commutatif intégre

(K[X],+, x) est un anneau commutatif integre d’élément unité le polynébme constant
1 et dont le groupe des inversible est IKy[X]\ {0} (polyndbmes constants non nuls.)

Démonstration

« Les associativités, les commutativités, la distributivité sont de simples vérifications en ufili-
sant la définition de somme et produit de polynédmes.
Par exemple, si P = Yair Xk, Q = b X* et R = Y Xk, alors P(Q+R) = Ydp,X™ ou

dm= ) arlbg+c))= ) arbo+ ) arce Qvec les propriétés habituelles de + et x sur
k+l=m k+l=m k+f=m

K, donc P(Q+R)=PQ+ PR.

o L'élément neutre pour + est le polyndme nul, celui pour x est le polyndme constant 1
(par distributivité,

(ag++apX")x1=apX"x X0+ +an(X"x X" =ap+-+a, X"
d’aprés la remarque faite précédemment.)

e Lopposé d'un polynbme P est le polynbme -P = -1-P (On vérifie que
P+(—P):—P+PZOIK[X].)

« Si P est inversible pour x, alors on a Q tel que PQ =1 et alors degP + degQ = 0 donc

degP = degQ = 0. La réciproque est bien sr vraie, avec, pour P=1#0, P71 = 17! = T

o Si PQ =0 alors deg(PQ) = degP +degQ = —co donc degP = —oo OU degQ = —oo, d’ou l'intégrite.
O

Remarques

R1— On peut donc manipuler les polyndmes « comme des sommes d’éléments de KK ».

R2 — Lisomorphismne d’anneau trivial K — Ky[X] permet de confondre K et Ky[X], c’est-a-dire
les constantes A et les polyndmes constants P = A.
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3 Composition

Définition : Composée

Soit P= Y apX*FeK[X] et Qe K[X].
k=0

On définit le polynéme composé PoQ=P(Q)= ) _ arQF e K[X].
k=0
On parle aussi de substitution.

Remarques

R1— Ne pas dire « On pose X =Q », cela n’a aucun sens!
R2 — Cela correspond d la notion de composée de fonction habituelle.
R3 — Le loi o sur IK[X] n"est pas commutative. Par exemple,

X?o(X+D=(X+1?#X?>+1=(X+1)o(X?.

R4 — Elle admet un élément neutre : P = X (qui correspond & I'identité).

R5 — Elle est distributive sur + & droite mais pas d gauche : (P+Q)oR = PoR+ Qo R mMais
X?0(1+1)=4#1=X?01+X?0l.

Propriété : Degré d’une composée

Soient BQ € K[X], avec Q non constant. Alors deg(P(Q)) = degPdegQ.

Remarque
Si Q est constant, P(Q) I'est aussi.

Démonstration

SiP=ag+---+apXP etQ=by+---+bsX7avec b, #0 et a, #0, alors P(Q) = by + b1Q +---+ a,Q”.

Donc deg(P(Q)) < max(degQ,...,degQP) = pdegQ = deg P x degQ.

Or le seul terme de degré degP x degQ dans P(Q) est dans ay, (by +---+ by X9)” (car degQ >0) et
vaut a, bl XP+1 avec a,bj #0.

Donc deg(P(Q)) = degPdegQ et cd(P(Q)) = cd P x (cd Q)9¢8?, O

Exemple

Les polyndmes P e K[X] tels que P (X?) = (X*+1)P sont les a(X*-1) avec ac K.
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4 Dérivation formelle

Définition : Polyndbme dérivé

SiP=ay+aX+-+a,X" € K[X], on appelle polyndme dérivé de P, noté P/, le poly-
ndme défini par

n n-1
P=) kap X! = Y (k+ Dag X*=a1+2a X+ +na, X" L.
k=1 k=0

et o' =o0.
Plus généralement, on note P©® = p, p) = p/, p@ = p" = (P')' et pour tout k € N*,
pk) — (P(k—l))’.

Remarque

Il n’est pas question ici de dérivabilité : la dérivation est une simple opération algébrique sur
les polyndmes.

Soient BQe K[X], a, fe K.
(i) degP’'=degP -1 si P non constant, —oo sinon.
Plus généralement, deg P"™ = degP — n si degP = n, —oo sinon.
En général, deg P < degP — n.
(i) Linéarité : (aP +BQ) = aP'+ Q'
(i) Formule de Leibniz

n
(PQ)'=P'Q+PQ' et plus généralement, (PQ)™ = " (Z)P(k)Q(”_k).
k=0

(iv) (PoQ)'=Q' xP'oQ.

Remarques

R1— P =0sin=>degP+1etsid=degP, P =d!cdP.
R2— degP=min{neN | P =0}-1si P#0

0 Sinzk+1
R3I- SinelN, (X-ak)" ={ & sin=k
k(k=1)-(k—n+ DX -a)k "= (k_'n)!(X—a)k‘” sinon.
0 sinzd+1
R4— SiP= i arX*, alors pour tout ne N, p{ dlaa sin=d
- i k(k—1)---(k—n+1Da X" sinon.
k=n

POLYNOMES - page 9



LyCEeE CARNOT - DIJON HTTP://SUP3CARNOT.FREE.FR

Démonstration

() Facile puis récurrence.
(i) Il suffit de I'écrire.
iii)
/ /
(PQ)’:(Z arX* Y ngf) :( Y akng’”’) = Y (k+Oagb X!
kelN ¢elN k,0eIN (k,0)#{(0,0)}

= Y kar XY bexf+ Y arx® Y e X1 =P'Q+PQ.
keIN* (elN kelN (eIN*

Pour la formule de Leibniz : comme pour les fonctions.

(V) (PoQ'=) ak(Qk)/. Il suffit de démontrer, par récurrence (facile), que (Q™)' = nQ'Q™ !,
kelN

“ DIVISIBILITE ET DIVISION EUCLIDIENNE

1 Division euclidienne

Théoréme : Division euclidienne polynomiale

Soient A,B € IK[X] avec B # 0. Alors il existe un unique couple (Q,R) € K[X] tel que
A=BQ+R etdegR < degB.

Remarque

deg joue dans K[X] le méme rdle que |-| dans Z.

Remarque : Algorithme

C’est celui que I'on utilise en posant la division. On s’intéresse au terme de plus haut degré
dans A que I'on compense en multipliant B par un mondme, et on recommence en sous-
frayant.

Exemple
X*+2X3-X+6=(X>-6X%+X+4)(X +8)+47X* - 13X —26, en posant la division.

Démonstration

« Existence : Soit d =degB, B=by+---+ by X? avec b; #0. Si d =0, le couple (A/by,0) convient.
Sinon, on raisonne par récurrence forte sur n=degA, A=ag+---+ a, X".
* Sin<d, (0,A) convient,
* Si le résultat est vrai pour tout polyndme de degré au plus n -1, alors on écrit

a
A= b—”X"‘dB+A1 avec degA; <n-1.
d
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Par hypothése de récurrence, on a (Qy, R) € K[X] tels que A= BQ; + R et degR < degB.
Alors [Q; + %X"‘d,R convient.
d

o Unicité : Si (Q1,R)) et (Q2,R,) conviennent, alors B(Q; — Q) = R, — R;. VU les degrés, on en
tire Q1 =0Q2, pUiS R1 =R». O

Remarque

On peut donc écrire un algorithme de division euclidienne de polynémes, stockés par
exemple sous forme de liste. C’est trés facile en récursif vu la récurrence constructive. Essayez!

2 Diviseurs, multiples

Définition : Diviseurs, multiples

Si A B € K[X], on dit que B divise A ou que A est un multiple de B, et on note B|A
lorsque I'on a Q e K[X] tel que A= BQ.

L'ensemble des multiples de B est noté BIK[X].

Si A|B et B|A, A et B sont dit associés.

Remarques

R1— Si B#0, B|Asi et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.
R2 — Tout B divise 0 et 0|A si et seulement si A=0.
R3— Si B|Aet A#0, alors degB < deg A.

Ra— Si BJAet A, u#0, alors AB|uA : on peut en particulier toujours se ramener a des polyndmes
o . p o .
unitaires. On notera, si P #0, A (P) = T le normalisé de P, si P =0, on peut poser A4 (P) = 0.
N (P) est I'analogue de |k| dans Z.

Soient A,B,C,D,P,Q € K[X].
() La relation | est transitive et réflexive sur K[ X].

(i) A et B sont associés si et seulement s’il existe A € K* tel que A= AB si et seulement si
N (A) =N (B).

(i) BIJA= B|AC

(iv) B|Aet B|C = B|(PA+QC)
(v) B|Aet D|C = BD|AC

(Vi) BA=VYneN, B"|A"
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Remarques

R1— | est une relation d’ordre partiel sur I’'ensemble des polyndmes unitaires.
R2 — Pour les polyndmes associés, le £1 de Z devient 1 € K* (inversibles).

Démonstration

(i) Le sens indirect est immédiat.
Si A et B sont associés, on a PQ € K[X] tels que A= BQ = APQ. Donc soit A=0, soit PQ =1 par
intégrité, donc soit A=0, soit P et Q sont des polyndbmes constants non nuls. O

“I FONCTIONS POLYNOMIALES, RACINES

1 Fonctions polynomiales

Définition : Fonction polyndbme associée

SiP=Y arX*eK[X], on note
k=0

K — K
P -
x — P)=Y apxF
k>0

appelée fonction polynomiale associée a P.

Remarques

R1- Mathématiguement, P et P sont des objets fondamentalement différents. Cependant,
sous certaines conditions, on peut les identifier (cf plus loin). Ainsi, on fait souvent |'abus
de notation P(x) pour P(x).

R2 — On peut en fait définir un polyndme pour autre chose qu’un élément de K : il suffit de
pouvoir élever & une puissance k et faire des combinaisons linéaires (matrices, fonctions,
polyndmes, etc.)

R3—- SiPQeK[X], PoQ=P(Q) (on applique la fonction polynomiale & un polyndme au lieu d’un
élément de K.)

Propriétés : Fonction polynéme et opérations

SiPQeK[X] et e K (i) AP = AP.
() P+Q=P+0Q. (iv) PoQ=PoQ.
(i) PxQ=Px0Q. (v) SurR, P est dérivable et ' = P'.
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Démonstration

Vérifications immédiates vu la définition des opérations sur K[ X]. O

Remarque

'application P— P est un morphisme d’anneau de K[X] vers I'anneau des fonctions de K
dans K (voir la propriété suivante, avec 1=1.

2 Formule de Taylor

Théoréme : Formule de Taylor

Soient PeK[X] et ac K. :
p(n)(a)

PX)=) X-a)"
n=0 n!
c’est-a-dire .
P (a
PX+a)=) @
n=0 n!

Corollaire : Formule de Mac Laurin

f)(n) 0
n=0 n!
p(n) (0)

c’est-a-dire les ceefficients de P sont les a,, = —
n.

Démonstration

On vérifie directement la formule de Mac Laurin (avec P™(0) = n'a,.)
Ensuite, on pose Q = P(X + a). Alors, en tant que polyndme composé, par récurrence, pour
tout n=0, Q" = P" (X + a), donc Q" (0) = P (a).

La formule de Mac Laurin donne alors le résultat. a
3 Racines
Q Définition

r -

Définition : Racine

a€ K est un zéro ou une racine de P € K[X] lorsque P(a) =0.
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Remarques
R1— Cela dépend du corps K.

Exemple
X?’-1let X?-2dans R et C.

R2 — Un polyndme réel de degré impair a toujours une racine réelle (conséquence du théo-
réme des valeurs intermédiaires.)

Q Propriétés

Propriétés : Racine et division

Soit P e K[X].
() a est racine de P si et seulement si (X — a)|P.

(i) x1,...,x, sont racines deux a deux distinctes de P si et seulement si
(X =x1)- (X =x)|P.

Démonstration
p(n)(a) i )
Formule de Taylor : PX) = ). = X-a)". Donc si a est racine de P,
n=0 .
P (q) " L , . ,
PX) =), - (X-a)" est divisible par (X -a) et si P est divisible par X —a, on a bien
n=1 .

P(a)=0.

Ou : division euclidienne de P par (X—a) : P=(X—-a)Q+ A. a est racine de P si et seulement si
A=0.

Puis récurrence, si c’est vrai pour n—1, alors P = (X — x1)--- (X — x,-1)Q dont I'évaluation en x,
est nulle donc Q(x,) =0 car ils sont deux a deux distincts, donc on peut factoriser Q par X - x,,
ce qui établit la récurrence. O

Remarque
Si P|Q, foute racine de P est racine de Q. La réciproque est fausse en général.

Corollaire : Nombre de racines

Soit P e K[X].
(D SiP#0, P admet au plus degP racines.
(i Si P admet strictement plus de deg P racines, P =0.
(i) Si P admet une infinité de racines, P = 0.
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Démonstration

Tout cela vient de la factorisation par (X —x;) -+ (X — x,,). d

Corollaire : Identification polynéme et fonction polynéme

SiK estinfini et P=Q, alors P = Q. On peut alors confondre P et P,

Démonstration

Si P =Q et K infini, alors P — Q a une infinité de racines, donc est nul. O

Remarques

R1— Si K = {xy,...,x,} fini (par exemple Z/pz avec p premier), P = [ ] (X - xi) # 0 (il est unitaire) et
k=1
pourtant P =0 (pas plus de racines que le degré!).

R2 - L'application P — P est un isomorphisme d’anneau de K[X] vers I'anneau des fonctions
polynomiales de K dans K.

Exercice

n
SSK=RouC,P(X+a)=Y %P(")(X).

n=0

o N
En effet, il suffit d’écrire P(x+a)=Pla+x) = ) P n‘(x) a = (Z o P("))(x) (on applique Taylor au
n=0 : n=0
point x, évalué en a...) d’ou I'égalité des polyndmes sur le corps infini.

G Multiplicité

Définition : Multiplicité

Soient Pe K[X] telque P #0, ae K.
On appelle ordre de multiplicité de a en tant que racine de P I'entier

m:max{kE]N s (X—a)k‘P}

Ainsi, a est racine d’ordre m si et seulement si (X — a)’”‘P et (X — g)™+1 )(P si et seulement
sionaQeK[X]telque P=(X-a)"Q et Q(a) #0.

e« Sim=0, an’est pas racine de P.

e Sim=1, aestracine de P.

e Sim=1, a est racine simple de P.

e Sim=2, a est racine double de P.
e Sim=3, a estracine triple de P.

e Sim=2, a est racine multiple de P.
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Remarques

R1- Si (X—a)"*|P alors a est racine de P d’ordre au moins 7.

R2 — L'ordre est toujours au plus égal au degré du polyndme.

Exemple

P=(X-13(X*+1)(Xx-v2).

x1,..., X, deux a deux distincts sont racines d’ordre au moins m,..., m, respective-
ment si et seulement si (X —x;)™ --- (X — x,,)"™|P.

Démonstration

Un sens est évident. L'autre peut se faire laborieusement par récurrence mais ce sera immeé-
diat avec I'arithmétique des polynémes. O

Propriété : Caractérisation de I'ordre

Soient PeK[X], ac K, meN.
a est racine d’ordre m de P si et seulement siv ke [0,m—1], P® (a)=0 et P (a) #0.

Démonstration

P'(n) (a)
n!

+ (<) : La formule de Taylor donne directement P = ) (X-a)"=X-a)"Q avec

nzm

P (a) #0 donc Q(a) #0.
o (=)

* Premiére méthode : Si P = (X - a)Q avec Q(a) # 0, pour tout n < m, par la formule de

i i n) _ = m! m—k ~(n—k)

Leibniz, P! )_I;)(k)m(X—a) Q.

o Si n< m, on obtient P (g) =0.
o Si n=m, on obtient P (a) = m! Q(a) # 0.
* Seconde méthode : Avec la formule de Taylor,

p(n) m=1 p(n)
P:(ZP @ x_arm|x—ams ¥ @

nsm N = N

X-a)"

v

v~

=R

avec degR < m. D’aufre part, P = (X -a)™Q+0 avec Q(a) # 0. Par unicité du
reste et du quotient de la division euclidienne, R = 0 donc R(X +a) = 0 donne
Vke[0o,m—-1], P®(a)=0, et Q(a) #0 donne P (a) #0. O

Corollaire

Si a est racine d’ordre m =2 de P, a racine d’ordre m -1 de P'. La réciproque est
fausse si on ne suppose pas a racine de P.

POLYNOMES - page 16


http://sup3carnot.free.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 25 NOVEMBRE 2020 MPSI

Démonstration

P=X(X-2)etP =2Xx-2. a

Exercice
Montrer que (X — 1)3’nX"+2 —(n+2) X"+ (n+2)X -n.

4 Polynémes scindés

Définition : Polynébme scindé

P e K[X] est dit scindé sur K s'il peut s’écrire comme produit de polyndbmes de degré
1 de K[X], c'est-O-dire sion a A e K*, ne N* et y,...,y, € K tels que

P=AX-y1)- (X=yn),

c’est-O-dire sion a A e K*, pe N* et xy,...,x, € K deux a deux distincts et my,...,m, € N*
tels que

P=AX—x)™ - (X=xp)".
Alors degP =1, A =cdP, x1,...,x, sont les racines de P deux a deux distinctes de multipli-
cités respectives my,...,mp.

Remarque

Scindé sur C «<x scindé sur RR.
P = X?-1 est scindé sur C mais pas sur R.
P = X? -2 est scindé sur R, C mais pas sur Q.

Propriété : Caractérisation avec les racines

Soit P un polynébme non constant admettant exactement p racines d’ordres respec-

fifs my,...,m, dans K.
P est scindé si et seulement si my +---+ m, = degP.

Démonstration

OnaQtelque P=(X-x)™--- (X -xp,)"™Q. Alors P est scindé si et seulement si degQ =0 (sinon
Q aurait au moins une racine). O
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Théoréme : Théoréme de d’Alembert-GauB (Thm. fondam. de I'alg.)

Tout polynébme non constant de C[X] admet une racine.
On dit que le corps C est algébriquement clos.

Démonstration : (Hors programme)

Soit P=a, X"+ a, 1 X" ' +---+aye C[X] tel que degP =1, avec a, #0.
— R+

Soit f=|P| : :

z — |anz"+an12"1+ + ag|

Idée : Montrer que f atteint un minimum sur C et qu’il est nul.

Premiére étape : f minoré par f(0) pour z grand.

ona | | laol
ayn— a ay— a
F@=lanllz™ |1+ ==+ -+ —=| > |apll2l" 1= = b —
anz anz lan||zl lan||zl|
donc f(z) +oo etonar>0telque |zl >r= f(z) = f(0).

|z]—=+00
Deuxiéme étape : f atteint sa borne inférieure sur D, = {z€ C,|z| < r}.
f est minorée (par 0) donc admet une borne inférieure m sur D,
Par caractérisation séquentielle, on a une suite (z,,), € DN telle que f(z,) — m.
La suite (z,), étant bornée, par théoréme de Bolzano-WeierstraB, on a une extractrice ¢
telle que zym — 200 € C (en fait, on a méme z,, € D,).
Alors f(zpm) = anzz(n) + an_lzg(_nl) 4ot ag' — |anzll + an-12551 + -+ ag| = f (2o00).
Or, par extraction, f (zym) — m, donc, par unicité de la limite, m = f (zs).

Troisiéme étape : f admet un minimum sur C
OnaalorsVzeD,, f(zy=metVzeD,, f(z)=f(0)=m.
Donc m = f (z) €st le minimum de f sur C.

Quatrieme étape : m =0 par 'absurde
Sim#0,0NPOS€ Q=P(zoo+ X) =by X"+ -+ B1 X + by, QVEC by = P(z5,) £0 €t b, #0.
bo

Soit k le plus petit indice strictement positif tel que by # 0 et w une racine k-éme de 3
k

Si te R, on calcule

bnw”t”+---+bkwktk+b0| =

[z +0t) = |Qw1)| = bnw”t”+---—b0tk+b0’ = |bol )rks(t)— ]

avec g(tf) — 0.
t—0

On peut donc choisir r assez petit pour que 0 < <1 et |e(1)| <1 et on obtient
F(zoo + @) < || ('1— tk‘ + tF1e()l) <1bol (1- %+ 5] = 1ol = m

ce qui est contradictoire.
C’est donc que m = |P(z«)|=0 et donc z, est racine de P.

Corollaire

Tout polynbme a ccefficients complexes non constant est scindeé.
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Démonstration

Soient xi,...,x, les racines complexes de P (il y en al) de multiplicités my, ..., my,.

p

Alors P = [] (X - xx)™Q ou Q n'a pas de racine. Donc, d’'aprés le théoréme de d’'Alembert-
k=1

GauB, Q est constant et P est scindé. O

Corollaire

Si P est scindé, alors P|Q si et seulement si toutes les racines de P sont racines de Q
avec des multiplicités au moins égales a celles pour P.

Remarque
C’est donc toujours vrai dans C.

5 Relations coefficients-racines

Définition : Fonctions symétriques élémentaires

Soient ne IN*, x,...,x, € K.
On appelle fonctions symétriques élémentaires de x;,..., x, les nombres
n

e 01=) Xi=x1+X2+ -+ X, (ntermes)
i=1
c 2= ) XjXj= (221 tormes)
9 = XipXip = X1 X2+ X1 X3+ -+ X1Xp+ -+ Xp—1Xp. > ermes
1<ii<iz<n

. 0= Y Xi, X, - Xi,.. () Termes)

1<i)<ip<--<ip<n

e 0,=X1X2--Xx. (1 terme)

Exemple

Si n = 3, les fonctions symétriques é&lémentaires en x,y,z sont o; = x+ y+ z,
o2=xy+yz+xzetos=xyz.

Remarque

On peut montrer que toute fonction polynomiale en x,...,x, symétrique en x,...,x, s'ex-
prime comme un polynédme en oy, ...,0,.

Exemple
S1=x1+:-+x,=071.
Sg=xf+--~+x%=af—202.

S3=x} +---+x3 =7 C'est plus compliqué.
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Par exemple, si n=3,
(x+y+z)3: (x+y+z)(x+y+z)(x+y+z):x3+y3+z3+3(x2y+x2z+y2z+xy2+xz2+yz2)+6xyz

Ce qui permet alors d’écrire S3 = 03 — 6035 —3(0102 —303) = 05 —30102 + 303.
Plussimple? $1S, = S3+ ) x,-lez = S3+0102—303 donc 83 = 01(0]-202)—0102+303 Ce quiredonne
i17£102

le résultat dans le cas général.

Propriété : Relations ccefficients-racines

Soient ne N*, agy,---,a, € K tel que a, #0, P = ay+---+ a, X", scindé sur K, x,...,x, S€s
racines comptées avec leur multiplicité, donc P = a,,(X — x;)--- (X — x,,). En notant o} les
fonctions symétriques élémentaires en xi, ..., xy,

(757
n-1 (somme)

’ a,_
Ok = (_1)/6”_7“,
an

Op= (—1)"%. (produit)

n

Ainsi, P=an(X"- o1 X" '+0 X" 4+ (-D" 0, ).
~—~ ~——
somme produit

Démonstration

P=ay+-+apX"=a,(X—x1)-- (X —xp).
Le coeffcient en X"~k : k termes ol on prend —x; et n— k termes ol on prend X.
Onobtient ap_r=an, Y (-x;) - (-x3) = (-DFa,o. O

1) <-<ip

Remarques

R1— En particulier, si P est unitaire, P= X" -0, X" 1+ 0, X" 2 +---+ (=1)"0 .

R2 - Si n =2, on refrouve que les racines complexes de aX?+ bX + ¢ ont une somme égale a
—b/a et un produit égal a c/a.

Exemple

Si xi,...,xs sont les racines complexes de P = 1+ X? + X3 + X%,  dlors
S=x%+x5+x5+x; =-1(donc il y a des racines non réelles!)
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|V ARITHMETIQUE

1 Polynémes irréductibles

Q Généralités

Définition : Polyndme irréductible

On appelle polynéme irréductible tout polyndme P € K[X] non constant dont les seuls
diviseurs sont les 1 et AP pour 1 € K*, c’est-O-dire tels que P=UV = U ou V inversible.

Les autres polyndmes sont dits réductibles.

Remarque

C’est I’'équivalent des nombres premiers et de leur opposeé.

Exemples

E1— Un polyndme de degré 1 est toujours irréductible.
E2 - X?+1 estirréductible dans R[X] mais pas dans C[X].

E3— X2 -2 estirréductible dans Q[X] mais pas dans R[X] et C[X].

Théoréme : Décomposition en produit d’irréductibles

Tout Ae K[X]\ {0} s’écrit de maniére unique & I’ordre des facteurs prés sous la forme

a a
A= APt .. Pk

oukelN, A e K*, Py,..., Py iréductibles deux a deux distincts unitaires, a,...,a € IN*,
Alors A=cd A, P,..., P sont les diviseurs irréductibles unitaires de A.

Démonstration

Comme dans Z pour |"unicité.

L'existence se démontre par récurrence sur n = deg A.
Sin=0o0un=1, c'estimmeédiat.

Si c’est vrai jusqu’au degré n -1, soit A est irréductible et il n'y a rien & faire d’aufre que de
factoriser le coefficient dominant, soit ce n’est pas le cas, et on écrit A=UV avec degU < n et
degV < n, on applique deux fois I'hypothése de récurrence et celle-ci s’ établit.

Corollaire

Tout polynbme non constant admet un diviseur irréductible.

a
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Remarques

R1— Peut aussi se démontrer comme dans Z en considérant un diviseur de degré minimal.

R2 — On peut de nouveau parler de valuation P-adique : vp(A) = max{k ; PF|A}.
SiP=X-a, vy_4(A) estl’ordre de a en tant que racine de A.

Q Irréductibles de C[X]

Propriété : Irréductibles de C[X]
Les irréductibles de C[X] sont les polyndbmes de degré 1.

Démonstration

Si P est irréductible et degP =2, il est non constant et ne peut pas avoir de racine car C est
algébriquement clos.
Réciproguement les polyndmes de degré 1 sont bien irréductibles. O

Remarque

Ainsi, la décomposition en irréductibles dans C redonne le fait que tout polyndme & coeffi-
cient complexe est constant ou scindé. Elle est de la forme

P=AX—x1)"™ (X = x,) ™.

Exemple
Décomposition en irréductible de X" —1.

G Irréductibles de R[X]

Soit Pe R[X]. alors si a € C est racine de P, a I'est aussi, de méme ordre.

Démonstration

Pour tout ke IN, PV (@) = P®) (@) car les coefficients sont réels. O

Propriété : Irréductibles de R[X]

Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polyndbmes de degré 1 et les polynémes
de degré 2 sans racine réelle (a discriminant strictement negatir).
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Démonstration

Si P est de degré 1, il est irréductible.

Si P est de degré 2 sansracine réelle et si P= UV, alors ni U ni V ne peut étre de degré 1 sinon
P aurait une racine réelle. Donc P est irréductible.

Réciproguement, si P est irréductible et degP =2, P a une racine complexe par théoréme de
d’Alembert-GauB, qui ne peut étre réelle sinon P sera réductible. Mais alors @ est également
racine, distincte de a, donc (X - &) (X —a) = X*-2(QRea) X +|al? divise P dans R[X] et comme P est
iréductible dans R[X] , P=A(X?-2(Rea) X +|al?) e R[X]. O

Remarques

R1 - Les décompositions en irréductibles dans R[X] sont donc de la forme
P=AX=x))™ (X = x)™ (X2 + ay X + b)) -+ (X2 + @ X + b))

avec pour tout i, Ag = ai —4by <0.

R2 — Pour décomposer en irréductibles dans R[X], on peut décomposer dans C[X] puis rassem-
blerles X—-aet X-asiaeC\R.

Exemples

El- X' -1=(X?-1)(X?+1)=(X-DX+1)(X?+1).
En passant par C : U, = {+1,+i} donc X*-1= (X -1)(X + 1)(X —i)(X +1) redonne le résultat.

E2— Pour X*+17?
+1+i

v
Soit on cherche a, b, c,d réels tels que X* +1=(X?>+aX +b) (X*>+cX +d).
Soit on écrit X* +1=Xx*-i2.

Soit on met sous forme canonique X*+1= (X2 +1)* -2X2,

Soit on reconnait un polynéme réciproque (palindrome : les coefficients sont symétriques),
on«pose» Y =X+ :

Soit on cherche les quatre racines complexes :

Xt +1=X2(Y2-2) = XA(Y - V2)(Y +V2) = (X? - V2X +1) (x2+ V2X +1).

(Aura vraiment du sens avec la théorie sur les fractions rationnelles, sinon, on peut passer
par les fonctions polynomiales.)

2 pgcd

-~ -

Définition : pgcd

Soient (A, B) € K[X]?\ {(0,0)}. On appelle plus grand diviseur commun & A et & B tout
polyndme divisant A et B de degré maximal.
On note A A B le seul qui soit unitaire.
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Remarques

R1— Si A#0 par exemple, {degP ; P|Aet P|B} =« N, non vide (contient 0 = degl) et majoré par
deg A, donc contient un plus grand élément.

Si P convient, on a facilement que pour tout A € K*, AP convient aussi. On peut donc
supposer P unitaire. Mais quid de |'unicité ? Elle sera justifiee ci-apres.

. A
R2— SiB=0,lespgcdde Aetosontles 1A avec 1eK* eTAAOZJV(A)Zﬂ.
C

R3— On peut poser 0A0=0.

Si A, B,Q e K[X], les diviseurs communs & A et B sont les diviseurs communs a A—BQ et
B, et en particulier, ils ont les mémes pgca.

Propriété : Caractérisation des pgcd

Soient A,B,D € K[X] avec (A, B) # (0,0).

D|A et D|B
D estun pgcd de A etB <

v PeK[X], (P|A et P|B=>P|D)

Les pgcd sont donc des plus grand élements pour | (qui n’est pas un ordre sur K[X]).

Remarque

Avec la convention, 0 A0 =0, cela fonctionne encore.

Démonstration

e (=) :SiDestunpgcd, on adéja D|A et D|B. On montre |I’autfre propriété par récurrence
sur deg B.
* C’est vraisi B=0 ou si degB = 0.
* Sic’est vrai jusqu’d degB -1, alors A= BQ+ R avec degR < degB. Si P|A et P|B, alors P|B
et P|R, donc par hypothése de récurrence, P divise tout pgcd de B et R, donc en
parficulier D.

e« (e):SiD|A, D|IBetVPeK[X], (PlA et P|B— PlD), tout pgcd de A et de B divise D, donc

a un degré inférieur a deg D. Par maximalité, les degrés sont égaux et D est lui-méme un
pgcd. O

Corollaire

() Les diviseurs communs a A et a B sont exactement les diviseurs de n’importe lequel
de leurs pgcd.

(i) Tous les pgcd de A et B sont associés.
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(i) Il existe un unique pgcd unitaire, caractérisé par

D est unitaire
D=AANB<= 4 D|A et DB
VPeK[X], (PIA et P|B:>P|D)

AN B est donc le plus grand divisesur commun unitaire pour | (qui est un ordre sur I'en-
semble des polyndmes unitaires.)

Démonstration

Conséguence immédiate.

Remarque
Les racines des pgcd sont exactement les racines communes de A et B, de multiplicité le

minimum des multiplicités.

Exemple
SiA=X*+X3etB=X%2+X+1,alors AAB=1.

Si A= AP®...p% et B=pupPl" ... PP décompositions en iréductibles, alors

min(ag,Bx)

AAB=pavhy. . pn

Démonstration

Comme dans Z.

Exemple
A=X*+X3etB=X3+X%2+X.
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3 Algorithme d’Euclide, relation de Bézout

Propriété : Algorithme d’Euclide

Soient (A, B) € IK[X]%\ {(0,0)}.
On effectue les divisions euclidiennes successives

A=BQ+ R,
B:Rle-l-Rg
Ry =RQ3+Rs3

Vk, Ri-1=RrQgs1+ Riy1et degRyy <degRy

(en notant A=R_; et B=Ry.)
Le procédeé s’arréte et le dernier reste non nul est un pgcd de A et B.

Démonstration

La suite (degRy), est une suite d’entiers naturels strictement décroissante donc elle est finie
et finit par atteindre 0.
De plus,onad AAB=BAR=...=R, A0O=N(Ry). O

Remarque

Si A,B e R[X], la division euclidienne de A par B sur R ou sur C s’écrit de la méme maniére
par unicité (les réels sont des complexes!). Donc les pgcd dans R ou dans C sont les mémes.
Contrairement & celles de racines, les notions de pgcd ne dépendent pas du corps de base.

Propriété : Relation de Bézout

Si (A,B) #(0,0), on a U,V € K[X] tel que AU + BV = AAB.

Démonstration

Par récurrence sur degB.
Si B=0 ou B constant, c’est facile. Pour I'hérédité, c’est comme dans Z. O

Exemple
A=X*+X3etB=X%2+X+1.

Propriété : Factorisation dans un pgcd

SiC#0,(CAA(CB)=AN&(C)(AAB) = &(A/\B).
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Démonstration

On peut supposer C unitaire sans perte de généralité. Alors C(AAB) divise CA et CB donc leur
pgcd, et est unitaire.

Et on a U et V tels que AU+ BV = An B, donc CAU + CBV = C(AA B), donc (CA) A (CB) divise
C(A A B) et est unitaire également. O

4 Extension & plus de deux polynémes

Exactement comme pour les entiers.

Définition : pgcd de n polynémes

n
Soient (4;,..., An) € KIXD™\{(0,...,00}. Onnote AjAAsA---AA, = \ Ak I'unique polyndme
k=1
unitaire de degré maximal divisant A;, A,,..., A,.

() Associativité : ANBAC=(AANB)AC=AA(BACQ).

n
(i) Les diviseurs communs 4 A, ..., A, sont exactement les diviseurs de ) Ag.
k=1

(i) Relation de Bézout : On a Uy, ..., U, e K[X] tels que AU, +--- AU, = N\ Ak
k=1

5 Polynomes premiers entre eux

Définition : Polynbmes premiers entre eux

A, B € K[X] sont dits premiers entre eux lorsque AAB =1, c’est-a-dire lorsque le diviseur
unitaire commun & A et B est 1.

Théoreme : de Bézout

ANB=1<=3U,VeK[X], AU+BV =1.

Démonstration

Comme dans Z. O

Théoréme : Lemme de GauB

Si AIBC et ANB=1, alors A|C.
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Démonstration

Comme dans Z. |

Si (A, B) e K[X]?\{(0,0)}, D= AA B, alors on peut écrire

A=DA;
B=DB;
AiANB; =1
Démonstration
Comme dans Z. O

Propriété : Cas des polyndmes scindés

Si A ou B est scindé,
AANB=1<= A ef Bn’ont pas de racine commune.

Remarque
C’est toujours vrai si K = C.

Démonstration

e (=) : Pas de facteur (X —a) commun.
e (<) :Si Aet Bn’ont pas de racine commune, un diviseur de A et de B, nécessairement
constant ou scindé n’a pas de racine, donc est constant. a

Exemple

SiA=X?+1et B=X3+X, Aet Bn'ont pas de racine commune dans R et pourtant AAB = X?+1.

A est premier avec By, ..., B, si et seulement si A est premier avec By --- By,.

Démonstration

Comme dans Z. 0

() Si P estirreductible et Ae K[X], soit P|A, sOit PA A=1.
(i) Si P estirréductible et A, ..., A, € K[X], P|A;---A, = 3i tel que P|A;.
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Démonstration

Comme dans Z. |

Définition : Polyndmes premiers entre eux dans leur ensemble

n
Aj,..., A, sont dits premiers entre eux dans leur ensemble lorsque A Ax =1, c’est-a-
k=1
dire que le seul diviseur unitaire commun & tous les A est 1.

Ay,..., A, sont dits premiers entre eux deux a deux lorsque Vi #j, A;A Aj=1.

Premiers entre eux deux a deux = premiers entre eux dans leur ensemble, mais la
réciproque est fausse pour plus de deux polynémes.

Théoréme : Théoréme de Bézout

Ai,..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement sion a Uy, ..., U,
tels que AU +---+ AU, =1,

Si A,,..., A, sont premiers entre eux deux a deux et divisent B, alors A, --- A,|B.

Démonstration

Comme dans Z. O

Remarque : Application

Si X1, 0 Xp sont racines de p d’ordre au moins mi,..., My alors
(X —x)™ (X —x,)™|P car les (X - x;)™ sont premiers entre eux deux & deux (scindés
saNns racine commune).

6 Multiples communs

Définition - Propriété : ppcm

Soient A, B e K[X]\ {0}. On appelle plus petit commun multiple de A et B fout multiple
commun & A et & B non nul de degré minimal.

Démonstration

E = {degrés des multiples communs a A et & B non nuls} ¢ IN, non vide car dega +degB € E,
donc admet un minimum. O
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Propriété : Caractérisation

M#0

M estunppcm de AetB << AM et BIM
VPeK[X], (AP et B|[P = M|P)

Démonstration

Comme dans Z.

Si M est un ppcm, alors M # 0 et A|M et BIM par définition. Si de plus, A|P et B|P, alors par
division euclidienne, P = MQ+ R avec degR <degM et R multiple commun & A et B, donc R=0 et
M|P.

Réciproguement, si les trois propriétés sont vérifiees, M est un multiple non nul commun & A
et B tel que les autres multiples communs non nuls sont divisibles par, donc de degreé plus grand
que celuide M. M a donc bien un degré minimal.

Ou alors : A|M et B|M donc un ppcm de A et B divise M, et comme A et B divisent ce ppcm,
M le divise aussi, donc ils sont associés et M est aussi un ppcm. O

Corollaire

() Les multiples communs & A et a B sont exactement les multiples de tout ppcm de
A et B AK[X]nBK[X] = MEK[X].

(i) Il existe un unique ppcm unitaire, noté Av B.
M est unitaire
M=AvB<=<{ AM et B|M
VPeK[X], (AP et B[P = M|P)

Remarque

Il est alors cohérent de poser Av0=0.

Propriété : Factorisation de ppcm

Si A, B,C e K[X]\{0},

(CAV(ICB)=AXN&(C)(AVB) = L(AVB).
cdC

Démonstration

Comme dans Z. O
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Si A,Be K[X]\{0},
e SSANB=1, AVB=/(AB) =

cd(AB)
« En général, (ANB)(AV B) = ¥ (AB) =

cd(AB)’

Démonstration

Comme dans Z : si ANB =1, A et B divisent AAB donc AB le divise. Et AB est un multiple
commun, donc est divisible par AA B

Sinon, on écrit A=DA; et B=DB; avec D= AAB.

Alors (AA B)(Av B) = D?>. /(A1 By) = ./ (AB) car D est unitaire. O

Si A=APM ... P% et B=ppPl ... PPk décompositions en iréductibles, alors

max(ag, B)

AvB =Py py

Démonstration

Comme dans Z. 0

Exemple
A=X*+X3etB=X3+X%2+X.

V INTERPOLATION DE LAGRANGE

« Problématique : Etant donné n e IN, n+1 scalaires xo,...,x, € K deux & deux dis-
fincts, et yo, ..., yn € K fixés (par exemple pour tout k, yr = f(xx) ou f est une fonction
connue ou Non).

On cherche des polyndmes P e K[X] tels que YV k€ [0,n], P(xi) = y.
C’est un probléeme d’interpolation.

 Principe : L'idée est de découper le probleme . On commence par chercher un
polyndme L tel que L(xp) =1 ef L(x;) =0si j #0, C’est-O-dire L(x;) = .
Alors xi,...,x, sontracines de L. Donc L= (X —x;1)--- (X — x,)Q.
Si on suppose de plus que degL = n, alors Q est constant : Q = A et
L(xp) =1 = Axo— x1) - (X0 — Xp).

(X —x1) - (X —xp)

(X — X1) -+ (X0 — Xp)

On peut procéder de la méme maniére pour xi,..., X,.

Donc L=
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Définition : Polynémes de Lagrange

Si neIN* et x,...,x, deux & deux distincts, on appelle i¢ polyndme de Lagrange
associé d (xy,...,x,) le polyndbme

H(X—xj)

Li:”"—,
[Ti—x))
j#i

Avec ces polynémes, il suffit, pour avoir des valeurs yy, ..., y, €n xo,..., x,, de considérer
yOLO +---+ ynLn

Propriété : Polynome d’interpolation de Lagrange

Etant donné x,,...,x, € K deux & deux distincts et Yo,---» ¥Yn € K, il existe un unique
polynébme P de degré au plus n tel que Vi, P(x;)=y;.
n

Ils‘agitde P="_ y;Li.

i=0

Démonstration

L'existence provient de ce qui précede.
Si P et Q conviennent, alors P et Q sont de degré au plus n et coincident en n+1 valeurs deux
& deux distinctes, donc P =Q. O

Les polynémes d’interpolation associés aux points ((xg, o), ..., (Xn, yn)) Sont les poly-

n n
noémes P + H (X—xi)) QouQeK[x] etP= Z yiL;.
i=0 i=0

Démonstration

n

lls conviennent et si A convient, xy,...,x, sont racine de A- P qui s’écrit donc (H (X—x,-)) Q.
i=0

O

Exemple
SOt B=X3+X2-2X=XX-1D)(X+2).

I (X-1(X-2)

X(X+2
; | _XX+2)

CX(X-1)
D ! 3 2T 6

Reste de la division euclidienne de P par B?

P = BQ+ R avec degR < degB = 3 et R(0) = P(0), RQ1) = P(1) et R(-2) = P(-2), donc
R est le polynbme d’interpolation de Lagrange associé A (0,P(0), (1,P(1), (2,P(2)
R=DP(0)Ly+PQ)L; +P(-2)L_,.

Par exemple, le reste de la division euclidienne de X" par B est Ly + (-2)"L_».
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Remarque : Phénoméne de Runge

C’est séduisant pour approcher une fonction, mais peu utilisable en pratique si n devient tfrop
grand. Les termes en X" induisent de grandes variations qui vont perturber le comportement
entre deux points d’interpolation (ophénomeéne de Runge).

On peut

montrer que pour atténuer ce phénomene, un moyen est choisir convenablement

les points d’inferpolation, le choix optimal étant les racines des polyndmes de Tchebychev @
QRk+ 1D
COS ——

2n

sur [-1,1], fransposable & tout [a, b] par transformation affine.

Pafnouti Lvovitch Tchebychev (Russie, 1821 - 1894) est un mathématicien russe. |l
est connu pour ses fravaux dans le domaine des probabilités et des statistiques.
En théorie des nombres, Tchebychev découvre des résultats sur la répartition des
nombres premiers. Les polyndmes de Tchebychev sont trés classiques en classe

prépa.

12 n=3 12 n=7
1.0} 1.0}
0.8+ 0.8
0.6+ 0.6
0.4+ 0.4+
0.2} .. 0.2 R R
mwmmmm===" = x> Uz R TN N AN " FREF e VR Tl
0.0F "~ —  subd. réguliere “ 0.0~ T N : —  subd. réguliere AR
"1 subd. Tchebbychev '+ subd. Tehebbychey
70_2 Rl L L e 702 1 L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5
12 n=11 12 n=15
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0 - fox |-> 1/(1+25*x**2) fox [-> L14+25%02)
. subd. réguliére subd. réguliére
'/ subd. Tchebbychev ©+' subd. Tehebbychey
_0_2 L . i L
-1 0.0 . . -1.0 -0.5 0.0 0.5
12 n=19 12 n=23

fox]-> 1/(1+25%x+*2) ! ) . -y R B e ) frx]-> L(1+25%x**2)
subd. réguliere 1 OF subd. réguliere
*+ subd. Tchebbychey wn subd. Tchebbychey

1.0

-0.5

0.0 0.5 10 ~1.0 -0.5 0.0 0.5

FIGURE T - Phénomeéne de Runge
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