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Analyse asymptotique

Extrait du programme officiel :

L’'objectif de ce chapitre est de familiariser les étudiants avec les fechniques asymptotiques de base,
dans les cadres discret et confinu. Les suites et les fonctions y sont & valeurs réelles ou complexes, le cas

réel jouant un réle prépondérant.

On donne la priorité a la pratique d’exercices plutdét qu’a la vérification de propriétés élémentaires

relatives aux relations de comparaison.

Les étudiants doivent connditre les développements limités usuels et savoir rapidement mener & bien
des calculs asymptotiques simples. En revanche, les situations dont la gestion manuelle ne reléverait que
de la technicité seront traitées a I’aide d’outils logiciels.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Relations de comparaison : cas des suites

Relations de domination, de négligeabilité, d’équi-
valence.

Liens entre les relations de comparaison.

Opérations sur les équivalents : produit, quotient,

puissances.

Propriétés conservées par équivalence : signe, li-
mite.

Notations u, = O(v,), u, = o(vy), uy ~ vy,
On définit ces relations & partir du quotient ? SOus

I’hypothése que la suite (v,),.ew Ne s’annule ’Faos a
partir d’un certain rang.

Traduction & l'aide du symbole o des crois-
sances comparées des suites de termes généraux
Inf(n), n%,ern,

Equivolence des relations u,, ~ v, €t u, — v, = o(v,).

b) Relations de comparaison : cas des fonctions

Adaptation aux fonctions des définitions et résultats
précédents,

c) Développements limités

Développement limité, unicité des coefficients,
froncature.

Forme normalisée d’'un développement limité :

fla+h) o h?(ag+arh+...+a,h" +0(h™) avec ag #0.

—

Développement limité en 0 d’une fonction paire,
impaire.

Equivalence f(a+ h) =, @h?; signe de f au voisi-
nage de a.
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CONTENUS

Opérations sur les développements limités : combi-
naison linéaire, produit, quotient.

Primitivation d’un développement limité.

Formule de Taylor-Young : développement limité &
I’ordre n en un point d’une fonction de classe €.

Développement limité & tout ordre en 0 de exp, sin,
cos, sh, ch, x—In(1+x), x— (1+x)%, Arctan, et de tan
& l'ordre 3.

Utilisation des développements limités pour préciser
I"allure d’une courbe au voisinage d’un point.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Utilisation de la forme normalisée pour prévoir
I’ordre d'un développement.

Les étudiants doivent savoir déterminer sur des
exemples simples le développement limité d’une
composée, mais aucun résultat général n’est exi-
gible.

La division selon les puissances croissantes est hors
programme.

La formule de Taylor-Young peut étre admise & ce

stade et justifiée dans le chapitre « Intégration ».

Condition nécessaire, condition suffisante & I'ordre
2 pour un extremum local.

d) Exemples de développements asymptotiques

Formule de Stirling.

La notion de développement asymptotique est
présentée sur des exemples simples.

La notion d’échelle de comparaison est hors pro-
gramme.

La démonstration n“est pas exigible.
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Dans tout le chapitre, K désigne indifféremment R ou C.

I RELATIONS DE COMPARAISON

1 Cas des suites

@ Définition
" Définition
Si u,ve KN et si v, n’est jamais nul & partir d’un certain rang, on dit que

Un

« u est dominée par v et on note u =0 (v) lorsque ( ) est bornée.

n

”» - u
 u est négligeable devant v et on note u=o0(v) ou u, < v, lorsque —= — 0.

Un

PO . U
« u est équivalente d v et on note u ~ v lorsque — — 1.
Un

Remarques

R1— La définition se généralise au cas ou (v,), est quelconque en écrivant u, = v, x w, avec
(wn), bornée (respectivement —0,1).

R2 - Au =o(v) et u=0(v) fraduisent une appartenance.

Exemple

n=o(n®) et n* =o(n®) mais n # n?!

R3 — u=0(p) signifie qu’il existe K € R tel que & partir d’un certain rang, |u,| < K|v,|.
u = o (v) signifie que pour tout € >0, il existe un rang & partir duquel |u,| < elvy,l.

R4 — Iln'y a pas unicité de I'équivalent d’une suite. En général, on choisit le plus simple.

Exemple

1 1 36
1+E~1~1+ﬁ~1+m...

R5 — Cela ne donne que des informations asymptotiques sur les suites : au voisinage de +oo,
donc & partir d’un certain rang.
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Exemples

E1— Sip<gq.nP=0(n9).

sinn (1)
2— =0(—
n n

E3— n?+1~n?

Sia>0,>0,g>1,
1 1 1 1 1

InPrn<n®*<qg"<nl<n® et — oL KK

n" nl q n® Infn

Exemple

Inn < n< nlnn < n?.

u~v<—u=v+o(v)

Démonstration

Un Up—
— =l
Un Un

" _0.
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Q Propriétés

Propriété : Propriétés de o et O

Soient u, v, w,a,be KN, v,w, b ne s’annulant pas a partir d’un certain rang, et a, e K.
D Sia#0, u=o(av)=u=0() efu=0(av) = u=0(v).
(D u=o(1) <= u—0etu=0(1) < u bornée.
(i) Siu=o0(v) ouu~wv,alors u=0 (v) et la réciproque est fausse.

(iv) Transitivité
u=o@etv=o(w)—=u=o(w)

u=0W)etrv=0(w)=>u=0(w)
(v) Combinaison linéaire
u=o(w)etv=o(w) = au+pr=ow)

u=0w)etv=0(w)=au+pPr=0w)
(vi) Produit
u=o(v) eta=o(b) = ua=o(b)

u=0w)eta=0b) = ua=0(vb)

Démonstration

Toutes ces propriétés se démontrent facilement en passant par le quotient qui doit étre
bornée/— 0. O

Propriété : Propriétés de ~

Soient u,v,w,a,be KN, v,w, b ne s’annulant pas & partir d’un certain rang.
() ~ est une relation d’équivalence.
(i) Siu~vetv—¢eRouC,alorsu—¢.
(i) u—2¢ —u~"/.

(iv) Siu~ v, alors a partir d’un certain rang, u, et v, sont de méme signe.

(V) Siu~v eta~b, alors ua~ vb eTE~%.
a

(Vi) Siu~vetacR fixé, (u,>0etv,>0sia¢ N, nonnuls siaeZ), u® ~ v®.
(Vi) Siu, ~v, et g extractrice, uym ~ vom).

Remarques

R1— Aun~vnﬁun—vn—>0
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Exemples
El-— n+l~nmais (n+1)—n+40.

1 11
E2 — ———2—>0mOIS—74—2.
n n n o n

n

. , , 1 , 1\"” 1
R2 — ASlanesTposflxe:1+—~1mo|s 1+—| ~edonc [1+—| #1"=1.
n n n

rR3— /N On n’gjoute pas les équivalents,

Exemple
1 N 1 1 N 2 s 1 y 2
n n2 n n? n2 " n?’

R4 — ASi on trouve une suite équivalente a 0, on s’ est trompé ! (En général, on a ajouté/sous-
trait des équivalents...)

Cela n’a pas de sens avec la définition du programmme, et méme avec la généralisation,
cela voudrait dire qu’on peut écrire d partir d’un certain rang u, = 0 x w, =0 donc que la
suite est nulle & partir d’un certain rang.

En particulier, si u, — 0, on ne peut pas donner facilement un équivalent en général.

R5 — AOn ne compose pas des équivalent par la gauche avec des fonctions, méme conti-
nues.

La propriété suivante n’est pas officiellement au programme mais & savoir retrouver :

o eln~en = u,—v,—0
e Si u, ~v, avec pour tout n, u, >0 et v, >0, & partir d’'un certain rang v, #1 et si
vy — € € R U{+oo} avec (£ # 1), alors Inu, ~Inwv,.

En effet,

. elin T

eln
u

nu ln(l -+ —n) "

. T+ Un —»1COrln(1+—n)—>OeTlnvn—>ln€;éOOUioo.
Inv, Inv, Un

Exemple

Détermination d'un équivalent de I'intégrale 1, de Wallis : relation de récurrence, décrois-
sance, I, ~ I,,_1 puis nl,I, , constant, et conclusion.
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Démonstration
Admis provisoirement. Les séries permettent de montrer que n! ~ K\/ﬁ(g)n et les intégrales
de Wallis permettent de voir que K = v2x. a
Exemple
_eny_ 2m)! 4"
Un = (n) - ni2 \/ﬁ

2 Cas des fonctions

Q Définition
" Définition
Si f,g: I - K, a élément ou borne de I, et si au voisinage de a, g(x) #0, on dit que

« f est dominée par g au voisinage de a et on note f = 9(g) ou f(x) = xga(g(x))

f

lorsque = est bornée au voisinage de a.
g

« f est négligeable devant g au voisinage de a et on note f = 2(g) ou f < gou
@)

g(x) xXx—a

fx) = xga(g(x)) OU f(x) < g(x) lorsque 0.

« f est équivalente & g au voisinage de a et on note f ~gou f(x) =, 80 lorsque

fx) , .
—— —1,c’est-G-dire f= .
20 7= f=g+o(g)

Remarques

R1 - La définition s'étend aux cas ou les fonctions sont définies sur des réunions d’intervalles, a
étant élément ou borne d’un des intervalles.

R2 — Les remarques faites et les propriétés données pour les suites sont encore valables : on
remplace « & partir d’un certain rang » par « au voisinage de a ».

R3— En particulier, les définitions se généralise au cas ou g s‘annule frop sou-
vent prés de a par l'existence d'une fonction h bornée (respective-
ment convergeant vers 0 ou 1 lorsque x — a) ftel Que au voisinage de a,
f) =gx)h(x).
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R4 — En particulier, f(x) = xga (g(x) signifie qu’il existe K € R et un voisinage V de a tel que si

xelInV, |fx)|<K|gx)|
fx)= xga(g(x)) signifie que pour tout € > 0, il existe un voisinage V de atelque sixe InV,

|f0)| <elgx)].
R5 — De nouveau, cela renseigne seulement sur le comportement local d’une fonction : au
voisinage de a, mais pas sur le comportement global des fonctions.

Q Propriétés

Toutes les propriétés vues sur les suites restent valable.

Propriété : Changement de variable

Sif:]—-IK, g:]—IK, a éléement ou borne de I, b éléement ou borne de J, ¢: ] — R tel
que o))< I ef (1) @ alors
t—

o Sif(x)= xga(g(x)), alors f (1) = tgb(g(cp(t))).
o Sif(x)= o (g(x)). alors fp(1) = tgb (gp(0).

o Si f(x) iy g(x), alors f(p(1) ey glp(1).

Les pieges sont les mémes que pour les suites : pas de somme ou de différence d’équi-
valents, pas « f—g — 0», pas d’équivalent & 0, pas de composition par des fonctions &

gauche.

o e/ < e8W = f(x)—g(x) =0
e Si f(x) ~ g(x) avec pour tout x, f(x) >0 et g(x) >0, Au voisinage de a, g(x) #1 et si

g(x) — ¢ e R* U{+oo} avec (¢ # 1), alors In(f(x)) ~ In(g(x)).

En effet,
. ef(X) _ ef(x)—g(x)
e8x)
f(x))
ln(l +—
L Inflo) L+ 89/ | car 1n(1+ &) —0etlng(x)—In¢ #0 OU +oo.
Ing(x) Ing(x) 8(x)

Sia,B,y>0,

In'(x) < x% «< ef*
X—+00 X—+00
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Remarque

On a facilement que sia<p, dlors x*= o (xF) et xf = 0 (9.

(c Equivalents usuels

Si f:1—1K est dérivable en ac I et si f'(a) #0, alors

f@-fl@ ~ f@x-a).

Démonstration
X)— a
fx) - f(a) fl@eK*, O
xX—a  x—a
Propriété : Equivalents usuels

Soit a e R* fixé.

e Sinx ~0x o In(1+ x) ~0x e Arcsinx ~0x

X— X— X—
e tanx ~ Xx o e'-1 ~ x
x—0 x—0 e shx ~ x
x? e 1+x)%-1 ~ ax x—0
e cosxX—1 ~ —— *—0
=0 2 e Arctanx ~ x e thx ~ x
x—0 x—0
Si f(x) = apx? + apxP +---+a,x" avec p<n, a, #0 et a, #0, alors
p n
X) ~ apX et X ~  ApXx".
f( )x—>0 P f( )x—>ioo n
Démonstration

Conséqguences de la propriété précédente.
cosx—1=—Zsin2§. O

Remarque

Lorsque I'on est au voisinage de a, on se raméne en général au voisinage de 0 en posant
x=a+hsiaestfiniet x=1 si aestinfini.

Exemples

E1— Limite de u, = n((1-sinni) -1).
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(e + DY* = xM7%) (xInx)?

E2— Limite en +oo de f(x) =
x(xllx) —x

“ DEVELOPPEMENTS LIMITES

1 Définition
° Définition
Soit f: 1—- K, ae R élément ou borne de 1.

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a (abrégé en DL, (a))
lorsque I'on a (ay, ...,a,) € K" tels que

fW=ag+ax-—a)+-+ax-a)"+ o (x-a)")

partie réguliere

fla+h) :a0+a1h+~-+anh"+hoo(h")

ie on a une fonction ¢ telle que e(h) P 0 et

fla+h)=ay+arh+---+a,h" +h"e(h)

Remarques

R1— Quitte & poser x = a+h c’est-A-dire h = x—a, un DL,,(a) peut toujours se ramener ¢ un DL,,(0).
R2 — Les termes sont toujours écrits par négligeabilité croissante :

ap > h > h* > - > h" > o(h")
h—0 h—0 h—0 h—0 h—0

On rappelle au passage que sin> p, h' = hoo(hp).

R3 — Cela permet d’avoir des renseignements sur le comportement local de f, au voisinage
de a. Cela ne dit absolument rien sur le comportement global de la fonction.

-~ -

Définition : Forme normalisée du développement limité

On appelle forme normalisée du DL, (a) de f |'écriture
fla+h)=hP|by+bih+---+by_p,h" P+ o (h"7P)

h—0

avec (by,...,bp—p) e K" Pt et b #£0.
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Remarque

Celarevient donc & factoriser par le tferme de plus bas degré dans le développement limité.

Exemples
x? X )
El1— cosx—1 ~ —— donccosx=1-=+ o (x?) est un DL3(0) de cos.
x—0 2 2 x—0
. " 1 x 1 n X n
E2- Si|x|<1l,14+x+ - 4+x"=— - ——x"donC — =1+x+---+x"+ x x™,
1-x 1—-x 1—-x 1-x
—_——
=0 (x")

A connaitre parfaitement : les DL,,(0)

1
——=1+x+x*++x"+ o (x")
1-x x—0

1
——=1-x+x*+--+(=D"x"+ o (x")
1+x x—0

Es— DL, de X,
X
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2 Unicité et troncature

() Si f admet un développement limité a I’'ordre n en a avec au moins un terme non
nul dans la partie réguliere, alors f est équivalente en a au premier terme non nul
de celle-ci.

(i Si f admet un développement limité a I'ordre n en a, les coefficients de celui-ci
sont uniques.

(i) Si f admet un développement limité al’ordre n en a, alors pour tout p < n, f admet
un développement limité & I’ordre p en a de mémes coefficients.

Démonstration

@ Si le premier terme non nul en celui de degré i,, alors on peut écrire
fla+h) = aj,h" +h00(h‘°) avec a;, #0 donc f(a+h) o ai,h"* donc f(x) ~_aj,(x-a)".

(i) Si fta+h = a + ah + - + a,h" + o(h™) = by + byh + --- + b,h" + o(h™) alors
(ap—bo) + (a1 —=b))h+---+ (a, — by) K" = h'*e(h) avec &(h) T(T 0.

En faisiant # — 0, on obtient ay = by et donc (a; — by) + -+ + (a, — b)) K" ' = K" Le(h). Et qinsi de
suite, par récurrence finie, on obtient que a; = b; pour tout i € [0, n].

(i) aps1h?* +---+a,h" +0(h") =0 (hP) et unicité du DL. O

3 Parité

Si f est paire (respectivement impaire), les DL,,(0) de f n‘ont que des termes de
degrés pairs (respectivement impairs).

Remarque

Ce n’est valable qu’en 0 et la réciproque est fausse.

Démonstration

Unicité du DL en développant f(x) et f(—x) au voisinage de 0. O

Remarque

Si f est paire, les DL,,(0) et DL,,+1(0) de f ont méme partie réguliere. |l suffit de changer o (xZ”)
en o(x?"*1),

4 Primitivation

ANALYSE ASYMPTOTIQUE - page 13



LyCEeE CARNOT - DIJON

Propriété : Primitivation de DL

Soit f: I — R admettant un DL, (a) avec a€ I

HTTP://SUP3CARNOT.FREE.FR

f=ap++a,(x—a)"+o((x—a)")
Toute primitfive F de f sur I admet un DL,,.:(a)
F(x)=F(a)+do(x—6l)+ﬂ(x—a)2+---+ﬂ(x—a)”+l+o((x—a)”+l)
2 n+1

obtenu par primitivation terme & terme du DL de f.

Démonstration
On peut supposer a =0 quitte & poser g(x) = f(a+ x).

fx)=ap+--+a,x"+o(x")

. a) an
SOit () = F(x) - F(@) — dgx — L 32 — .. — 20 yn+1,
¢x)=F(x)—-F(a)—apx 5~ 1"
On veut montrer que ¢(x) = o (x"*1).
Or ¢ est dérivable sur I et ¢’ : x— f(x)—ag—+--— ap,x" =o(x").
Soit £>0. Onan>o0tel quesi |t <7, |¢'()|<eld.
En particulier, si x # 0 et |x| <7, alors |¢'(1)| < elx|" sur 105 x[.

indépendant de ¢

Par inégalité des accroissements finis, |¢(x) — p(0)| = |p(x)| < elx|" |x - 0] = ] x|"*!
Donc ¢(x) = o(x"*1). O

Corollaire : Dérivation de DL

Si f dérivable sur I admetun DL, en a1
f=ap++ax—a)"+o((x—a)")
et si f' admet un DL,,_, en a alors il s’'obtient en dérivant terme a terme.

O =a+2a2(x— @)+ +nap(x—a)" ' +o(x-a" ).

Démonstration

Il suffit de primitiver le DL,,—; de f’ avec la propriété précédente et d’invoquer I'unicité du
DL. O

Remarque

AII est possible que ' n’admette pas de DL! Voir contre-exemple ci-apres.

ANALYSE ASYMPTOTIQUE - page 14


http://sup3carnot.free.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 5 DECEMBRE 2019 MPSI

5 Existence et calculs de développements limités

@ Conditions nécessaires et suffisantes

() f admet un DLy(a) de partie réguliere ay si et seulement si f admet une limite en a
(éventuellement a gauche/a droite lorsque f est definie a gauche/a droite de a)
et cette limite vaut ay.

En particulier, si f est définie en a, f admet un DLy en a si et seulement si f est
continue en a et ay = f(a).

(i) Si f est définie en a, f admet un DL, en a si et seulement si f est dérivable en a et
alors ag = f(a) et a; = f'(a).

Si f n‘est pas définie en a, f admet un DL, en a si et seulement si f est prolongeable
en a en une fonction f dérivable en a et alors ay = f(a) et a; = f'(a).

Démonstration

D fx)=ap+0(1) = f(x) — ao.

ap et f(X) — &
xX—a x—a

(i) fw=ap+a(x—a)+o(x—a) <= f(x) — a. O

Exemple

Si f(x)=x? sini, alors f(x) =o(x) est un DL;(0) de f (et au passage f est dérivable en 0).

Or f'(x)= 2xsini —cos% n‘admet pas de limite en 0 donc ' n‘admet pas de DLy(0).

Q Condition suffisante

Théoréme : Formule de Taylor-Young

Sif:I1-1K,acel tel que f soit de classe €" sur 1, alors f admet un DL, en a

(n)
N f(a
n!

f@=f@+f@x-a+-- x-a)"+o(x-a)")
e (n)
fla+h) :f(a)+f’(a)h+---+¥h”+o(h”)

ALG réciproque est fausse : I’'existence d’un DL,, en a n’implique pas en géenéral
que f est n fois dérivable en a si n= 2.
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Remarque

L'hypothése du programme officielle est f de classe €, mais il suffit qu’elle soit n—1 fois
dérivable et que "~V soit dérivable en a.

Démonstration

On a déjd vu que c’est vrai pour n=1.
Si c’est vrai & I'ordre n—-1, et si f admet une dérivée d'ordre n=1 en a, alors f/ admet une
dérivée d’ordre n—1 en a et par hypothése de récurrence,

f(n)(a) 4 4
f=f@+f(@x-a+-+ (n_l)'(x—a)” +o((x—a)" ).
Alors, par primitivation de DL,
f(n)(d)

x-a)"+o((x-a)")

fx)=f@+f(@x—a)+--+

n!

ce qui établit la récurrence.
Pour la réciproque, si f(x) = x3sin— prolongé par continuité par 0 en 0, on a f(x) = o(x?) qui
X

1 1 . . , L
est un DL, de f en 0 et pourtant f’: x — 3x? sin; —xcos— Si x #0 et 0 sinon n’est pas dérivable en
0. O

G Développements limités usuels

Propriété : DL,,(0) usuels

n

X
expx=1+x+---+—+ o (x")

n!  x—0

2
x2 x4 (_1)nx2n x9>0 (x n)
® COSX=1——-F— —d——e—t
2 24 2n)! 0 (x2n+1)
x—0
X X (=Tl xgo(xz”“)
e SiNX=X——+—o -t ————+
6 120 2n+1)! o (x2n+2)
x—0
2 4 2n 0 (xz”‘)
X X
e chx=1+=—+"+.c.40 =—— 4| >0
2 24 2n)! o (x2n+1)
x—0
PR K2n+1 20(x2n+1)
o shx:x+—+—+---+—'+ *
6 120 2n+1)! o (x2n+2)
x—0
Démonstration
Formule de Taylor-Young. O
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Remarques

R1— ch et sh sont les parfies paire et impaire de exp.
R2 — cos=ch alterné = Re(e'*) et sin = sh alterné = Jm (e'*)

SiaeR,
-1 - (a-n+1
(1+x)“:1+ax+Mx2+-u+ PG Wl 2il) oy (x")
. n! x—0
g a
nore
k
Démonstration
Formule de Taylor-Young. O
Exemples

1x3x---x(2n—3)
2x4x---x(2n)

x
El-— \/1+x:1+§+--~+(—1)”‘1 X"+ oO(x”).
x—»

1 1 [(-1/2 (-D"(2n p1x3x--x(2n-1)
E2 — S A=—=, = =(-1 :
V1+x 2 n 4n 2x4x---x(2n)
Propriété
1
o — =1l+x+x*+--+x"+ 0o (x"
1-x x—0
1 2
o — =1-x+x"+---+(=D"x"+ o (¥
1+x x—0
x? 537
eInl-x)=—x———---— —+ o (x")
2 n x—0
x? x"
e In(l+x)=x—"—+--+(=D"1—+ o (x")
2 n x—0
2n+1
3 n 0 (X
X =1l ( )
o Arctanx=x— o oo D jone1 | a0
3 2n+1 o (x2n+2)
x—0
Démonstration

Les deux premiers ont été vu (somme géométrique), les trois suivants s’obtiennent par primi-
tivation. O
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Exemples

3
. ooz X
E1— tan®x ~ x* donc tan’(x) = 1+ x* + o (x?) donc, par imparité, tanx =0+ x+ ) +o(x%).
3
X
th? x ~ x2 donc th'(x) = 1-x*+o0(x*) donc thx=0+x- ) +o(x*%).

3
L X
£2 — DL4(0) de Arcsin par primitive : Arcsinx = x + " +0(x*%).

Q Opérations algébriques

Si f et g admettent des DL, (a), foute combinaison linéaire de f et g admet un DL, (a)
dont la partie reguliere est la combinaison linéaire des parties regulieres.

f x g admet un DL,(a) de partir réguliere la troncature des parties régulieres aux
fermes (x— a)* avec k< n.

Démonstration
Ena=o0,
Pour af +pBg : ao(x™ + fo(x™) =0 (x").

Pour f x g, en notant p,(x) et g,(x) les parties régulieres, (les tfermes de degré > n dans p, x q,,)
+pn(x) x0(x™) + gn(x) x0(x") +0(x") x0(x™) est un o (x"). a

Exemples

2 4
¥ x
E1— DL4(0) : ex+sinx=1+2x+?+ﬂ+o(x4).

E2 — DL4(0) : on optimise en considérant la forme normalisée du DL.

3
_ x
exsmx=x+x2+?+o(x4).

¥ 2x® 17x° . ¥ 2x° 17x° .
e tanx=x+—+—+ + o (x) e thx=x—-—+—- + o (x)
3 15 315 x—0 3 15 315 x—0

Remarques
R1— 17=2+15€et315=3 15!

. sin
R2— sin=+—-+—-+—---,cos=+—+—+—--- ftan=—=++++++--
cos
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Démonstration

tan admet un DL;(0) d’apres la formule de Taylor-Young, avec seulement des termes de
degré impairs. La relation tan’ = 1 + tan? et I'unicité des coefficients du DL permet de déterminer
facilement les 4 ceoefficients. d

Q Composition et quotients

On peut aussi calcul des DL par composition : si f, g admettent des DL,,(0) et si g(x) — 0,
X—

la partie réguliere de fog s'obtient en composant les parties régulieres et en ne gardant
que les termes de degré au plus n.

. . s " 1
Pour les quotients on se raméene a du IO avec g(x) — 0 et on utilise le DL de ——.
1+g(x) x—0 1+x

En général, on considére la forme normalisée du DL pour optimiser I’ordre de déve-
loppement (pas toujours simple & prévoir!)

Exemples

2
X x
E1-— 1n(1+ex):ln2+§+g+o(x3)

~ ln(xl+x):1_x+2x2_2x3+0(x3)
eX—1 3 24
E3— eCOSX:e—Ex2+Ex4+o(x5)
2 6
2 4 4
E4— ecosle_(x_z)+l(x_z) _l(x—z) +o((x—z))
2 2 2 8 2 2

sin
E5 — DL5(0) de tan avec — et Arctan(tan) = id.
COS
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6 Développement limité en +oo
" Définition
On dit que f: I — K tel que +oo borne de I admet un développement limité a I'ordre

1 7 ~ ' 7
n en +oo lorsque x — f(—) admet un DL, (0*), c’est-a-dire lorsque I'on a (ay, ..., ap) € K"
X
tel que
ay an 1
=ag+—+--+—+ — .
Fx) = ao X e x—'q—roo(x")

Remarque

Souvent, on pose h = — lorsque I'on veut étudier une fonction au voisinage de I'infini afin de
X
se ramener au voisinage de 0.

Exemple

Seaisy]| 2 3 6 ( 1 )
= + 0 .
x242x x x2 x3 x—zoolx3

fl) =

7 Développement limité généralisé

-~ -

Définition

f: I— K admet un développement limité généralisé & I'ordre n en 0 sion a me N tel
que x™f(x) admet un DL, ,(0), c’est-a-dire sion a (a_,...,a_1,ay, a, ..., a,) € K"+ tels

que
A-m a-1 n n
X)=——+-+—+ag+arx+--+ax"+ o (x").
fx xm X o & x—»O()
Exemple
1 x x°
DLG3(0) de cotan : cotanx=——= - — +0(x?).
x 3 45

I“ APPLICATIONS DES DEVELOPPEMENTS LIMITES

1 Recherche d’équivalents et de limites

Pour obtenir un équivalent, il suffit d’avoir un développement limité (éventuellement
généralisé) avec au moins un terme non nul.
Cela permet en outre d’obtenir I'éventuelle limite de la fonction.
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Exemple

Equivalent et limite en 0 de f(x) =

2tanx —tan (2x)

(1-cosBx) (Vitx—1)

2 Etude locale d’'une courbe

Q Signe local

Si f admet un DL, (a) (éventuellement généralisé) de la forme

(a+h)=a,h’+...+a,h" +o(h"
P

avec a, #0, alors f(x) ~ ay(x—a)P en a.

Donc, au voisinage de a,

p ap,>0 ap,<0
pair f(x)>0 fx)<0
impair | f(x)<0six<a| f(x)>0Six<a

Cela se généralise au cas d’un développement au voisinage de I'infini.

fx)>0six>a

fx)<0six>a
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Q Condition nécessaire et suffisante d’extremum local
Si f est définie en admet un développement limité en a du type
fla+h) = f(a)+a,h" +o(h")

avec a, #0 alors f présente un extremum local en a si et seulement si n est pair.
C’est alors un maximum si a,, >0 et un minimum Si a,, < 0.

Remarque

On retrouve la condition nécessaire f'(a) = a; =0 si f est dérivable en a.

Démonstration

fx)-f(a) g (X a)" ont méme signe au voisinage de a. O

Corollaire

Si, de plus, f est de classe €", alors a,, =

n.
Ainsi, si f est suffisamment reguliere, f admet un extremum local en a si et seulement
simin{k e N* ; f®(a) #£0} est pair (s'il existe).

f(”)(a)
Y

Remarque

L'ensemble peut étfre vide, par exemple pour f(x) = e~ Si x>0, 0 sinon.

Exemple

x L o .
fx) = o si x # 0 prolongée par continuité en 0 admet un maximum local en 0.
an x

G Tangente

Sif:I-Retaeltelque f(x)=fla)+a(x—a)+a,(x—a)"+o((x—a)") avecC a, #0, f est
dérivable en a, a; = f'(a) et

f@- (f@+f@x-a) ~ anlx—a)".

s X

équation de la tangente
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n pair n impair

a,>0 || courbe loc. au-dessus de la tan. | courbe traverse la tan.

localement convexe point d’inflexion

a, <0 | courbe loc. au-dessous de la tan. | courbe traverse la tan.

localement concave point d’inflexion

Exemple

In(1 + x)

flx)= prolongé par continuité en 0.

3 Asymptote

Pour étudier les courbes asymptotes d’une fonction en +oo, il suffit d’effectuer un dé-
veloppement asymptotique au voisinage de I'infini pour obtenir une fonction g telle que
f(x)—gx) 0. Alors y = g(x) est asymptote.

X—+00

. 1
Si, parexemple, f(x) = ax+ b+cin+o (ﬁ) avec c#0etn=1,alors y = ax+b est asymptote

et f(x)—ax—b ~ x—cn donc suivant le signe de ¢ et la parité de n, on ala position de la courbe
par rapport a I'asymptote.

Exemple
Etude de f(x) = (x+1)Arctan x Qu voisinage de +oo.
T -2 1 1 7T T—2
flx)= 5x+ = = +0 (;) Ly= §x+ — est asymptote et la courbe est en dessous.

lV EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

1 Définition

Définition
On appelle développement asymptotique de f en a toute expression de la forme

f@ =A@+ fHE)++ 1)+ o (fr(x)

ou fi,..., fr sont des fonctions telles que fi(x) = L) > - > fi(X), c’est-a-dire telles
que VkelLr-11, fin®= o (fi(x).
On dit que le développement asymptotique est a la précision f; (x).
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Remarque

On a toujours que f(x) — fi(x) —---— fr(x) i fr+1(x). C’'est un des moyen de former un déve-
loppement asymptotique : par la recherche d’équivalents successifs.

Exemples

X

. . 2 0 vt A s PRI e
E1 - Développement asymptotique en +oo de f: x— eV**+25+4 & |g précision — .
X

X X
VA2 orrd 3e e e
e x+2x+4=e_ex+?._+o(_)

X

E2 — Développement asymptotique en +oco de f: x— In(chx) A la précision e™*, Asymptote ?

2x 1 —4x

In(chx) =x—-In2+e” —5e +o(e™)

y=x—In2 asymptote et la courbe est au-dessus.
E3— Développement asymptotique & trois termes de x!*+ en +oo. Asymptote ?

In? x)

141 Inx 2 In? x In® x
X r=xex =x|1+—+ —+0|—— :x+lnx+2—+o
X

x2 X

2 Suite définie implicitement

Exemples

. 3 e*
E1— Unique zéro de f,(x) =1+ x+ —.
n

1. Existence de uy, u, < -1, (uy) croit.
2. Limite de (u,).
3. Développement asymptotique & 3 termes.
E2— u, Unique solution de tanx = x sur | -5 + nx, 5 + nx|.
Existence de u,,..
Monotonie et limite de (u,,).
Equivalent de u,,.
Développement asymptotique a 2 termes de u,, en posant v, = u, — nm = Arctan u,,.

o bk N =

Développement asymptotique & 4 termes de u,, en réutilisant v,,.

ANALYSE ASYMPTOTIQUE - page 24


http://sup3carnot.free.fr

	Relations de comparaison
	Cas des suites
	Définition
	Propriétés

	Cas des fonctions
	Définition
	Propriétés
	Équivalents usuels


	Développements limités
	Définition
	Unicité et troncature
	Parité
	Primitivation
	Existence et calculs de développements limités
	Conditions nécessaires et suffisantes
	Condition suffisante
	Développements limités usuels
	Opérations algébriques
	Composition et quotients

	Développement limité en 
	Développement limité généralisé

	Applications des développements limités
	Recherche d'équivalents et de limites
	Étude locale d'une courbe
	Signe local
	Condition nécessaire et suffisante d'extremum local
	Tangente

	Asymptote

	Exemples de développements asymptotiques
	Définition
	Suite définie implicitement


