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Limites et continuité des
fonctions numeriques

Extrait du programme officiel :

Dans un souci d’unification, on dit qu’une propriété portant sur une fonction f définie sur I est vraie au
voisinage de a si elle est vraie sur I'infersection de I avec un intervalle ouvert centré sur a si a est réel, avec
un infervalle (A, +oo[ Si a = +oco, avec un intervalle | — oo, Al $i a = —oo.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Limite d’une fonction en un point

Etant donné un point a de R appartenant & I ou
extrémité de I, limite finie ou infinie d’une fonction
en a.

Unicité de la limite.

Si f est définie en a et posséde une limite en a, alors
lim f(x) = f(a).

Si f possede une limite finie en a, f est bornée au
voisinage de a.

Limite & droite, limite & gauche.
Extension de la notion de limite en a lorsque f est
définie sur I\ {a}.

Caractérisation séquentielle de la limite (finie ou in-
finie).

Opérations sur les limites : combinaison linéaire, pro-
duit, quotient, composition.

Stabilité des inégalités larges par passage a la li-
mite.

Théorémes d’encadrement (limite finie), de mino-
ration (limite +o0), de majoration (limite —co).

Théoréme de la limite monotone.

Notations f(x) — ¢.
X—a

Les définitions sont énoncées avec des inégalités
larges.

Notations lim f(x).
X—a

Notations lim f(x) ou lim f(x).
i =

b) Continuité

Continuité, prolongement par confinuité en un
point.

Continuité & gauche, a droite.

Caractérisation séquentielle de la continuité en un
point.

LIMITES ET CONTINUITE DES FONCTIONS NUMERIQUES - page |



LyCEeE CARNOT - DIJON

HTTP://SUP3CARNOT.FREE.FR

CONTENUS

Opérations sur les fonctions continues en un point :
combinaison linéaire, produit, quotient, composi-
fion.

Continuité sur un intervalle.

CAPACITES & COMMENTAIRES

c) Image d’un intervalle par une fonction continue

Théoréme des valeurs intermédiaires.

L'image d’un intervalle par une fonction confinue
est un intervalle.

Cas d’une fonction strictement monotone.
S | . application de I'algorithme de dichotomie &
la recherche d’un zéro d’une fonction continue.

d) Image d’un segment par une fonction continue
Toute fonction continue sur un segment est bornée
et afteint ses bornes.

L'image d'un segment par une fonction confinue
est un segment.

La démonstration n’est pas exigible.

e) Continuité et injectivité
Toute fonction continue injective sur un intervalle
est strictement monotone.

La réciprogue d’une fonction continue et stricte-
ment monotone sur un intervalle est continue.

La démonstration n“est pas exigible.

f) Fonctions complexes

Bréeve extension des définitions et résultats précé-
dents.

Caractérisation de la limite et de la continuité &
I'aide de parties réelle et imaginaire.
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| LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Les fonctions sont & valeurs dans R, et I désigne un intervalle de R non vide et non
e pe 0 1 v o v e 1
réduit & un point, I son adhérence (bornes finies incluses), I son intérieur (bornes exclues).

1 Voisinage

Définition : Voisinage d’un point

SiaeR.

« Si a € R, on appelle voisinage de a toute partie V de R felle qu'on ait € >0
pour lequel Ja—¢,a+¢e[c V c’est-O-dire tel que |x—al<e = x€ V.,

» Si a = +oo, ON appelle voisinage de a toute partie V de R felle qu'on ait Ae R
pour lequel [A, +oco[c V Cc'est-a-dire tel que x> A= xe V.

e Si a = —0o, ON appelle voisinage de a toute partie V de R telle que -V est
un voisinage de +oo, c’est-a-dire telle qu’on ait B e R pour lequel | —oo,B] c V
c’est-G-dire tel que x<B= x¢€ V.

On note 7 (a) I'ensemble des voisinages de A.
On dit qu’une fonction f définie sur I vérifie une propriété sur un voisinage V de a
lorsque cette propriété est vraie sur InV.

Remarques

R1— Infuitivement, on a un voisinage V de a lorsque I'on peut approcher a en restant dans
V.

R2 — Linfersection de deux voisinages de a est encore un voisinage de a (¥ (a) est stable
par n) : il suffit de choisir le min des n ou des B et le max des A.

R3 — Dans la pratique, on utilisera plutdt des inégalités larges (mais c’est équivalent quitte
a prendre n plus petit).

R4 — Par exemple, u, — ¢ se fraduit parve>0, INeN, Vn=N, |u,—¢|<e, SOit encore pour
tout voisnage V de ¢, il existe un rang a partir duquel u, € V. Et cela fonctionne encore
si la limite est infinie.
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2 Limite
" Définition
Soit f:I— R, acR élément ou borne de I, ¢ € R.
On dit que f tend vers ¢ lorsque x fend vers a, et on note f(x) — ¢ si et seulement

si pour tout voisinage de ¢, il existe un voisinage de a sur lequel f(x) reste dans le
voisinage de ¢. Aufrement dit, vV e¥ (¢), AW eV (a), fUNW)cV.

l+e

(et ——

a-n a a+n

FIGURE 1 — Limite finie en un point fini

Définition : Traduction pour a€ R

SiaeRR,

e SifelR:
Ve>0, 3n>0, Vxel, [x—alsn=|fx)-¢|<e.

o Si{=+00:
VAeR, In>0, Vxel, |[x—alsn= f(x) = A.

e Sif=-00: f(x) —— - +oo Ssi — f(x) — —0, ie

VBeR, An>0, Vxel, |[x—alsn= f(x)<B.

-~ -

Définition : Traduction pour a infini

e Sla=+oc0etleR:
Ve>0, JAeR, Vxel, x2A=|f(x)-¢|<e.

e Sla=¢=4c0":
VAeR, 3A€R, Vxel, x=A = f(x) = A.

e Sia=+ocoetl=-o00: f(x) —00, i€

+00 SSi — f(x)

X—+00 X—+00

VBeR, FA€eR, Vxel, x2A= f(x)<B.
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-sia:—ooeTéeR:f(x)m»éssif(—x) l,ie

X—+00

Ve>0, 3BeR, VYxel, x<B=|f(x)-¢|<e.

e Sia=-ocoetl=+00: f(x) +00 SSi f(—x) +00, ie

X——00 X—+00

VAeR, 3BeR, Vxel, x<B= f(x) = A.

+00, , e

e Sia={l=-00: f(x) —00 SSi — f(—x)

X——00 X—+00

VBeR, 3B eR, Vxel, x<B = f(x)<B.

Remarque

Méme si f est définie en a, on n’a pas nécessairement f(x) — f(a) (ce qui tfraduit en fait
f continue en a).

FIGURE 2 - La fonction §.,

Si on considére f(x) = 6,1 nulle partout sauf en 1 ou elle vaut 1, alors, si f(x) - ¢, pour
X—
toute>0,|f(1)-¢|<edonc ¢=f(1)=1. Mais si x # 1, on obtient 1 <&, ce qui est contradictoire.

Si f(x) —/ et si f est définie en a, alors ¢ = f(a).

Démonstration

¢ ne peut pas étre infinie, sinon on aura pour tout A€ R, f(a) = A ou pour tout B € R,
fla) < B.
Pour fout £ >0, on aura |f(a) - ¢| <&, ce qui donne f(a) = 7. 0

Propriété : Unicité de la limite

Lorsque la limite existe, elle est unique et est alors noté )1613}1 f(x).
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Démonstration

Déja, on ne peut pas avoir a la fois une limite finie et infinie. En effet, si f(x) - ¢ e R
et f(x) — +oo lorsque x — a, alors on aurait des voisinages V,V' de a tels que si
xelnVnV' #0, fx)<l-1et f(x)=0+1...

Si, par exemple, ae R, et si f(x) — ¢ etsi f(x) — ¢ avec 4,0 e R et si, par exemple,

acR,onan;>0etn,>0telsquesi|x—al<n, |f(x)—£|<§ etsi|x—al<n, |f(x)—€’|s§.
Alors si |x — al <min(n1,72), [¢-¢'| ﬁ |lf) -] +|f)-¢|<e.

1 .
Alors ¢ = ¢' (par exemple en prenant € = — et en faisant n — +co.) O
n

SiteR, fx) — = fx) - — 0(=>|f(x)—£|—>xqa 0.

Démonstration

Dans les trois cas, Ia définition s’écrit de la méme maniére. O

Si f admet en a une limite finie, alors f est bornée au voisinage de a (on dit que
f est localement bornée).

Démonstration

Si f(x) ——(eR, alorson a un voisinage Vde atelquesixeInV,-1< f(x) </ +1. a

SiteR, g(x) — 0 et au voisinage de a, |f(x)—¢| < gx). alors f(x) — Y.

Démonstration

Soit € >0, Ve¥(a) surlequel |f(x)—¢|<gx). Ona V' e¥(a) tel que si xe INnV’, g(x) < ¢ et
doncsi V'=vVnV'e¥(a), pourtout xe InV", |f(x) - ¢| < g(x) <e donc f(x) — ¢. O

3 Caractérisation séquentielle

Soit f:I—TR, aeR élément ou borne de I, ¢ € R.

f(x)guﬂ(:»‘v’ (an)nEI]N | ap—a, f(a,) —Y.
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Démonstration

e (=) :Cas0U a=+oco et £eR. Soit (a,), €IV | a, — a=+oo.
Soite>0.Ona AcRtelquesixeltelque x= A, |f(x)-¢|<e.
OnaaussiNeNtelquesin=N, a,>A. Alorssin= N, |f(an) - €| <e.
Enrésumé:ve>0, INeN, V=N, |f(an)-¢|<e.

e (<) : par contraposée, dans le cas ou a€ R et ¢ = +oo, par exemple.
Si f(x) # € =+0c0, dlors on a A€ R tel que pour tout n >0, on a xe I tel que |x—al<n et

fx) <A
. s 1
Si pour tout ne N, on considere n= -, on a a, € I tel que |a, - al < — et flan <A
Alors a, — a par encadrement et pourtant f(a,) 4 ¢ = +oo. O
Remarques

R1 - Pratique pour démontrer qu’on n’a pas de limite, ou qu’on ne tend pas vers une cer-
taine limite.

R2 — Version plus forte :

f) — =Y (an)n € ™| a,—a, (fay) converge.

En effet, si V (ay), € IN | a, — a, (f(ay) converge, et si (a,), € IN | a, — a et
b)p € IN | by, — a, flay) — ¢ et f(b,) — ¢', ON POSE ¢, = ay, €1 crpi1 = by, AlOIS ¢, — a
donc (f(cn)) converge mais (f(an)) et (f(bn)) en sont des suites extraites donc ¢ =¢'.
On retfrouve ensuite I'autre caractérisation.

Exemple

f:x—sini n'a pas de limite en 0. En effet, f(--) =0 et f(#) = 1. Ou encore, plus

T
s+2nm

simple : f(%) =(-1)" n'a pas de limite.

4 Limites et ordre

@ Comparaison de la limite

Sif:1-R,acR élément ou borne de 1, ¢,c,d € R.
e Si¢>c,au voisinage de a, f(x)>c.
e Si¢>d, au voisinage de a, f(x)>d.
e Sic<t¢<d,auvoisinage de a, c< f(x) <d.
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Démonstration
Si ¢ = +o0, C’est la définition.
. l—c l—-c (+c
Sinon, avec e = — on a Ve¥(a) tel que pour tout xe INnV, f(x) ;é—T = > c.
. 4
De méme, avec ¢ = — ona V'e¥(a) tel que pour tout xeInV/,
ada-¢ f(+d
<l+—=——<d.
@) 2 2 =
Alors avec V" =vnV'e¥ (a), pourtout xe InV", c< f(x) < d. a

Remarque

On retrouve un résultat déja vu, sous forme de :

Corollaire

Si f a une limite finie en a, f est bornée au voisinage de a.

Q Passage des inégalités a la limite

Sif,g:1— TR, acR élément ou borne de 1, ¢,¢' € R tels que
(I) f(X) E’ l efg(x) E’ /
(i Au voisinage de a, f(x) < g(x) (respectivement f(x) < g(x))

Alors ¢ < ¢,

Démonstration

Si (a,) € IN tel que a, — a, f(a,) — ¢ et gla,) — ¢' et si V voisinage de a tel que sixeInV,
fx)<gx),alorsona NelNtelquesin=N, a, eV et donc f(ay) < glay).
Alors, d’aprés la propriété vu sur les suites, on obtient ¢ < ¢'. O
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G Théoréme de le limite d’un encadrement

Théoréme

Sif,g,h:I—-TR, acR élément ou borne de 1, ¢ € R tels que

@ fx) - ¢ ethx)— ¢

X—a

(i) Au voisinage de a, f(x) < g(x) < h(x)
Alors g(x) — l.

De plus, si ¢ = +oo (respectivement ¢ = —oo), on obtient la méme conclusion avec
seulement g(x) < h(x) (respectivement f(x) < g(x)).

Démonstration

Si (ap) € IN tel que a, — a, f(a,) — ¢ et h(a,) — ¢ et si V voisinage de a tel que
Si x e INV, f(x) < glx) < h(x), alors on a Ne N tel que si n = N, a, € V et donc
flan) < glan) < h(ay). Alors, d’'aprés la propriété connue sur les suites, on obtient
g(an)me

Comme c’est vrai pour toute suite a, — a, d’aprés la caractérisation séquentielle,
glx) —¢. O

X—a

Cela permet de retrouver le

Corollaire

SiteR, g(x) — 0 et au voisinage de a, | f(x) - ¢| < g(x)., alors f(x) v /.

S oOpérations sur les limites

SiLJinfervalles de R, f:1—R telle que f(D<J], g:J— R, a e R élément ou borne
del, ¢eR.
Si f(x) — b element ou borne de J et si g(y) — ¢, alors go f(x) — /.
— y— -

Démonstration

Si (a,) € IN telle que a, — a, dlors f(a,) — b et donc g(f(ay) = go f(a,) — ¢. Comme c’est
vrai pour toute suite a,, — a, go f(x) — 2 O
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Sif,g:1—TR, acR élément ou borne de I, f(x)méeﬁ, g(x)mﬁ’eﬁ,ﬂtell{

M flx)+gl) — ¢+ /¢ lorsque cela a un sens,
(i) Af(x) — Al lorsque cela a un sens,

(i) f(x)gx) — ¢¢' lorsque cela a un sens,

. . " 1 1 1
(iv) e« Si¢+#0,qu voisinage de a, f(x) #0 et e a7 (avec e 0).

« Siau voisinage de a, f(x)>0 et f(x) —0. alors ﬁ — ot

» Siau voisinage de a, f(x) <0 et f(x) —0, alors ﬁ —

Démonstration

On peut le faire directement (comme pour les suites) ou avec les avec la caractérisation
séquentielle.

Par exemple pour (i), si par exemple, ¢ >0, on sait qu’on a un voisinage V de a sur lequel
f(x)>0(de mémesi¢<0.)

En suite, si on a (a,) € IN telle que a, — a. on a un rang N & partir duquel a, € V, et

1 1 . s i . , : :
Fan ~7 d’apres les proprietés des limites des suites. Comme c’est vrai pour toute suite
n
1

1
a, — a, on conclut gue —— — —, O
n q T e ¢

Sif,g:I1—TR, acR élément ou borne de I et si f(x) —0 et g est bornée au
voisinage de a, alors f(x)g(x) —0

Démonstration

Ona MeR* et V un voisinage de atel quesixeInV, |gx)|< M.
Alorssixe InV, |f(x)gx)| < M|f(x)]| ——0.donc f(x)g(x) —0. O
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6 Limites & gauche et & droite
" Définition

Soit f:I—R, ¢€R, ac R élément ou borne de I.
On dit que f admet ¢ comme limite a gauche (respectivement a droite), ou par
valeurs inférieures (respectivement par valeurs supérieures), et on note f(x) —

ou f(x) - ¢ (respectivement f(x) ¢ oU f(x) ):/) lorsque flj—co,ain! — ¢ (res-

o

X—a
pectivement fl4 +ooinr —— €).
X—a
Remarque
/\ Bome ouverte en a!
Définition

Lorsque a e Tet f est définie sur I\ {a}, on dit que f admet une limite en a lorsque
() f admet une limite ¢_ & gauche de a,
(i) f admet une limite ¢, & droite de a,
@iy ¢,=0_.
On note alors f(x) — l(=0_=1V,).

Remarque

Cela équivaut a dire que f(x) — ¢ si et seulement si pour tout voisinage V de ¢, il existe
n >0 tel que pour tout xe I'\{a}, |x—al<n= f(x) e V : on retrouve la définition habituelle.

Exemples

E1— x— &, admet une limite nulle & gauche et & droite de 1.

E2— |-] admet en tout élément de k € Z une limite & gauche qui vaut k-1 et une limite &
droite qui vaut k.

Sif:I-Retsiae 1, alors f admet une limite en a si et seulement si
(D) f admet une limite ¢- a gauche de a,
(i) f admet une limite ¢, & droite de a,
(i) ¢,=1¢_= f(a).
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Démonstration

e (=) :0n adéjdvuque si f admet une limite en a, elle vaut f(a). Soit e >0. On an>0
tel que pour fout xe I, [x—al<n=|f(x) - f(a)| <e.
Alors, en prenant x € In] —oo,al, on obfient f(x) - fla), et en prenant

x € In]a, +oo[, ON obtient f(x) ):;f(a). -
o (<) Si, réciproguement, f(x) ):;f(a) et f(x) J:;f(a), ete>0,alorsonan;>0etn, >0

telsque si xe I,
a<x<a+m =|f(x)—f(a)| <e

et
a-m<x<a=|f(x)- fla)|<e.

De plus, |f(a)- f(@)| <e.
Alors si 7 =min(n;,7,), et si xe I tel que [x—al <n, on a bien |f(x) - f(a)| <e. O

7 Théoréme de la limite monotone

Théoreme

Soient a,beR tels que a< b, f:a,bl— R croissante (respectivement décroissante).

(D) Si f est majorée surla,bl, f admet une limite finie en b~ (respectivement a*) et
lim f =sup f (respectivement lim f =sup f).
b la,bl a* la,bl

Sinon, f(x) +00).

+oo (respectivement f(x)

X— X—a

(i) Si f est minorée surla,bl, f admet une limite finie en a* (respectivement b~) et
lim f = ]inbf[ f (respecﬁvemenﬂ%)m f= ]inbf[ ).
a* a, B a,

Sinon, f(x) —oo (respectivement f(x) —00).

x—at X—

Démonstration

() Cas ou f est croissante (sinon, il suffit de changer f en —f).
« Si f est majorée, {f(1); tela,bl} est une partie non vide et majorée de R, donc

¢ =sup f existe.
la,b[
Soit £ > 0. Par caractérisation de la borne supérieure dans R, on a xg €la, b[ tel que

l—e< f(xg) <¢=supf. Alors, par croissance de f, pour tout x = xg,
la,bl

l—e<fxg)sf(x)sl=supf<sl+e
la,b{
donc |f(x)-¢|<e.

* Si b est fini, on pose n =b-xy >0, si x€la,bl tel que |x-b| <n, c’est-a-dire
xo=b-n<x<b,alors|f(x)-¢|<e.
Ainsi, f(x) . l.
e
* Sl b=+0co,0NpOSe A=xo, i x€la,bltel que x> A=xo, |f(x) - | <. Ainsi, f(x) ——¢.
« Si f n'est pas majorée, pour tout Ae R, on a xj €]a, bl tel que f(x) = A. Alors pour tout
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x = xo, f(x9) = A. Que b soif fini ou non, on conclut de méme que f(x)
Le (ii) se traite de maniére similaire.

+00.
x—b~

Corollaire

Soient a,be R tels que a< b, f: 1a, bl— R croissante (respectivement décroissante),

f admet en tfout point xy de 1a, bl une limite & gauche et une limite & droite finies

qui valent f(xy) = sup f et f(x]) =]in£[ fetonaf(xy) < fx) < f(xf) (respectivement
X0,

la,xol

f(xg):]cigi;[f,f(xg) :]sulb)[f et f(xg) = f(xo) = f(x5)).

Remarque

Une fonction telle qu’en tout point elle admette une limite & gauche et a droite est dite
réglée.

“ CONTINUITE

1 Continuité en un point

" Définition
Soit f:I—-TR, acl.
f est dite confinue en a si et seulement si f(x) — f(a), si et seulement si

Ve>0, 3n>0, Yxel, [x—alsn=|f0) - f(a)|<e.

Remarques

R1— Ainsi, f n"est pas continue en a si et seulement si
Jde>0, Vn>0, dxel, |x—al<net \f(x)—f(a)| > €.

R2 - f est continue en a si et seulement si f est définie en a et a une limite finie en a.

Les propriétés suivantes sont de simples conséquences des propriétés sur les limites

Soient f,g:1—-R,acl, AeR.
(D) Caractérisation séquentielle

f est continue en a < Y(ay) € I™ | ay— a, flan) — f(@.
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(i) Si f et g confinuesena, f+g. fxg., Af le sont aussi. Si, de plus, g ne s’annule pas

au voisinage de a, ! I’'est aussi.
4

(i) Sih:J—R et f(I)c ], etsi f continue en a et h continue en f(a), alors ho f en
confinue en a.

Remarque

f n’est pas continue en a si et seulement si on peut trouver (a,) telle que a, — a Mais
flan) # f(a).

Rappel :

" Définition
Si f:I\{a} - R et ¢ eR tel que f(x) — ¢, alors on appelle prolongement par
continuité de f en a I'application g: 1 — R telle que g(x) = f(x) six#a et ga)=¢.

Remarque
[l est confinu en a!

2 Continuité & gauche, a droite
" Définition

Soit f:I—-TR, acel.
« f est continue & droite de a si et seulement si Inla,+ool# @ €t flin(a,+c0f €S
continue en a si et seulement si f(x) fla).
x—a*

« f est continue d gauche de a si et seulement si In] — oo, al# @ €t flinj-co,a €St
continue en a si et seulement si f(x) f(a).

X—a-

Soit f:T—R, ael.

£ est . f est continue & gauche de a
est continue en a <
f est continue a droite de a

Démonstration

Application du résultat sur les limites & gauche et & droite. a
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Exemple

|-] est continue en tout point de R\ Z, continue a droite mais pas d gauche de tout k € Z.

FIGURE 3 - La fonction |-]

3 Continuité sur un intervalle

Définition
Soit f: I — R. f est dite continue sur I lorsque f est continue en tout point de 1.
Onote € (I,R) ou €(I) ou €°(I,R) ou €°(I) I'ensemble de telles fonctions.

Soient f,ge <€), A e R.
D f+g fxg Afe€d.
(i) (€(I),+,x) est un sous-anneau (R!, +, x).
(i) Sihe€ () tel que f(I) < J, ho fe€(D).
f

(iv) Sig ne s’‘annule pas sur I, P e€(D).

(V) |f]|. inf(f,8). sup(f,8) € €.
(vi) Si J intervalle non vide tel que Jc I, fl; € €()).

Démonstration

(F+g+|r-gl- O

1 1
V) :inf(f,0) =2 (f+g-|f-gl) et sup(f,0) =5
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4 Théoréme des valeurs intermédiaires
et image continue d’un intervalle

Théoreme : Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f: I — R confinue. Si a,be tels que a<b et me [f(a) f(b)], alors il existe
cela,b] tel que m= f(c).

Autrement dit, [f(a)7 f(b)] < f (la, b)).

Remarque

[f(@7 f(b)] signifie [f(a), f(b)] ou [f(b), f(a)] selon la position relative de f(a) et f(b).

FIGURE 4 — Le théoréme des valeurs infermédiaires

Démonstration

On suppose, par exemple, que f(a) < f(b) et donc f(a) < m< f(b).
On procéde par dichotomie : on définit des suites (ay,), (by,) € IN respectivement croissante
et décroissante par ag = a, by = b, puis, par récurrence, si a, et b, sont construits, et tels que

f(ay) <m< f(b,), ON POSE ¢, = ,etalors :

o soit f(cy) = m et alors ¢ = ¢, convient : la démonstration est terminée ;
e SOIt f(c,) >metonpose apr1=ap<m<cyp=Dbps1;
e SOit f(cp) <metonpose a1 =cp<m<b,=Dby.

On a donc (a,) croissante, et (b,) décroissante (car pour tout n, [ani1,bns1] < [an, bul).
b,—a, = % — 0 donc les suites sont adjacentes et convergent vers une méme limite
ce€la,b).

Or comme pour tout ne N, f(a,) <m< f(b,), on obtient lorsque n — +oo, par continuité de
fenc, m=f(co). O

a, +by,

Remarques

R1 - Souvent utile pour montrer I'annulation d’une fonction : il suffit qu’elle soit continue et
que f(a) et f(b) soient de signes contraires.

R2 — Application & une recherche de point fixe :

fX)=x=gx)=f(x)—x=0.
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R3 — La réciproque est fausse : on peut vérifier la propriété des valeurs intermédiaires sans
étre continu.,
R — R
cosi sixz0 discontinue

x — f(x)z{ *

1 Six=0

C’est le cas par exemple de la fonction f:

en 0.

Corollaire : Extension du théoreme des valeurs intermédiaires

Sia,beR ftels que a< b, f:la,bl— R continue surla, bl et admet des limites lim f &
6l+

droite de a et l%)m f @ gauche de b, alors pour tout me |lim f‘j’l}?m f [ on ace€la, bl tel
L o i

que f(c) = m.

Autrement dit, llim s libm f[ c fda,bl).
at =

Démonstration

En effet, on peut trouver a',b’ €la, bl tels que m e [f(a)), f(b))] par proriété sur les limites, et
on peut donc apliquer le théoréme. O

Exemple

Un polyndme de degré impair a foujours au moins une racine réelle.
En effet, comme on a des limites +o0o OU Foo €n +oo, NOtre polyndme prend au moins une
valeur positive et une valeurs négative sur R.

Corollaire : Image continue d’un intervalle

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
Autrement dit, si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.

Démonstration

Les intervalles sont les convexes de R, il suffit de montrer que f(I) est convexe.

Or, si a,p€e f(I) avec a < B, on A a,b € I tels que a = f(a) et B = f(b) et alors
[, B] = [f(a@), f(b)] < f(la7 b)) < f(I) d’apres le théoreme des valeurs infermédiaire.

Donc f(I) est une partie convexe de R, c’est-a-dire un intervalle. O

Remarques

R1— /N\En général f(la, b)) # [f(a), ()] et f(a,bD # ]harpf,l}gmf[.

R2 - Le type de l'infervalle n’est pas conservé en général (sauf pour les segments comme
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on le verra dans le paragraphe suivant).

Exemples

E1— Si f=th, alors f(R) =]-1,1[ : le premier n"est pas borné, le deuxieme I’est.
E2— sin(]0,3xn[) = [-1,1] : le premier est ouvert, le deuxiéme est fermé.
E3— Avec f(x) = (1-x)sini, f(10,1]) =]-1,1[. (On peut considérer x,, = § +2nx et xj, = —F +2nx.)

ca- tan(]-2,2[) -

S Continuité sur un segment

Théoréme

Une fonction contfinue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Ainsi, si a,be R tels que a< b et si f est confinue sur le segment [a, b], alors on a
c,d € [a,b) fels que f(c) = : ibr]lf et f(d) = : %)](f.
a, a,

Démonstration

o 1% étape : f est bornée
Si, par I'absurde, f n'est pas majorée, alors pour tout n e IN, on a x, € [a,b] tel que
f(xp) =n, et donc f(x,) — +oo.
Comme (x,) est bornée, d'aprés le théoréme de Bolzano- WeierstraB, on
a une exfractrice ¢ telle que (xym) converge. Alors, par continuité, (f (xn))
converge également, ce qui est contradictoire.
On montre de méme (ou en considérant — f) que f est minorée, et donc qu’elle est
bornée.

« 2¢ étape : les bornes sont atteintes

Soit M = sup, , f (Qui existe bien).

Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, on a (x,) € [a, b]N telle que
f(xn) — M.

Puis, par le théoréme de Bolzano-WeierstraB, on a une extractrice ¢ telle que (xpm)
converge vers c € [a,b] (passage des inégalités a la limite). Alors, par continuité,
f(xn) = f(O.

Par unicité de la limite, M = f(c) et le sup est atteint et est donc un max.

On montre de la méme maniére (ou en considérant —f) que la borne inférieure est
atteinte. O

Corollaire : Image continue d’'un segment

L'image d’un segment par une fonction confinue est un segment.
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Avec les notations précédentes, f éfant continue sur [a, b],

f(labl) =

in f, = ,f(d
I[glbrllfl[ggf](f] [f(0), f(@)]

Démonstration

D’apres, par définition, f(c) :r[nibr]lf et f(d) ZI[n%)](f donc
a, a,

f(la,bl) < [f(o), f(@)].
Ensuite, le théoreme des valeurs intermédiaire donne

[0, f@] < f(ic7dl) < f(la,b]). O

6 Continuité et injectivité

Si f est continue et injective sur un intervalle I, f est strictement monotone sur I.

Remarque

f peut étre injective sans étre strictement monotone (et donc sans éfre continue). Par
contre, une bijection continue est nécessairement strictement monotone.

Démonstration

Si f n'est pas monotone, alors on peut frouver x,y,z € I tels que x < y < z et
f e[f),f(2)]. c'est-a-dire soit f(y) > max(f(x), f(2)), soit f(y) <min(f(x), f(2).

Dans le premier cas, on peut tfrouver, par continuité de f et théoréeme des valeurs inter-
médiaires, y' €lx,y[ et y’ €ly,z[ tels que f(y) = f(y") € |max(f(x), f(2), f(»)[. ce qui contredit
I'injectivité.

Donc f est monotone. Linjectivité de f impose ensuite & la monotonie d’étre stricte. O

Si f est continue et strictement monotone sur 1,alors f(I) est donné par

I [a, b] [a, bl la, b] la, b|

f /| [f@f®] | |[f@limf] | |timf,f @] | |timflim |
N o s@] | Jimf g @ | [fontim ] | ]tim g lim |

(les limites existant bien).

LIMITES ET CONTINUITE DES FONCTIONS NUMERIQUES - page 20


http://sup3carnot.free.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 13 DECEMBRE 2017 MPSI

Démonstration

Le cas [a, b] est donné par I'image continu d’un segment et la monotonie de f.
Traitons le cas [a, bl Si f est strictement croissante, par exemple.

On a déjda que pour tout x € [a, bl, f(x) € [f(a),l%}mf[ avec libmf = ingf(x).
- - x<
Si, réciproquement, y e [f(a),l%}rpf[, alors y < sup f(x) donc on a xg € [a, b] tel que y < f(xp).

x<b
Alors y e [f(a), f(x0)], donc, par théoréme des valeurs intermédiaires (et continuité de f), on

a x € [a,xo] < [a,b[ tel que y = f(x). Donc f (la, bl) = [f(a),liblpf[.
Les autres cas se traitent de la méme maniére. O

Lemme

Si f est monotone sur un intervalle I et f(I) est un intervalle, alors f est contfinue
surl.

Démonstration

On traite le cas ou f est croissante.

Supposons dans un premier temps que x, n'est pas une borne de I. D'aprés le théo-
reme de la limite monotone, f admet des limites & gauche et & droite de x;, qu’on notera
flxy) = ﬁgff(x) et f(xf) = }2,£)f(x) telles que f(x,) < f(xo) < f(xg). Pour montrer que f est

continue en xy, il suffit de démontrer que f(x;) = f(xo0) = f (xg).

Si, par I'absurde, f(xy) < f(x0), posons a € I tel que a < xq (existe car xo n"est pas une borne
de D). Alors f(a) < f(xy) < f(xo).

Si on pose maintenant me | f(x;), f(xo)[ < | f(a), f(xo)[. comme f(I) est un intervalle, on a
cela,xol tel que m= f(c) < f(x5) = xigg)f(x) ce qui est contradictoire. Donc f(xg) = f(xo)

On montre de méme que f(x) = f(x]).
Si xp est une borne de I, une seule des deux limites suffit. O

Théoréme : Théoréme de la bijection

Soit f continue et strictement monotfone sur un intervalle 1. Alors
() f induit une bijection f de I sur J = f(I).
(i) f~1 est strictement monotone de méme monotonie que f.
(i) f~' est continue sur J.

Démonstration

L'application f: I — J= f(I) est bien surjective, et injective car f est stricternent monotone.
C’est donc une bijection.

Si, par exemple, f est croissante, et si y,y' € J tels que y <y, alors si f~1(y) = f~1(y'). par
croissance de f, y = y', ce qui est contradictoire. Donc f~1(y) < f~!(y'). Donc f~! est stricte-
ment croissante.

Comme f~! est monotone sur I'intervalle J et f~1(J) = I est un intervalle, f~! est continue
sur J d’apres le lemme précédent. O
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Remarques

R1— Si I,] sont des intervalles réels, une fonction f:1— J telle que
« f est continue sur I et injective est strictement monotone,

o f est monotone sur I et surjective est continue.
Par contre, on peut trouver des bijections de I sur J qui ne sont ni confinue, ni Mono-
tone.

R2 — Si on ne se place pas sur un intervalle, la réciproque n’est pas nécessairement conti-
nue. Par exemple, la réciproque de la bijection de f: [0,1[u[2,3] — [0,2[ telle que f(x) = x
si x<1, x—1sinon n’est pas continue en 1.

-~ -

Définition : Homéomorphisme

f:1— J est appelé homéomorphisme lorsque f est bijective et bicontinue, c’est-
a-dire f continue sur I et f~1 est continue sur J.

Le « théoréme de la bijection » se reformule alors en

Théoréme : Théoréeme de ’homéomorphisme

Toute fonction confinue strictement monotone induit de I sur J = f(I) un homéo-
morphisme.

||| BREVE EXTENSION AUX FONCTIONS A VALEURS COM-
PLEXES

La notion de limite s’étend, comme pour les suites, aux fonctions & valeurs complexes.
Pas de limite infinie possible, et une limite finie £ € C en ae R élément ou borne de I pour
f:I—Cs'écrit

Ve>0, AVeV(a), VYxel, xeV=|f(x)-¢|<¢

ou V est & adapter selon que a est fini (n>0...), +oo (A€ R...) OU —c0 (BER...)

Les propriétés ne faisant pas intervenir I'ordre sont toujours valables, en particulier la
caractérisation séquentielle.

La confinuité s’étend donc naturellement également aux fonctions & valeurs com-
plexes.

Si f:1—C avec I infervalle de R, ac R élément ou borne de I, ¢ = ¢, +i¢, € C.

Re f(x) — £,
flx) — 01 +1ly = x—a
T Imfx) — 2

f est continue en a (respectivement sur I) si et seulement siRe f et Jm f le sont.
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Démonstration

Immédiat en passant par les suites ou avec

|f00) — €7 = (Re f(x) - 01)% + (Tm f(x) - £2)°.

Remarque

Ainsi, Re(lim) = lim(MPRe) et IJm(lim) = lim(Jm) lorsque cela & un sens.
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