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Suites

Extrait du programme officiel :

Dans I’'étude des suites, on distingue les aspects qualitatifs (monotonie, convergence, divergence) des
aspects quantitatifs (majoration, encadrement, vitesse de convergence ou de divergence).

Il convient de souligner I'intérét des suites, tant du point de vue pratique (modélisation de phénoménes
discrets) que théorique (approximation de nombres réels).

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

c) Généralités sur les suites réelles

Suite majorée, minorée, bornée. Suite stationnaire,
monotone, strictement monotone.

Une suite (u,),ew est bornée si et seulement si
(lunl) e €8T Majorée.

d) Limite d’une suite réelle

Limite finie ou infinie d’une suite.

Unicité de la limite.
Suite convergente, divergente.
Toute suite convergente est bornée.

Opérations sur les limites : combinaison linéaire, pro-
duit, quotient,

Stabilité des inégalités larges par passage a la li-
mite.

Si (un)new CoNnverge vers ¢ >0, alors u, >0 4 partir
d’un certain rang.

Théoreme de convergence par encadrement.
Théorémes de divergence par minoration ou ma-
joration.

Pour ¢ € R, notation u, — ¢.

Les définitions sont énoncées avec des inégalités
larges.
Lien avec la définition vue en Terminale.

Notation lim u,,.

Produit d’une suite bornée et d’une suite de limite
nulle.

e) Suites monotones

Théoréme de la limite monotone : toute suite mo-
notone posséde une limite.

Théoréme des suites adjacentes.

Toute suite croissante majorée converge, toute
suite croissante non majorée tend vers +oo.

f) Suites extraites

Suite extraite.
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CONTENUS

Si une suite posséde une limite, toutes ses suites ex-
fraites possedent la méme limite.

Théoréme de Bolzano-Weierstrass.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Utilisation pour montrer la divergence d’une suite.
Si (uzy,) et (uo,41) TEendent vers ¢, alors (u,;) tend vers
/.

Les étudiants doivent connaitre le principe de la
démonstration par dichotomie, mais la formalisa-
tion précise n’est pas exigible.

La notion de valeur d’adhérence est hors pro-
gramme.

g) Traduction séquentielle de certaines propriétés

Partie dense de RR.

Caractérisation séquentielle de la densité.

Si X est une partie non vide majorée (resp. non ma-
jorée) de R, il existe une suite d’éléments de X de
limite sup X (resp. +o0).

Une partie de R est dense dans R si elle rencontre
tout intervalle ouvert non vide.

Densité de I'ensemble des décimaux, des ratfion-
nels, des irrationnels.

h) Suites complexes

Bréeve extension des définitions et résultats précé-
dents.

Théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Caractérisation de la limite en termes de parties
réelle et imaginaire.

La démonstration n’est pas exigible.

i) Suites particuliéres

Suite arithmétique, géométrique. Suite arithmético-
géométrique. Suite récurrente linéaire homogéne
d’ordre 2 & coefficients constants.

Exemples de suites définies par une relation de ré-
currence uy.1 = f(uy).

Les étudiants doivent savoir déterminer une expres-
sion du terme général de ces suites.

Seul résultat exigible : si (un) ey CONverge vers ¢ et
si f est continue en ¢, alors f(¢) =¢.

SUITES - page 2


http://sup3carnot.free.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 7 DECEMBRE 2017 MPSI

Table des matieres

| Definitions 4
T SUIteS . . e 4
2 \Variationdessuitesréelles . . . . . . . 4
Il Des suites particulieres 6
1 Suites arithmético-géométriques . . . . . . . . .. ... o 6
2 Relation de récurrence linéaire
A Ordre 2 . .. 7
Il Limite d’une suite réelle 9
1 Suitesconvergentes . .. .. . . 9
2  Limitesinfinies . . . . . . e e 11
3 Limitesetordre . . .. . . . . . 12
4 Opérationssurleslimites . ... ... . e 14
5 Comparaison dessuitesusuelles . . . ... ... . . e 16
IV Les suites monotones 18
1 Théoréme de lalimite monotone . . . . ... ... . . . . . . .. 18
2  Suitesadjacentes . . . . . e e e 19
V Suites extraites, théoréme de Bolzano-Weierstraf 20
1 Définition . . . e e 20
2 Proprietés . . . .. e 21
3  Théoréme de Bolzano-WeierstraB . . . . . . . . . . o o i 22
VI Ciritéres séquentiels 23
1 Caractérisation séquentielle des
bornes inférieure et supérieure . . .. ... ... . e 23
2  Caractérisation séquentielle
deladensité . . . . . e 24
VIl Extension aux suites complexes 25
VIl Suites récurrentes 27
T CaSQENEral . . . o 27
2 Caosd’une fonctioncontractante . . ... ... .. . . . . . . . 29

SUITES - page 3



LyCEeE CARNOT - DIJON HTTP://SUP3CARNOT.FREE.FR

I DEFINITIONS

1 suites

K désigne R ou C.

" Définition : suite
On appelle suite d’éléments de K toute famille d’éléments de K indexée par N,

c’est-a-dire toute application de IN dans K.
L'ensemble des suites d’éléments de K est notée KN,

N — K
Une suite d’éléments de K est notée OU (Uy) new OU (uy), OU (u,) MAIS PAS
n — uy
u, 11,
Une suite d’éléments de K définie & partir d'un certain rang (apcr) ny € N est une
application de [ny, +oo] dans K, notée (1) nsn, -

-~ -

Définition : opérations +, x et -

Sur KN on définit des lois +, x et - par, si u,ve KN et 1€ K,
e VnelN, (u+v),=u,+v,
e VnelN, (uxv),=u,xv,
e VnelN, (Au),=Au,

Les propriétés de ces lois sont les propriétés habituelles (pour + et x : associativité,
commutativité, éléments neutres, etc.)

Aux v=0=0),en 7~ u=00uv=0!

On dit que KN n’est pas intégre.

2 Variation des suites réelles

-~ -

Définition : Majoration et minoration de suites

Une suite ue RN est dite
e minorée ssi {u,, ncIN} |I'est ssi n— u, |'est ssi

dmeR, VnelN, u,=m.
e majorée ssi {u,, necIN} I'est ssi n— u, |'est ssi
IMeR, VnelN, u,<M.

o bornée ssi {u,, ne N} |'est ssi n— u, |'est ssi elle est & la fois minorée et majorée.
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Propriété : Caractérisation des suites bornées

u=(un),<cRN est bornée si et seulement si|u| = (|u,l), I’est si et seulement si

JAeR, VnelN, |u,l<A.

Démonstration

Déja démontré précédemment dans le cadre plus général des fonctions numériques.
|

Définition : Suites complexes bornées

(un), € CN est dite bornée si et seulement si (Ju,)),, € RN I'est.

Remarque

Cela revient a dire que tous les termes sont dans un disque centré sur I’ origine.

Définition : Monotonie des suites

Soit u une suite & termes réels. u est dite

e croissante ssivnelN, u, <u;.+1.

« décroissante ssiVnelN, wu,= u,,;.

« monotone ssi elle est croissante ou décroissante.

« strictement croissante ssivrnelN, wu, <u,.

« strcitement décroissante ssivnelN, u,> u,.1.

« strictement monotone ssi elle est strictement croissante ou strictement décrois-
sante.

o constante ssivnelN, wu,=u,+1(= up).

» stationnaire ssi elle est constante & partir d'un certain rang ie
AnpelN, Vn=ny, uy=upe1(=upy,).

Remarques

R1 - Cela n’aurait aucun sens pour des suites complexes non réelles.

R2 — De simples récurrence permettent de vérifier qu’il s’agit bien des propriétés homo-
nymes des fonctions associées & ces suites.

R3 — |l existe des suites ni croissantes ni décroissantes.
Exemple
(=1)™)5.

Celles qui sont les deux simultanément sont les suites constantes.

u 2 .
"+l 5 1 et u est décroissante

Ra— SivnelN, u, >0, uestcroissante si et seulementsi VvnelN,

Un
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si et seulement sivnelN,

Ne pas oublier de vérifier I'hypothése ! ! |
R5 — u est décroissante si et seulement si —u est croissante.

R6 — La sommme de deux suites croissantes (respectivement décroissantes) I'est encore. De
plus, elle I'est strictement si I'une des deux |’ était.

R7 — Le produit de deux suites positives croissantes (respectivement décroissantes) I'est en-
core.

“ DES SUITES PARTICULIERES

1 suites arithmético-géométriques

Définition
On appelle
(i) suite arithmétique de raison b € K toute suite vérifiant

VnelN, u,s1=u,+b
(i) suite géomeétrique de raison a € K toute suite vérifiant
VnelN, u,.1=au,
(i) suite arithmético-géomeétrique toute suite telle qu’on ait a,b e K tels que
VnelN, u,.1=au,+b

On dit que u est une suite récurrente linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

On a alors respectivement
M VneN, u,=uy+nb.
() YnelN, u,=upa”.

(i) Si @ est solution particuliere, les solutions sont les u = v+ @ ou v est solution de
(H) VneNlN, v, =av,, équation homogéene associee.
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Démonstration

(i) Parrécurrence.
(i) Parrécurrence.

(i) Si @ est solution particuliere, u est solution si et seulement si pour tout =,
(U—W)pe1 =alu—i),. D'ou le résultat. O

Résoudre (H) ne pose pas de probléeme. Pour la solution particuliere, il suffit de la
prendre constante ! c=ac+ b si et seulement si (1-a)c=b.

Le cas a=1 est le cas ().

Sia#1,ontrouve c= L

l1-a’
Les solutions sont donc de la forme ()La” + %) avec 1 € K. On peut ensuite exprimer
n
A al'aide de uy.

Exemple
VnelN, u,y1 =2—uy.
« Solution particuliere : (1).
« Solutions de I’équation homogéne : (A(-1)"), avec 1e K.
« Solutions générales : (1+A(-1)"), = (1+ (uo—1(-D1"),.
Autre rédaction possible : 1 est solution et u I'est si et seulement si pour tout n,

Uni1— 1= —(u, —1) si et seulement si pour tout n, u, —1 = (uy—1)(-1)" si et seulement si pour
tout n, u, =1+ (ug—1)(-1D".

2 Relation de récurrence linéaire
d’ordre 2

Définition
On dit gu’une suite ue KN est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 homogéne a
ccefficients constants lorsqu’il existe a, b € K tels que

VnelN, u,,»=au,.+buy,.

L'équation caractéristique associée est (E) r?> = ar + b.

Un peu comme pour les équations différentielles, on se demande quelles sont les solu-
tions géométrique (r"),:onaVvnelN, r"2=ar™!+pbr" ce quiest vérifié lorsque r? = ar+b.
Notons que I'on a facilement qu’une combinaison linéaire de solution I’est encore.

Ici, nous nous contentons de résoudre des équations homogénes.

SiVvneN, upio=au,.+bu, avec a,bekK, (E) r>=ar+b avec (a,b) # (0,0).
« Soit (E) admet deux solutions distinctes r; et r» dans K, alors les solutions sont
les suites pour lesquelles on a A,B e K fels que

_ n n
VnelN, u,=Ar +Br,.
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« Soit (E) admet une unique solution (double) r dans KK, alors les solutions sont
les suites pour lesquelles on a A,B € K fels que

VnelN, u,=A+nB)r".

« Soit (E) n‘admet pas de solution dans K, c’est-a-dire K =R et (E) admet deux
solutions complexes conjuguées pe*l® avec p >0 et 6 e R\nZ. Alors les solutions
sont les suites pour lesquelles on a A,B € R tels que

VnelN, u,=(Acos(nf)+ Bsin(nd))p"
c’est-a-dire pour lesquelles on a K, ¢ € R tels que

VnelN, u,=Kcos(nd+qe)p".

Remarques
R1- /\les e’* des équations différentielles deviennent des r” et il faut ici prendre la forme
tfrigonométrique des solutions de (E) et non la forme algébrique.
R2 — A et B se tfrouvent simplement en résolvant un systéme & |'aide de uy et u;.

R3 — De nouveau ici, les solutions sont les combinaisons linéaires de deux solutions non co-
linéaires. Donc connaissant deux solutions non colinéaires, on obtient toutes les solu-

fions.
R4 — Etre capable de retrouver les solutions réelles lorsque A <0 & partir des solutions com-
plexes.
Démonstration

« On a bien (1) et (r}) solutions. Réciproquement, on cherche A,B € K tels que

A + B = Uy . . . . .
et ce systeme a une unigue solution car son déterminant est
Ar1 + Bl‘g = U
1 1
=I2—n ?5 0.
rn nr

Alors avec cette solution, la formule est vraie pour n =0 ou 1.
Si, par récurrence d’ordre 2, elle est vrai pour un n, aux rangs n et n+1, alors

Unt2 = Qlpy1 + buy = a(Arf™ + Brl*Y) + b(Ar] + Brl) = A(ar, + b)r]' + B(ary + b)ry!

DoNC w42 = Arl'"*2 + Brl*2 car ry, rp sont solutions de (E).
« On vérifie qu’on a bien (r") et (nr™) solutions. Réciproquement, on cherche A,B e K
A = U . . .
tels que et ce systéme a une unigque solution car r # 0 car
(A + B)r up

(a,b) #(0,0).
Alors avec cette solution, la formule est vraie pour n =0 ou 1.
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Si, par récurrence d’ordre 2, elle est vrai pour un n, aux rangs n et n+1, alors

Upio = AUps1 + by = a(A+(n+1)B)r"" ' + b(A+ nB)r"

=(A+nB)(ar + b)r"* + Bar™!

Or r = ¢ (racine double) donc Bar"*! =2Br"*2,
DoNncC u,42 = (A+ (n+2)B)r"*2, ce qui établit la récurrence.
« Une suite réelle solution est un cas particulier de suite complexe solution. On va donc
POUVOIr écrire, avec A;, Ay, By, B, € R,
1y = Re(uy) = Re ((Al +iA)p"e"™ + (By +iBy) p”e_ing)
= ((A1 + By) cos(n6) + (B, — Ap) sin(nf)) p"

avec A= A;+B; et B=B; - A; qui décrivent R entier lorsque A; +iA, et B +iB, décrivent
C. O

I“ LIMITE D’UNE SUITE REELLE

1 suites convergentes

-~ -

Définition : Suite convergente

Soit (1) pe € RN,
On dit que (u,), converge vers ¢ € R si et seulement si

Ve>0, ANelN, Vn=N, |lu,—-¥¢|<e¢
ce qui est strictement équivalent &
Ve>0, ANelN, Vu=N, |u,—¥ll<e¢

On note alors u, — ¢.
Lorsqu’un tel ¢ existe, la suite (u,) est dite convergente. Sinon, elle est divergente.

Remarques
R1— ANeNN, Vn=N, setraduit par « A partir d’un certain rang ». u, — ¢ si et seulemttoptent
SiVe>0, APCruy €[l —¢,l+¢l.
R2 — Ici, N dépend de e.

R3 — On utilise toujours la version avec inégalité large. Celle avec I'inégalité stricte est a
réservé a des cas bien particuliers.

A partir d’un certain rang, tous les termes de la suites sont dans le segment [£ ¢, +¢],
et c’est valable pour ¢ aussi petit que I'on veurt.
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Un
+ +
l+e¢ ,
g aF 4L
¢ | + +
l—¢
+
n
N

Exemple

1 i 1 i 1
+—o0carsie>0, s<esin=|{]+1.

D up,—-0—=u,——-0<=|u,—¢—0.
(D) Siv,—0etvnel, |u,-¢<v,alorsu,—¢.
(i) Siu,— €, alors |u,| — |4|.

Démonstration

() La définition de la limite s’écrit de la méme maniére dans les trois cas, avec
lup—£€1-0|=u,—2|.

(i) Siv,—0etvneN, |u,-¢l<v,

Soite>0.OnaNelNtelquesins N, vyl =v,<e, etdonc Ju,—¢|<se.
Ainsi u, — ¢.

(iiiy Siu, — ¢, alors [luyl =121 < |u, — €] — 0 donc |u,| — |4 par (i). O

Propriété : Unicité de la limite

Siu converge vers ¢ € R, ¢ est unique appelé limite de u.
On note alors (et seulement si la convergence est démontrée) ¢ =lim u,,.

Démonstration
Siu,—tetu,—?¢, 6 soite>0,
Ona N,N eNtelsquesin=N, |un—€|s§ etsin=N, |un—€’|<£.
Donc si n = max(N, N, |€—£’| = |€—un+un—€’| slun—€|+|un—€’| <e.
=4
2

Si¢#¢', on peut prendre ¢ = et on obtient une contradiction. O

Exemple
(-1D™, n"a pas de limite sinon, pour tout e >0, |[1-¢|<eet|-1-¢|<sedonc ¢=1et ¢ =-1.
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Propriété : Caractére borné d’une suite convergente

Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.

Démonstration

Siu, — ¢,avec e =1, a partird’'un certain rang N, u, € [¢ —1,¢ +1] donc u est bornée.

Pour la réciproque : ((-1)"),,.

Corollaire

Une suite non bornée diverge.

Démonstration

C’est la contraposée.

Exemple
(Mn, 2"y, etc.

2 Limites infinies

Définition : Limite infinie
« On dit que (u,), € RN diverge vers +co lorsque
VAeR, INeN, Vn=N,
ou de maniéere équivalente
VA=0, ANeN, Vn=N,

On note alors u,, — +oo ou lim u,, = +oco.
« On dit que (u,),, e RN diverge vers — lorsque

VBeR, ANelN, Vn=N,
ou de maniéere équivalente
VB<0, ANeN, Vn=N,

On note alors u,, — —oco OU lim u,, = —oo.
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Remarques
R1— up—+o00ssiVAeR, QpCr uye€[A, +ool.
U, — —o00 Ssi VBeR, QPCr uy € [—o0o, Bl
R2 - U, —» —0c0o < —u, — +oo.

R3 — Si u, — +oo, alors (u,), est minorée et Si u,, — —oco, alors (u,), est majorée.

Exemple

n— 4oo (1), n? - +oo.

3 Limites et ordre

Propriété : Passage des inégalités a la limite

Siu,veRN telles que u— ¢eR et v— ¢ e R et si & partir d’un certain rang u, < vy,
alors ¢ </,

Si on suppose a partir d’un certain rang u, < v,, I'inégalité devient large a la
limite : ¢ < ?'.

Démonstration

Soit £ > 0.
On a Ny, N>, N3 € N tels que

o Sin=Ny, lu,—01<3,

e Sin=No,

v =0 < T
e Sin=N3, u,<v,.
Alors si n=max(Ny, N2, N3), € = § <up<vp<l'+5.
Ainsi, Ve>0, ¢—-/¢ <e.
Donc ¢—-¢" minore R}, donc ¢-¢'<infR} =0, d’ou le résultat.

Contre-exemple pour I'inégalité stricte : si u, = 5 et v, = 1, alors pour tout ne IN*, u, < v,
et les deux suites tendent vers 0. O

Siue RN tel que u, — ¢ € R et ac R, alors
e Si¢>a, apartird’un certain rang u, > a.
e Si¢<a,apartird’un certain rang u, < a.

Démonstration

Si ¢ = +00, Cc’est la définition (quitte & prendre A=a+10uU B=a-1).
Si /e R, on choisit e = |£ - al.
e Si¢>a,apartird’un certainrang, lu, —¢|<¢—adonc u,>¢—(¢—-a) = a.
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o Si¢<a,dpartird’un certainrang, lu,-¢l<a—-¢ donc u,<l+@a-¢)=a. 0O

Corollaire

Siu, — ¢ >0, alors & partir d’un certain rang u, > 0.

Théoréme : Limite par encadrement

() Siu,v,weRN etveR tels que
o v/
o w—/(
e 4 partir d’un certain rang, v, < u, < wy,
alors u—¢.

(i) Siu,veRN telles que
e ) — +00
e 4 partir d’un certain rang, u,, = v,
alors u — +oo.
(i) Si u,we RN telles que
o W — —00
e 4 partir d’un certain rang., u, < wy,
alors u — —oo.

Démonstration

() Soif &> 0.
On a Ny, N>, N3 € IN tels que
e VYn=N;, |lv,—fl<e¢
e Vn=N,, |w,—/¢l<e¢
e Vn=N3, vy<up<wy
Alors si N=max(N;, No, Ns)e N et sin= N,

l—e<vy<up,<w,<fl+e¢

donc |u, - ¢|<e.
(i) Soit AeRR.
On a Nj, N> e N tels que
e Vn=N;, vy,=2A
e Vn=Ns3, u,=vy,
Alors si N=max(N;, No)e N et sin= N, u, = A.

(i) —w— +o0o et apcr —uy, = -w, donc, par (i), —u — +oo donCc u — —co. O
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4 oOpérations sur les limites

Soient u,ve RN,
M SireR etu,— R, alors Au, — A¢.
(i Siu—0 et v bornée, alors uv — 0.

(i) Si u — +o0o0 et v minorée, u+ v — +oo.

Démonstration

@ Si A=0, c’estimmédiat. Sinon, soif £ > 0.
OnaNelNtelquesin=N, |u,—¢|<¢=... (O déterminer)

n . £
Alors si n= N, [Au, — A=Al lu, — €1<|Algg = en choisissant g = o > 0.

(i) Ona M >o0tel que pourtout nelN, |v,| <M.
Alors si ne N, |upvy| = luyllv,l < M|uy,| — 0 d’apres (), donc u, v, — 0.
(i) Soit AceR.Ona NelNtelquesin=N, u, = Ay =... (G déterminer)
On a meR tel que pour tout ne N, v, = m.
Alorssinz N, up+v,zAg+m=Aenprenant Ay=A-meR. O

Siu—¢,eR etv—0,eR, Ae R, alors lorsque ces opérations sont bien définies,
* U+UV— 51 + (2
°* UV — 51[2

Remarque

Dans les cas douteu, il peut se passer tout et n‘importe quoi.
Par exemple, pour 0 x (+oo) :

a
o —xn?®—+oo s —xn—a
n n
N T (-1)" , -
n . x n| Nn'apas de limite.
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Démonstration

o Cas fini

* Siu,—¢,eRetv,—¢,cR,alors u,+v, — 01 +5:

Soite>0.Ona N;,N,eINtelquesinz Ny, lup—lil<seg=5efsin=N,, [1,- 01| <& =

Alors si N =max(N;,N,)eINetsin=N,

I(un+vn)—(€1+€z)lﬁlun—hlﬂvn—leseo%l=8

* Siu,—l;eRetv,— 0 cR, alors u,v,, — 014, :

lupvn —0102] = Uy — 1) vy + €1 (v — £2)]

< |lup — 41| [Vl +|vp—£0o| €] —0
[T N—~—— e ——
—0 CV donc bornée . —0 borné

J

- -~

—0 —0
en utilisant la somme des limites. Donc u, v, — ¢1¢>.
o Cas infini
*x Siu;, — ¢ e€RuU{+o0} et v,, — +oo, alors u, + v, — +oo :

u est minorée et v — +o0.
* Siu,—¢eRuU{-oo} et v, — —oo, alors u, +v, — —co:

—u——-¢eRU{+oo} €t —v — +oo, dONC —u— v — +oo0.
* Siu, —eR;U{+oo} et v, — +o0, alors u,v, — +oo:
Soit m >0 tel que m < ¢ (par exemple g si ¢ est finie, 1 sinon).

Ona N;eN telsque sinz= Ny, u, =m>0.

. . A
Soit A=0.Ona N, e N tel que si n= N, U”BAOZE'

. A
Alors si n = max(Ny, Na), up,v, =m—=A.
m

* Siu, —leR*uU{-o0} et v,, » —oc0, alors u, v, — +oco:
—u——¢eR} U{+o0} et —v — +00, dONC uv = (—u)(-v) — +oo.

* Siuy,—eR* u{-oc} et v, — +oo, alors u,v, - —co:
—u——¢eR} U{+oo} et v — +oo, dONC —uv = (—u)v — +oo.

* Siu, — £ eRXU{+oo} et v, — —c0, alors u,v, - —oco:

u—¢eR} U{+oo} et —v— +oo0, dONC —uv = u(-v) — +oc0. 0O

Remarque

£
5

On refrouve que si u bornée et v — 0 alors uv — 0 : on a M tel que |ul < M et alors

luv| < M|v|— 0 donc uv — 0.
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|
, — . y , 1 — si¢ finie
e Siu,—¢eR , alors & partir d’un certain rang, u, #0 et — — < ¢
Un 0 sinon
, . ., . 1
e Siu,— 0 etapartird’un certain rang u, >0, alors — — +oo.
Un
, R ., . 1
e Siu, —0 et apartird’un certain rang u,, >0, alors — — —oo.
Un
Démonstration
1] 1|

e Si un—»le]R*,lunl—»|€|>7>0donc on a N € IN tel que si n;N,lun|>7>0eTen
particulier u,, # 0.

Sin=N, ,
1 1 U, — 2
___‘:| n |<_2|un_€|ﬁ0
up O lunllll e
1 1
donc — — -.
up, ¢
. . 1 1
* Siu,—+occete>0,0naNeNtelquesin=N, u,>1>0 Alors | —|=—< 1 =¢
Uy u, =
: 1 1 €
e Siuy——-o0o, ~-u—+ooet —=—— —0.
u —Uu 0 .
o Siu,—0" eTA>0,onc1Ne]N’rquuesin;N,|un|=un<Zdonc_BA_
Up
: 1 1
e Siu,—0,-u—»0tet—=———-co. O
u —-Uu

5 Comparaison des suites usuelles

Propriété : Convergence des suites géomeétriques

Soit g € R.
e Sig=1,q"—1.
 Silg|<1, 9" —0o.
e Sig>1, q" — +oo.
e Sig<-1, (g™ n’apas de limite. Si g < -1, la suite n’est ni majorée, ni minorée.

Démonstration

. Sig=1,o0k

e Silg|<1.]q"|=|q|" =e"™lal - o.

e Sig>1,q"=e""9 - 100,

¢ Sig<-1, ¢°f - +o00 et g?F*1 — —co donc (g™ Nn’est ni majorée, ni minorée. En particulier,
elle n'a pas de limite. O
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Propriété : Critere de d’Alembert

Soit u une suite réelle a termes strictement positifs. On suppose que

Un+1
L leRTU{+ool.
Up

e Si¢<1,alors u, —0,
e Si¢>1,alors u,, — +oco.

e Si¢=1, c’estle cas douteux : on ne peut rien conclure.

Démonstration

! 0 R " 7 f u
« Si ¢ <1, soit g tel que ¢ < q<1. A partir d’'un certain rang ng, on a L < g donc
Un
Un+1 < quy. Alors, par récurrence, si n=ny, 0< u, < g" "™ u,, — 0. Donc u— 0.

« Si ¢>1, soit g tel que 1< g < ¢. A partir d’'un certain rang ny, on @ % > g donc

n
Un+1 = quy. AlOrs, par récurrence, si n = ng, u, = q" "™ u,, — +oo. DONC u — +oo.

n+l

L
—letn—+oo. Bl —1etl—0 O
n

Remarque

Intéressant lorsque u, s’ écrit avec des produits/exposants.

Exemple

n! — +oo.

Propriété : Croissances comparées

Soient a,f>0, g > 1.
InPn<«n®<q"<nl<n"

ol u < v signifie £ — 0 et on dit alors que u est négligeable devant v.

Démonstration

« Par croissances comparées des fonctions, on a déja Inf n < n* < g".
n

e Siu,= 9 >0 alors 2+ — __ 0 < 1. Par critére de d’Alembert, u,, — 0.
n! Up (n+1)
n

n n!
e n!=2x---xn<n”l=—donc — —-0. O
n n"
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|V LES SUITES MONOTONES

1 Théoréme de Ia limite monotone

Théoréme : Théoréme de la limite monotone

Soit ue RN une suite croissante (respectivement décroissante).

(D) Siu est majorée (respectivement minorée) alors u converge vers sup u,, (respec-

, nelN
tivement inf u,,).
nelN

(i) Siu n’est pas majorée (resp. minorée), alors u — +oo (respectivement u — —oo).

Démonstration
Soit E = {u,, ne N} cR. Alors E # @. On suppose u croissante (si u est décroissante, il suffit
d’appliquer les résultats & —u qui est croissante.)
() Si uest majorée, ¢ =sup u, =sup E existe. Soit £ > 0.

Par caractérisation de la borne supérieure, on a N e N tel que ¢ —¢ < uy (¢ — e ne majore
pPas u).

Alors par croissance de u,

VnzN, {-e<sunsupssupup,=¢</l+¢
doncvn=N, |u,-?|<e.
Finalement, u,, — ¢.

(i) Si u non majorée, soit Ae R. A ne majore par u donc on a N e N tel que uy = A.
Par croissance de u, Vn=N, u,=AdonC u— +oo. 0O

Corollaire

Si u est une suite croissante majorée (respectivement décroissante minorée), alors
VnelN, u,<limu (respectivement u, =limu).
De plus, les inégalités sont strictes en cas de stricte monotonie.

Démonstration

lim u = sup u (respectivement infu.)
Si u croit strictement, pour tout ne N, u,, < uy,1 <limu. O
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2 Suites adjacentes

Définition : Suites adjacentes

Soient u,ve RN, u et v sont adjacentes si
e u est croissante,
« v est décroissante,

e v—u—20.
Exemples
B 1
El—Sn=Zﬁ=1+i+---+#e1'8’,l=5n+%.
k=1
1 1 1 =il
S,) est croissante et sin=0, S5 .. -§ = + - — = < 0 donc (§8)) est
;fl) . . nel T b 12 o+l n n(r+l) (Sn)
écroissante.

1
Deplus S-S, = - — 0.
Donc (S,) et (8)) sont adjacentes.

E2— Si xe R, les suites d’approximation décimale par défaut et par exces (d,(x)) et (D, (x))
sont gjacentes.

Siu, v sont adjacentes avec u croissantes, alors u et v convergent vers une méme
limite ¢ eR etvVneNlN, u,</?<uv,, lesinégalités étant strictes si u et v ont strictement
monotones.

Démonstration

Soit w,, = v, — u,. Alors par opérations, w est décroissante et w, — 0 donc pour tout ne IN,
wy =0, c’'est-a-dire u, < v,.

Ainsi, pour tout n e N, uy < u, < v, < vy donc u est croissante majorée par vy et v est
décroissante minorée par uy et donc ces suites convergent. Comme v, — u,, — 0, les limites
sont égales et I'encadrement découle des propriétés des suites monotones. O

Remarque

On a alors pour tout n, |uy, — 2| < v, — uyl = v,—u, ce quidonne des information intéressante
sur la vitesse de convergence : plus v— u converge rapidement vers 0, plus u converge
rapidement vers ¢.

Cela permet aussi de connaitre un rang a partir duquel u, est une approximation de ¢ a
une précision donnée.
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Exemples

E1— Approximations décimales : |d,(x) — x| < D, (x) — d,(x) = 107" : convergence trés rapide
(au moins exponentielle).

Si on veut n décimales, on calcule d,,(x) (évidemment D).

2

no1 too 1 2 T
Sn_g

E2— Sp=) 55— 3= L Vule calcul précédent, pour tout n,
s ks S ke 6
est (au moins) en < donc plutét lente.

Si on veut n décimales, on calcule... Sygn !

1
< —. La converge
n

e3 — Dichotomie : On construit des segments emboités en divisant leur taille par 2 & chaque

L (1
étape : I = [a, b]. pour tout n, I,,,1 < I,, avec ¢(I,1) = (n)

,avec I, = [ay, byl.

Alors (ay), (by) sont adjacentes, () I, = {¢} et la convergence de (a,) et (by,) vers ¢ est
nelN

. b-a N .
au Moins en e donc trés rapide.

VSUITES EXTRAITES, THEOREME DE BOLzZANO-
WEIERSTRASS

1 Définition

Définition : Suite extraite

Soit u € RN, On appelle suite extraite ou sous-suite de u toute suite v e RN telle
qu’il existe ¢ :IN — IN strictement croissante felle que Yrne N, v, = ugyw.
¢ est appelée extractrice.

Exemples
E1— (Uzn)y = (Uo, U2, Uy, ...)
E2 - (U2n+1)p = (U1, U3, Us,...)
E3 — (usn)y = (uo, us, Us, -..)

E4 — (unz)n = (ug, Uy, Uy, Ug,...)

Remarque

Suite extraite d'une suite exiraite : si ¢ et y sont des extractrices, (v,) = (upm) et

(wn) = (Vym)-
AlorsvnelN, w,= Ugoy (n) # Uyop(n) I
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Exemple
v o= (uzp) = (up U ususug...) e w = (v2) = (vo,v1,V4,09,...) aQlOrs

w = (uO) up, u8)---) = (u2n2) # (U(Zn)Z)-

2 Propriétés

Lemme

Si ¢ est une extractrice, alors¥Y nelN, ¢(n)= n.

Démonstration

Par récurrence simple, c’est vrai pour n=0 et si c’est vrai pourun ne N, p(n+1) > @(n) = n
donc ¢(n+1)=n+1 caron est dans IN. O

(D) Toute suite extraite d’une suite (strictement) croissante, (strictement) décrois-
sante, majorée, minorée, bornée, constante, stationnaire I’est encore.

(iD Toute suite d’une suite extraite d’une suite u est une suite extraite de u.
(i) Si u— ¢ € R, toute suite extraite de u tend vers ¢.
(iv) Réciproquement, si uzp, — € €t usps1 — ¢ avec ¢ € R, alors u — ¢.

Remarques

R1— (iv) se généralise pourvu qu’on ait un nombre fini de suites extraites qui recouvrent
fous les termes de u.

R2- Une limite d’une suite extraite s’appelle une valeur d’adhérence de u. Les suites
convergentes n‘en ont qu’une!

R3 — La propriété (i) sert & parfois & montrer qu’une suite Nn'a pas de limite : il suffit de
frouver deux suites extraites n’ayant pas le méme comportement asymptotique.

Exemple
(=D".

Démonstration

(M Pour wu croissante, par exemple : si n € N, ¢mn+1) > ¢@Hn donc

Up(n+1) = Up(n)-
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(i) Voir remarque précédente.

(i) SiceR,soite>0.OnaNelNtelquesin=N, |u,—-¥¢|<e.
Alorssin=N, ¢(n)=n= N et |upm — €| <& donc upm — ¢.

Si u, — +oo,50it AcR.Ona NelN telque sin=N, u, = A.
Alorssin=N, p(n)=n= N et uy) = A doNC Uy — +oo.

Si u, — —oo0, —u, — +oo...

(iv) PourZeRR. Soite>0.Ona N;,N,eINtelsquesinz Ny, lusp,—fl<eetsin=Ns, lusp1 — ¥l <e.
Alors si n= N =max(2N;,2N, + 1),
e soit n est pair et n=2k avec k= Ny,
e sOit n estimpairet n=2k+1 avec k= N,
donc |u, - ?| <e.
Donc u, — ¢.
ldemsi ¢ =+co. 0O

Exemples

n (_1)k
E1— (Sp) =
5%

convergent vers une méme limite.

) converge : on montre que (S2,) et (San+1) SONT adjacentes, donc

Remarque : Théoreme spécial sur les séries alternées

n
SESTERN (-1)*a; avec (a,) décroissant et tendant vers 0, alors (S,,) converge.
k=0

- . no1) 1
E2 — Série harmonique : (H,) = Z p diverge. Hy,—Hy, = 5 donc (H,) ne peut pas converger.
k=1
Comme c’est une suite croissante, H,, — +oo.

3 Théoréme de Bolzano-WeierstraB

Théoreme : Théoreme de Bolzano-Weierstraf

De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

Démonstration

ue RN bornée.
 lére étape : Dichotomie. Comme u est bornée, on a ay < by tels que pour tout ne NN,
ap < u, < by.

, ag+b , , , ,
Soit ¢g = 0" 0 parmi les segments [ay, ¢yl et [cy, bpl. AU Moins |'un des deux contient

une infinité de termes u,,. Soit [a;, b;] ce segment.
Puis, par récurrence, on construit de la méme maniére deux suites (a,), et (by,), telles
que pour tout ne N,
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* ay < api1 <bpi1<by,
by —ay
2
* le segment [ay,, b,] contient une infinité de termes u,,.
by — ag

* bpi1—ap+1 =

AlorsvnelN, b,—a,= — 0 et (a,), et (by), sont adjacentes.
Elles convergent donc vers une méme limite ¢ € R.

« 2éme étape : Extraction. On construit ¢ : N — IN strictement croissante telle que
VnelN, upnm € lan, byl
* (p(O) elN: Up(0) € [a(),b()].
* o) €{p>¢0) | uy€lai, bil} qQui existe car [a;, b1] contient une infinité de termes w,,.
* puis par récurrence, ayant trouvé ¢(n-1),

pme{p>pn-1) | uy€lanbnl}

qui existe car [a,, b,] contient une infinité de termes uy.
Par construction, (u,(n)) est une suite extraite de u.

« 3éme étape : Conclusion. On a alors par définition,
VnelN, a,<upmn <by

donc par encadrement uy, —¢. O
2¢ méthode : En extrayant une suite monotone.
On considére les termes de la suite comme des immeubles au bord de mer ( en +oo).
Deux catégories :
« Ceux qui ont vu sur la mer, c'est-G-dire u, tel que Vp>n, u,<up.
e Lesautres: u, telque Ip>n, u,=u,.
Alors
« soit il y a une infinité de termes de la premiére catégorie, et il vont former une suite
extraite décroissante.
« soit il y en a un nombre fini et & partir d’un certain rang, tous les termes seront de la
deuxiéme catégorie, ce qui permet de former une suite extraite croissante.
Dans tous les cas on extrait une suite monotone et bornée, donc convergente.

Vl CRITERES SEQUENTIELS

1 Caractérisation séquentielle des
bornes inférieure et supérieure
Rappel :

Soit A partie non vide R, a, € R.

VxeA x<a
a=supA<—

J(a) € AN, a,—a
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VxeA x=p0
p=infA <
H(Qn)nEA]N» an_’ﬁ

Démonstration

Voir chapitre précédent. O

2 Caractérisation séquentielle
de la densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si tout réel est limite
d’une suite d’éléments de A.

Démonstration

* (=):SixeR, pourtout neIN*, on a a, € Atel que x—+ < a, <x++ car A est dense dans
R. Alors, par encadrement, a, — x.
(<) : Sitout réel est limite d’une suite d’éléments de A, et si x < y. Soit (a,) € AN telle
que a, — 5¥. Avec e = £*, on a un rang & partir duquel
Y= X+ y y—x X+ y y—x

n<_

2 2 2 2

=Yy

avec a, € A. Donc A est dense dans R. O

Corollaire

() Tout réel est limite d’une suite de rationnels et d’une suite d’irrationnels.
(i D est dense dans R.

Démonstration

(i) : il suffit de prendre une suite d’approximations décimales. O
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V“ EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

Notation
Soit z = (z,) e CN, On note
o Ne(z) = (Re(zy) € RN o z=(z,) eRN
 Jm(z) = Jm(z,)) € RN o |zl =(lz,) e RN
Définition
Une suite (z,) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si |z, — ¢| — 0, C’est-
a-dire
Ve>0, ANeN, Vn=N, |z,—-¢|<e.
Remarques

R1 - Pas de limite infinie dans C. On peut au mieux avoir |z,| — +oo.

R2 — Les propriétés sur les limites (opérations, une suite convergente est bornée, etc.) sont
les méme que sur RR.

Par exemple, si z,, — ¢ et z}, — ¢', alors

|znz), — 00| <|zn—0l|2,| +1¢1|2, - ¢| = O...

Soit (z,) eC" et ¢ € C.
(D zp— €<= NRez, —NRelet Jmz, — Im/l
(i) zp— € = lzyl — 1€].

La réciproque est fausse pour ¢ #0, mais z, — 0 < |z,| — 0.

Démonstration

() o [Rezy,—Rel|=Re(z, - )<z, — | . |zn—€|=\/(mezn—%e£)2+(3mzn—jm£)2
o |Jmz,—Jml| = |Im(z,—0)|<|z,—¥|

(D llzal =14l <lzn—€1 O

Rappel :

Définition

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s’il existe M € R* tel que
VnelN, |z,l<M.
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Toute suite complexe convergente est bornée

Démonstration

Si z,, — ¢, alors |z,| — |¢| donc la suite réelle (|z,]) est bornée donc par définition (z,) I'est
QuUSSi. O

Propriété : Suites géométriques

Soit ge C.

Sig=1,q"—1.

Silg|<1,q"—o.

Silg|>1. (g™ n’est pas bornée et donc diverge.
Silg|=1 et q#1, (g™ diverge en étant bornée.

Démonstration

e Sig=1:0k

Si|g|<1.|q"-0|=]g|" — 0 donc g™ —o0.

Si|g|>1.|q"| =|q|" — +co donc (g") est non bornée et diverge.

Si|g|=1et g#1,0ona0elo,2n[tel que g =¢’. Alors |g"| =1 donc la suite est bornée (on

reste sur le cercle trigonométrique) et si g = el — ¢, alors |¢"| =1 — |¢] = 1 par unicité
n+1
de la limite. En particulier ¢ #0 et g = qqn

~7= 1 ce qui est contradictoire. O

Remarque

En particulier, si 8 ¢ a7, les suites (cos(nh)), et (sin(nh)), divergent. En effet, si I'une conver-
geait, a I'aide de cos((n+1)0) ou sin((n + 1)), on obtient que I'autre converge aussi et alors
(ei"?) convergerait également.

Théoreme : Théoreme de Bolzano-Weierstraf

De toute suite complexe bornée on peut extraire une suite convergente.

Démonstration

Si (z,) est bornée, alors soit (x,) = Rez,) et (yn) = Omz,). Ces deux suites sont bornées.
Par le théoréme réel, on peut extraire une suite convergente (x,) de x. Puis (yym) est
bornée en tant que suite extraite d’une suite bornée, on peut donc en extraire une suite
convergente : (ygop(m). Alors par extraction, (xge.yn) st €galement convergente et donc
(2poy(n)) CONVErgeE. O

SUITES - page 26


http://sup3carnot.free.fr

J. LAROCHETTE VERSION DU 7 DECEMBRE 2017 MPSI

\/“l SUITES RECURRENTES

1 cCas général
Le but est d"étudier les suites récurrentes réelles d’ordre 1 générales :
VnelN, upi1=f(uy)

avec f:D—R.

Siu,— ¢e€D etsif est continue en ¢, alors f(¢)=¢ (¢ est un point fixe de f).

Démonstration

Unicité de la limite avec u,.1 — ¢ et f(u,) — f(£). O

« On commence en général par faire un dessin, et par voir quelles propriétés vérifient
directement la suite.

« Ensuite, les premieres choses a cibler sont les intervalles stables par f : I tel que
fhcl
Alors, par récurrence, si a partir d’un certain rang u,, € I, 1a suite est bien définie et
VYnz=ng upecl.
Vu la proriété précédente, bien souvent, I'une des bornes de l'intervalle sera un
point fixe de f. (Il faut donc chercher les points fixes!)
On pose en général g(x) = f(x) — x : les points fixes de f sont les zéros de g.
Il faut aussi s’assurer que la suite est bien définie !

« Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f.
* La monotonie de la suite peut se trouver directement en remarquant que
Unt1— Un = f(uy) — u, = gluy) : il est donc primordial de connaitre le signe de g.
* Sl f est croissante sur I stable par f et u,, € I, alors (1) ,>,, €5t Monotone.
(Si ny < Uny+1, 1€ g(un,) =0, pour tout ne N,

Un = fn—no (uno) S fn—no (uno+1) = Up+1
et Si upy = tny+1. 1€ g(un,) <0, pour tfout neN,
Un = fn—no (ung) = fn—no (uno+1) = Ups1.)

* Si f est décroissante sur I stable par f et uy,, € I, alors (U2n) 50 €1 (Uz2n+1) ) mo-1 sont
“2 ZTa

monotones, de monotonie contraire. Elles sont en fait solution de v+, = fo f(v,)
avec fo f croissante.

Lorsqu’elles convergent vers une méme limite (c’est-a-dire qu’elles sont adja-
centes), alors (u,) converge vers cette limite. Notons que les points fixes de f
sont des points fixes de fo f (mais la réciproque est fausse en général.)
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Exemples
2
u;+8
E1— upeRetvnelN, u,. = "6
x?+8 x2-2x+8  (x-2)(x—4)

On pose donc f(x) = etgx)=fx)—x= . En particulier, les

points fixes de f sont 2 et 4. f est paire, continue, dérivable sur R et f': x— 3. Les suites
(uy) sont toujours définies sans probleme.

—00 -4 -2 0 2 4 +00
+00 +00

\ A 4/’
fx) o~ 2 2/

X

g(x) + 0 - 0 +

87”!”‘”[”'”5 . .
— v reE)

— y=zx

Intervalles stables intéressants : [0,2[, 12,4] et 14, +ool.

. uy €[0,2[ stable par f,donc Vn=1, u,cl0,2].
Comme f est strictement croissante sur [0,2[, par récurrence, u,y1 — u, A le méme
signe que u; — u; = g(up) > 0, donc (uy,),s1 est strictement croissante. Remarquons
qu’ici, on a méme (uy) »=o Strictement croissante.
Comme (uy) est croissante et majorée par 2, elle converge vers ¢ € [0,2]. Comme f
est continue, ¢ est un point fixe de f, donc ¢ =2.
(un — 2 en croissant strictement. |

. [Si Ug €] — 4, —2[u]2,4[,] u; €12,4[ stable par f,donc Vrn=1, u,¢€l2,4[.
Comme f est strictement croissante sur 12,4[, par récurrence, u,41 — u, A le méme
signe que u; — u; = g(uy) <0, donc (u,),=1 est strictement décroissante.
Comme (uy),=1 est décroissante et minorée par 2, elle converge vers ¢ € [2,4].
Comme f est continue, ¢ est un point fixe de f. Commeona ¢<u; <4, ¢=2.
(un — 2 en décroissant strictement au moins & partir du rang 1.}

. [Si Uy €] — oo, —4[U]4, +oo[,] u; €14, +oo[ stable par f,donc Vn=1, u,c€l4,+ool.
Comme f est strictement croissante sur 14, +ool, par récurrence, u,+1 —u, Ale méme
signe que uy — uy = g(uy) > 0, donc (u,),=1 €St strictement croissante. Remarquons
qu’ici, on a méme (uy) >0 Strictement croissante.
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Si u, — ¢ € R, comme f est continue, ¢ est un point fixe de f. Comme ¢ € [4,+ool,
¢=4. Or4<u <¢ ce quiest contradictoire.

Comme (uy) =1 €St croissante et non convergente, u,, — +oo.

(un — +o0 en croissant strictement |

e Si [uo €{-22,¥n=1, u, =2.]

e Si [uoe{—4,4},\1n>1, un:4.]

E2— upeRet up1=1-uy,.

2.0 -

— y=1l-z

15} y—z . e n.-———|————

1.0F -

0.5f -

0.0

—0.5F -

—1.0f -

—1.5F -

-2.0
2

2 Cas d’une fonction contractante

" Définition
Une fonction f est dite contractante sur un segment [a, b] si et seulement si on a
k<1ltelque Yx,x'€la,bl, |f(x)-f(x)|<k|x—x|.

Cela se traduit graphiquement par le fait que les pentes des cordes ne sont « pas trop
élevées »,

Cela est interessant si I = [a, b] est stable par f. Si c’est le cas, si £ € [a, b] point fixe de f
(on peut montrer qu’il existe et est nécessairement unique), si uy € [a, b] stable par f, alors
vnelN, u,cla,b] et

VreN, lup—2=|fun-1)—fO|<klup1-€1<--<k™ug—01—0

Donc directement u, — ¢, on a méme une convergence exponentielle.
On peut parfois conclure rapidement gréce a I'inégalité des accroissements finis :

Théoreme

Soit f:la, bl — R, avec a< b. On suppose que
» f est continue sur [a, b]
o f est dérivable surla, bl
« OnakeR" telque VY xela,bl, |f'(1)|<k.

Alors ¥ x,x' € [a,b], |f(x)-fx)|<k|x-x.
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Démonstration

Admis provisoirement, O

Remarque

On peut démontrer que si ¢ est un point fixe de f dérivable, alors
* si|f'(0)] <1, le point fixe est attractif,
o si|f'(0)| > 1. le point fixe est répulsif,
o si|f'(0)| =1, c’est le cas douteux. Tout peut arriver.

Exemple

1
upeR* etvnelN, Un+1 =2+ —.

n

Par récurrence, (u,) est définie et u,, >2 & partir durang 1.
fix—2+ % est définie sur R*, paire, décroissante sur R*.

[2,+oo] est stable par f et comme u; € [2,+00[, V=1, uye(2,+ool.

i i i i i i i I I N
-4 -3 -2 -1 o] 1 2 3 4 5 6 7

f(x) = x <= x> -2x>-1=0 et une rapide étude de fonction montre, d I'aide du théoréme
de la bijection, qu’il y a un unique point fixe a € [2, +oo[ pOuUr f.

. L . 1
f est continue sur [2,+oo[, dérivable sur |2, +ool et si x> 2, f'(x) < 71(< 1).
D’apres I'inégalité des accroissements finis,

Vx,x' €[2,+00l, |f(x)-f(x"] <le|x—x'|.

On en déduit que Yne IN*, |u, —al< (i)”_1 lu; — al donc (plutdt rapidement.)

Remarque : Fractal de Newton

on itére une suite qui doit converger vers I'une des racines de X° -1 et on colore le point
suivant cette racine (dégradé pour la vitesse de convergence.) Cela met en évidence la
notion de bassin d’attraction.

Pour f dérivable, il s’agit de considérer

_ f(un)
f,(un)

Up+1 = Up
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Avec P(X)=X8+15X*-16:
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Lapin de Douady avec P(X) = (X-1) (X -a+3) (X +a+3) oU a=—0,00508 +0,33136i :
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