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Suites numériques

Soit K =R ou C.
Une suite peut étre vue comme une famille (1) neny € KN ou comme une applica-
tion n€ N — u, € K, c’est équivalent.

N — K
On peut alors noter ou (Up) e ou (uy), ou (uy) MAIS PAS u, !
n o — uy

| CAS DES SUITES REELLES

1 Limites infinies
“ Définition : Limite infinie
 On dit que (un), € RN diverge vers +oo lorsque
VAeR, ANeN, Vo> N, u,> A
ou de maniere équivalente

VA>0, ANeN, Van>N, u,> A

On note alors u;,, — +oo.
o On dit que (u), € RN diverge vers —co lorsque —u, — +oo soit

VBeR, INeN, Vn>N, u,<B
ou de maniere équivalente
VB0, 3INeN, Yn>N, u,<B

On note alors u;,, —» —oco.

2 Limites et ordre

Propriété : Passage des inégalités a la limite

Si u,veRN telles que u— ¢ e Ret v— ' € Ret si a partir d'un certain rang
Uy < vy, alors £ < L.

Si on suppose a partir d’'un certain rang u, < vy, l'inégalité devient large a
la limite : ¢ < 0.

Si ue RN tel que u, — CeR et acR,alors
o Si ¢ > a,apartir d'un certain rang u, > a.
o Si ¢ <a,apartir d'un certain rang u, < a.

Théoréeme : Limite par encadrement

(i) Siu,v,weRN et ¢ €R tels que (ii) Si u,ve RN telles que
o v—/ * V— +00
. Wt ° apcr Up = Uy
alors u — +oo.
e apcr vy < Uy < Wy

alors u—¢.
(iii) Siu,we RN telles que
e wW— —00
° apcr un < Wy
alors u — —oo.
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3 Opérations sur les limites

Soient u,ve RV,
(i) SideRet u,— R, alors Au, — AL.

(ii) Si u— 0 et v bornée, alors uv — 0.

Siu—tieRet v—0lreR, AeR, alors lorsque ces opérations sont bien

définies,

e utv—¥l1+40, o uv—014-

e« Si u, — ¢ € E*, alors a partir d'un certain rang, u, # 0 et
1 R
— si/l finie
1 )7 st

Un 0 sinon

] N . . 1
e Siu, — 0etapartir d'un certain rang u, >0, alors — — +oo.
Un

g . . . 1
e Siu, — 0etapartir d'un certain rang u, >0, alors — — —oo.
Un

Propriété : Convergence des suites géométriques réelles

Soit g € R.
e Sig=1,g"—1.
« Silg| <1, g"—o0.
e Sig>1,q" — +oo.
e Si g < -1, (q") n'a pas de limite. Si q < —1, la suite n’est ni majorée, ni
minorée.

Il LES SUITES MONOTONES

1 Théoréeme de la limite monotone

Théoréme : Théoréme de la limite monotone

Soit u e R™N une suite croissante (respectivement décroissante).

(1) Si u est majorée (respectivement minorée) alors u converge vers sup u, (respec-
nelN

tivement inf u,).
nelN

(ii) Si u n’est pas majorée (resp. minorée), alors u — +oo (respectivement u — —oo).

Si u est une suite croissante majorée (respectivement décroissante minorée), alors
VnelN, u,<limu (respectivement u, >limu).
De plus, les inégalités sont strictes en cas de stricte monotonie.

2 Suites adjacentes

-~ -

Définition : Suites adjacentes
Soient u, v € RN. u et v sont adjacentes si

e 'une est crois- e l'autre est dé- e v—u—0.
sante, croissante,

Si u, v sont adjacentes avec u croissantes, alors u et v convergent vers une méme
limite ¢ e R et VnelN, u, <?< vy, les inégalités étant strictes si u et v ont
strictement monotones.
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111 CRITERES SEQUENTIELS

1 Caractérisation séquentielle des
bornes inférieure et supérieure

Soit A partie non vide R, a, B € R.

VxeA x<a
a=Sup A <—

El(an)nEA]N, ap, — a
VxeA x=p

@) AN, a,— B

ﬁzian@{

2 Caractérisation séquentielle
de la densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si tout réel est limite

d’une suite d’éléments de A.

(i) Tout réel est limite d'une suite de rationnels et d’une suite d’irrationnels.
(i1) D est dense dans R.

1AY EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

Notation

Soit z = (z,) € CN. On note MRe(z) = MRe(zy)) € R]N, Jm(z) = Omizy) € R]N,
z=(2Za) € RN, 2] = (1za)) e RY.

Définition
Une suite (z,) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si
|z — €] = 0, c’est-a-dire

Ve>0, ANelN, Vn>N, |z,—/¢|<Ec.

Soit (z,)) eC" et €C. z;, — ¢ < NRez, — NRelet Jmz, — Im/

Définition

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s’il existe M € R* tel
queVnel, [z,/<M.

Propriété : Suites géométriques complexes

Soit g € C.
e Sig=1,g"—1.
« Silg| <1, g"—o0.
* Si|g|>1, (g") n’est pas bornée et donc diverge.
 Si|g|=1et g#1, (g™ diverge en étant bornée.
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V S U I T E S R E C U RRE N T E S (u2n+1)n> ”0771 sont monotones, de monotonie contraire. Elles sont en fait

solution de vy = fo f(vy) avec fo f croissante.

Lorsqu’elles convergent vers une méme limite (c’est-a-dire qu’elles sont
adjacentes), alors (u;) converge vers cette limite. Notons que les points
fixes de f sont des points fixes de f o f (mais la réciproque est fausse en
général.)

1 Cas général
Le but est d’étudier les suites récurrentes réelles d’ordre 1 générales :

VrnelN, upr = f(up)

avec f:D—R. Exemple
oA 2
e Ret¥ e, g = 90,
Si u, — ¢ € Detsi fest continue en ¢, alors f(£) =€ (¢ est un point fixe de f). x*+8 x?—6x+8  (x—2)(x—4)

On pose donc f(x) = etgx)=fx)—x= 5 = E . En par-

ticulier, les points fixes de f sont 2 et 4. f est paire, continue, dérivable sur R et
f':x— %. Les suites (up) sont toujours définies sans probleme.

ﬁ Méthode x

—00
e On commence en général par faire un dessin, et par voir quelles propriétés Foo

vérifient directement la suite. \ 4 \ /
[ 2 2

-4 =) 0 2 4 +00

 Ensuite, les premieres choses a cibler sont les intervalles stables par f : I tel
que f(I) < 1.
Alors, par récurrence, si a partir d’un certain rang up, € I, la suite est bien g(x) + 0 - 0 +
définieet Vn>ng, uncl.
Vu la proriété précédente, bien souvent, I'une des bornes de l'intervalle sera
un point fixe de f. (Il faut donc chercher les points fixes!) B
On pose en général g(x) = f(x) — x : les points fixes de f sont les zéros de g. — y=(z* 46)/8
Il faut aussi s’assurer que la suite est bien définie! | — y=z

. L . . sl . . .  répulsif i
o Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f. : : : :

* La monotonie de la suite peut se trouver directement en remarquant que L
Up+1—Un = f(Un)— un = g(uy) : il est donc primordial de connaitre le signe : :
de g.

* Si f est croissante sur [ stable par [ et up, € I, alors (un) ;> 5, est mono-
tone.

(Si tng < ung+1, ie g(uny) >0, pour tout ne N,

Un = fn—no (uno) < fn—no (unoﬂ) = Un+1

lattractif

et si upy > Upy+1, ie g(un,) <0, pour tout ne N, 4 3 2 10 1z 3 4 5 6 7
n—n, n—n
un=f O(“}’lo)?f 0(un0+1)=un+1~)

. o Intervalles stables intéressants : [0,2], ]2,4[ et 14, +ool.
* Si f est décroissante sur I stable par f et uy, € I, alors (uzn) 5 m et
Z72
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. uy € [0,2[ stable par f,doncVn>1, uye€l0,2[. Méthode

Sinz1, upt1—un = gun) >0, donc (un),>1 est strictement croissante. Remar- Cela est interessant si I = [a, b] est stable par f. Si ’est le cas, si £ € [a, b] point fixe

quons qu'ici, on a méme (i) >0 W tury MR S de f (on peut montrer qu’il existe et est nécessairement unique), si ug € [a, b] stable
4 = .

Comme (uy,) est croissante et majorée par 2, elle converge vers ¢ € [0,2]. Comme par f,alors VnelN, up€la bl et

f est continue, ¢ est un point fixe de f, donc ¢ =2.

. ' VneNN, lup—£1=|f(up-1) - fO)| <klup-1 =01 < <k"ug—£1 -0
[un — 2 en croissant strlctement.)

Donc directement u;, — ¢, on a méme une convergence exponentielle.

* (Si up €1 -4,-2[U12,41,) 1 €]2,4] stable par f,donc ¥ n>1, up €j2,4l.
Sin>1, upy1 —up=guy) <0, donc (Un)p>1 est strictement décroissante.
Comme (up) ;> est décroissante et minorée par 2, elle converge vers ¢ € [2,4].

Comme f est continue, ¢ est un point fixe de f. Comme ona ¢ < uj <4, £ =2. On peut parfois conclure rapidement grace a 1'inégalité des accroissements finis :
[un — 2 en décroissant strictement au moins a partir du rang 1.] Théoréme : Inégalité des accroissements finis
» (Si up €1 - 00, ~4[Ul4, +ool, | uy €14, +oo stable par £, donc ¥ n>1, up €14, +ool. Soit f:1— TR, avec a<b. On suppose que
Sin>1, ups1—un = guy) >0, donc (up) ;> est strictement croissante. Remar- H1 f est continue sur I
quons qu’ici, on a méme (1) n>0 strictement croissante. ) o
Si up — ¢ € R, comme f est continue, ¢ est un point fixe de f. Comme H2 f est dérivable sur I

l€[4,+00[, £ =4.Or 4 < uj </ ce qui est contradictoire.

+ 2 !
Comme (tn)p>1 est croissante et non convergente, uy, — +oo. H3 OnakeR™ tel que ¥V x€l, |f (t)i <k

[un — +00 en croissant strictement.}

Alors f est k-lipschitzienne : ¥ x,x' € [a,b], |f(x)— f(x)| < k|x—x|.

. Si[uoe{—z,z},Vn> 1, unzz.]

. Si[uoe{—4,4},\1n> 1, un:4.]

Remarque

On peut démontrer que si ¢ est un point fixe de f de classe €1, alors
e si | f! (€)| <1, le point fixe est attractif, en particulier si f'(¢) =0, la convergence
est quadratique, comme pour la méthode de Newton,
o si|f'(0)] > 1, le point fixe est répulsif,
o si|f'(0)] =1, cest le cas douteux. Tout peut arriver.

2 Cas d’une fonction contractante

Définition
Exemple
Une fonction f est dite contractante sur un segment [a, b] si et seulement . 1
sionak<1telqueVxx' €[ab], |f(x)-fx)|<k|x-x| upeR” et VnelN, upi1 =2+ 5

n

Par récurrence, (uy) est définie et u;,, > 2 a partir du rang 1.
fix—2+ é est définie sur R*, paire, décroissante sur R .

Cela se traduit graphiquement par le fait que les pentes des cordes ne sont « pas [2, +00] est stable par f et comme u; € [2,+00l, V> 1, uy € [2,+00l.
trop élevées ».
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1 f -
J— J:2+l/zz

|

0 L — y=z b

-4 -3 -2 -1 4 5 6 7

f(x) = x < x® - 2x%2 —1 = 0 et une rapide étude de fonction montre, a 'aide du
théoreme de la bijection, qu’il y a un unique point fixe a € [2, +oo[ pour f.

1
est continue sur [2, +oo|, dérivable sur |2, +oo[ et si x >2, f/(x) < = (< 1).
4

D’apres I'inégalité des accroissements finis,

Vx,x' €[2,+00], |f(x)—f(x)] < 71 |x—x'|.

n-1
On en déduit que Vne IN*, |u,—al < (%) luy — al donc (plutot rapi-
dement.)

VI RELATIONS DE COMPARAISON

1 Définition
Définition

Si u,ve KN et si v, n’est jamais nul a partir d"un certain rang, on dit que

.. u 2
o u est dominée par v et on note u =0 (v) lorsque (—n) est bornée.
n

Un
o u est négligeable devant v et on note u = o(v) ou u, < v, lorsque
&n o,
Un

P 5 Up
e uest équivalente a v et on note u ~ v lorsque — — 1.
Un

Remarques

R1- La définition se généralise au cas out (vy)n est quelconque en écrivant
Up = vp x Wy avec (wp), bornée (respectivement — 0,1).

R2— Au =0(v) et u=0(v) traduisent une appartenance.
R3 - u=0/(v) signifie qu'il existe K € R et un rang a partir duquel |u,| < K|vyl.
u = o(v) signifie que pour tout € > 0, il existe un rang a partir duquel |uy| < €lvy|.

R4- Il n’y a pas unicité de I'équivalent d’une suite. En général, on choisit le plus
simple.

Exemple

1 ! 1~1 ! 1 36
+;~ = +F~ +W

R5— Cela ne donne que des informations asymptotiques sur les suites : au voisinage
de +o0, donc a partir d'un certain rang.

Exemple
« Sip<gq, n”=0(n9).

sinn 1
' :O(_)
n n

o n?+1~n2

Sia>0,6>0,qg>1,

lnﬁ n<n® < g” | n i i L i 1
q K<n<kn et < < < < .
n* nl  g*" n%® I|nfp
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Exemple Propriété : Propriétés de ~

Inn< n< nlnn< n?. Soient u, v, w,a,be KN, v, w, b ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.
(i) ~ est une relation d’équivalence.
(i) Siu~vetv—r¢eRouC,alors u—¢.

(iii) u—¢(#0) = u~¢.

(iv) Si u~ v, alors a partir d'un certain rang, u, et v, sont de méme signe.

: u v
(v) Siu~veta~b,alors ua~vbet5~5.

Uu~v<=>u=v+0(v)

(vi) Siu~vetacRfixé (u,>0et v, >0si a ¢ IN, non nulssi a € "), u* ~ v®.

(vii) Siuy ~ vy et @ extractrice, Uy ~ Vip(n)-

2 Propriétés

Remarques

Propriété : Propriétés de o et O
€ Nt i bt 0

Soient u, v, w,a,be KN, v, w, b ne s’annulant pas a partir d’'un certain rang, et
a,fekK.

N Exemple
(i) Sia#0, u=o(av)=u=o0oW) et u=0(av)= u=0(v).
.. e n+l~nmais (n+1)—n+0.
(ii)) u=o(l) = u—0et u=0(1) < u bornée. . l—i—>0maiS—7éi.

n n2 n’ n2

(iii) Si u=o0(v) ou u~ v, alors u= 0 (v) et la réciproque est fausse.

(iv) Transitivité ;

— — — 1 1\" 1
u=o(v)etv=o(w)=u=o(w) R2— ASian’estpasfixe:1+Z~1mais(1+;) ~edonc(1+g) A10=1.
u=0@ etv=0w)= u=0w) R3 - AOn n’ajoute pas les équivalents.

(v) Combinaison linéaire

Exemple
u=o(w)etv=o(w) = au+pPv=o(w)
1 1 1 2 o1
—+— ~—+—mais — # —.
u=0(w)etv=0w) = au+pfv=0(w) 6 B W R A
(vi) Produit
u=o(v)eta=o(b)= ua=o(vb) R4-— ASi on trouve une suite équivalente a 0, on s’est trompé! (En général, on a
ajouté/soustrait des équivalents...)
u=0()eta=0(b) = ua=0(b) Cela n’a pas de sens avec la définition du programme, et méme avec la gé-

néralisation, cela voudrait dire qu’on peut écrire a partir d’'un certain rang
un =0x wp =0 donc que la suite est nulle a partir d’un certain rang.
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En particulier, si u, — 0, on ne peut pas donner facilement un équivalent en
général.

R5— AOn ne compose pas des équivalent par la gauche avec des fonctions, méme
continues.

La propriété suivante n’est pas officiellement au programme mais a savoir retrou-
ver :

o g¥n~em = u,—v,—0
» Si u, ~ v, avec pour tout n, u, >0 et v, >0, a partir d'un certain rang

vp#1letsiv,— ¢ eR"U{+oo} avec alors Inu,, ~Inv,,.

3 Equivalents usuels

Propriété : Formule de Stirling

n n
nl~n"e "V2nn= (—) 2nn
e

Propriété : Equivalents usuels

Soit a e R* fixé et h,, — 0.

In(1+hy,) ~ hy,

o sinh, ~ hy,

hn
e tanh, ~ h, s e —1~hy, e Arcsinhy, ~ hy,
2 o (1+h,)%-1~ah
o coshn—1~—% ! ! e shh, ~h,
e Arctanh, ~ h, e thh, ~h,

4 Exemples de développements asymptotiques

-~ -

Définition

On appelle développement asymptotique de (u,), toute expression de la

forme
Uy = vﬁl”+vﬁlz)+---+v£[)+o(v,({))

ott vW,...,v™ sont des suites telles que v’ > v!? > .- » v, ’est-a-dire

telles que V ke [1,r—1], v = O(ngk))‘
)

On dit que le développement asymptotique est a la précision v;, .

5 Méthode

Chercher un développement asymptotique d’une suite est souvent délicat. On
peut par exemple essayer de :
1. reconnaitre un développement limité « déguisé » ;
2. chercher un équivalent u; ~ v, qui donne u, = v, +0(vy), puis un équivalent
de la différence u; — vy ~ wy qui donne uy, = vy + wy + o0 (wy) et ainsi de suite;
3. réinjecter le développement partiel dans une expression du terme général de la
suite pour obtenir le terme suivant.

Exemple

Développement asymptotique u,, = In(ch n) a la précision e™#"%.

Exemple
eJC
On s’intéresse a u,, unique zéro de f,,(x) =1+x+ -
1. Vérifier que la suite (1) est bien définie, majorée par —1 et croissante.

2. Déterminer la limite de (uy).

3. Déterminer un développement asymptotique a 3 termes de (u).
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