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Opérations élémentaires et systemes
linéaires
1 Opérations élémentaires
1l existe 3 types d’opérations élémentaires :
Les permutations (ou plus exactement transpositions) L; < L; ou C; < Cj.

Les transvections L; — L; + ALy aveck#iouCj—Cj+ACaveck# j.
Les dilations L; — AL; ou Cj — ACj avec A1 #0.

@ Interprétation en termes de produit matriciel

Les opérations élémentaires se traduisent par des multiplications a gauche
(pour les lignes) ou a droite (pour les colonnes) par des matrices (carrées)
inversibles dont la taille est égale aux nombre de lignes respectivement
colonnes correspondantes.

Permutations L; — L; (resp. C; < C;) se traduit par la multiplication a gauche
(resp. a droite) par la matrice de permutation :
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Pl.,j = I, P; j inversible et Pi,j =P;j.

Transvections L; — L; + AL (resp. C; — C;j + ACy) se traduit par la multipli-
cation par une matrice de transvection T; (1) a gauche (resp. T, ;(1) a
droite) avec

)
T ;j(A) =

Ti jATi () = Ti j(A+ ) done T; ;(A) inversible et (T; ; ()™ = Ty j (= A).

Dilatation L; — AL; (resp. C; — AC;) avec A # 0 se traduit par la multipli-
cation par une matrice de dilatation D;(1) a gauche (resp. a droite)

avec
1
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D;(A) = r — e
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D;(A)D; () = D;(Ap) donc D;(A) inversible et (D;(1))™ = D; (A71).

Q Propriétés des opérations élémentaires

(i) Une opération élémentaire sur ses lignes ne change pas le noyau d’une
matrice.

(ii) Une opération élémentaire sur ses colonnes ne change pas l'image d’une
matrice.

(iii) Une opération élémentaire ne change pas le rang d’une matrice.
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e Matrices échelonnées

Définition
Une matrice M € ./ ,(KK) est dite echelonnée en lignes (respecti-
vement en colonnes) si chaque ligne (respectivement colonne) débute
par un nombre strictement croissant de 0 jusqu’a ce qu’elles soient
éventuellement nulles.

Remarques

R1- Sielle est carrée, elle est nécessairement triangulaire supérieure (resp.
inférieure).

R2— Siune ligne (resp. colonne) est nulle, les suivantes le sont aussi.

Exemples
-1 0 1 -5 1
0 1 4 -3 -3
El- A=[0 0 0 1 0 [ est échelonnée en lignes. 2,3,-4,6
o 0 0 0 o [6]
0 0 0 0 0 0

0 00
2 0 0 0
E2- B=| 1 0 0| est échelonnée en colonnes. —1,—1 sont les
4 4 0 0
1 -5 0 0

pivots.

1 2 3 4
0 05 6 ) ) . . .
E3— C = n’est pas échelonnée en lignes (méme si elle est
0 0 7 8
0 0 0 9
triangulaire).

Toute matrice peut étre transformée en une matrice échelonnée en lignes
(resp. colonnes) par des opérations élémentaires sur les lignes (resp. colonnes.)

On applique l'algorithme du pivot de Gauss aux lignes (resp. colonnes)
de la matrice.

o Application au calcul du rang

On ne change pas le rang par opérations élémentaires. Quelle est le rang
d’une matrice échelonnée ?

Le rang d'une matrice échelonnée en lignes (resp. colonnes) est le nombre
de lignes (resp. colonnes) non nulles.

Remarque

En faisant des opérations sur les colonnes, on peut obtenir a la fois le rang,
I'image et le noyau!
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Exemple
4 2 1
6 4 1
A=
5 3 1
3.1 1
1 2 4 1 0 0 1 0 0
B 1 4 6 1 2 2 1 2 0
184 .=, 18 = g .= 18
G 1 3 5 @D o |11 1 |@a?-e? 110
11 3] c@ec®_gc® (1 -1 -1 1 -1 0

1y (0
DoncrgA=2, ImA:Vect(%),( 2

). dimKer A=1. Et
1/ 1

¢ =0=0-cf = (& ~ac? )¢ -2¢") = - ¢ ~2C}P = G- o206

Donc A(:li) = (§) et KerA:Vect(ZI%).

Remarque

En appliquant ensuite un pivot de Gauss sur les lignes, on peut se ramener
ajr.

e Application a I'inversion de matrice

Par des opérations élémentaires sur des lignes (respectivement des co-
lonnes), on peut transformer une matrice inversible de ,,(K) en I,.

On en déduit la méthode d’inversion de matrice par opérations exclusi-
vement sur les lignes ou les colonnes de A.

o Surles lignes : PyPi_y---PiA=1,= A" = PyPy_y---P11I,.
e Sur les colonnes : AQ1Qz--Qr =1, = A1 =I1,0,0Q2--- Q.

2 Systemes linéaires

Q Traductions d’un systeme linéaire
On considere un systeme linéaire de n équations a p inconnues dans K :
aj1x1taipxpt+--tapXpy = b
S

An X1+ Ap2Xp++ AppXp = by

On rappelle que la matrice du systéme linéaire est définie par

ain aip
A= L ety ®)
An,1 Qan,p
et la matrice augmentée est
ap a,p | b
M= :
ap,1 Qan,p b,
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Interprétations :
X1 N bl
e Matricielle : sik’:( : ) etb:( : ),
Xp b,
(S) = A%X=bh

» Equation linéaire : si u est 'application linéaire canoniquement asso-
ciéea A,

() = u®) = b= zeu ({B})

« Formes linéaires : Soit pour i € [1,n] ¢; la forme linéaire de K” cor-
respondant a la i¢ (canoniquement associée a la i¢ ligne de A) :

K — K
Qi:
X — ai,1x1+---+ai,pxp

alors

(S e=Vie[l,n], pi@=b=3iec [ @;'Ub)
i€[1,n]

Ainsi, I'’ensemble des solutions de (S) est soit vide, soit 'intersection
d’hyperplans affines ¢! ({b;}) de direction ¢; ' ({0}) = Ker ;.

Q Espace des solutions

-~ -

Définition

On appelle rang du systéme (S) le nombre r =rg(S) =rg A =rgu.

Remarque

rg(S) < min(n, p).

L’ensemble #y des solutions du systeme homogene (H) associé a (S) est
un sous-espace vectoriel de IKP de dimension dim %y = p —1gS8.

Propriété

L’ensemble des solution Fs est soit vide, soit de la forme Ss = Xo + S 0l
Xo € KP est une solution particuliere. C’est donc un sous-espace affine de IKP
de direction Fy.

Lorsque s = @, le systeme est dit incompatible. Sinon il est compa-
tible.

L’algorithme du pivot de Gauss appliqué aux systémes a été présenté
dans un chapitre de début de d’année : appliqué aux lignes de la matrice
augmentée pour la rendre échelonnée en lignes (& permutation éventuelle
des inconnues pres), il permet d’obtenir un systéme équivalent

plxi1+ e = bll

pzxi2+ = blz

(8) =9 prxi+ -+ = b,
0 = by,

0 = by

our=rg(s), i <...<ir, p1,..., pr non nuls, les n—r dernieres équations sont
les équations de compatibilité, elle permettent de savoir si #s = @.

On tire successivement x; , puis x;,_, jusqu’a x;, en fonction des autres
inconnues. On retrouve la dimension n—r.
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