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Déterminant

1 Groupe symétrique

Définition : Permutation, groupe symétrique

Si E est un ensemble, on appelle permutation de E toute bijection de E dans E. On note
GS(E) leur ensemble.

Si E=IN,=[1,n] ot ne IN*, on note &, appelé groupe symétrique d’ordre n (ou de degré
n) cet ensemble.

Sioe S, onnote 0 = (U(ll) 0%2) 0?3) U?n))'

Remarque

Attention! &, n’est pas de cardinal n mais ... n! (!)

(Sp,0) est un groupe d’ordre (ie de cardinal) n!, non abélien des que n > 3.

Définition : Support

Sio €6, son support est 'ensemble des éléments de IN,, qui ne sont pas invariants par
.

Deux permutations a supports disjoints commutent.

r -

Définition : Transposition, cycle

« Une transposition 7 est une permutation qui échange deux éléments i et j de IN,, et
laisse les autres invariants ie dont le support est {i, j}.
On la note 7 = (i j) ou parfois 7; ;.
‘L'iyj(i) = j, T,',]'(j) =jetsik¢ {i,j}, Tl'yj(k) = k.

e Soit peINtelque2< p<n.
On appelle p-cycle une permutation ¢ de &, qui permute circulairement p éléments
i1,12,...,ip de IN, et laisse les autres invariants ie dont le support est {iy, ..., i} et telle
que

c(in)=1iz; clip) =ig; - ; clip-1) =ip; clip) =11

p est la longueur du cycle c. On note ¢ = (iy iy --- ip).
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Théoréeme

Toute permutation se décompose en produit (composée) de cycles a supports disjoints. La décompo-
sition est unique a l'ordre des facteurs pres.

Toute permutation se décompose en produit de transpositions.

-~ -

Définition : Inversions, signature

Soit 0 € G,,. On appelle inversion par o tout couple (i, j) tel que i < j et o (i) > o (j).

On note I(0) le nombre d’inversions par o.

On appelle signature de o le nombre £(0) = (1)1 € {-1,1}.

Une permutation o est dite paire lorsque (o) est pair et donc (o) = 1. Elle est dite impaire
dans le cas contraire.

©no) — (=1,1},x)= Uz, x)

Soit n > 2. L'application € : est un morphisme de groupe, ie
o — £(0)

siog, o’ €S, e(co’) =¢e(o)e(o)).

(i) Sio €&, sedécompose en produit de N transpositions, €(0) = (-,
En particulier, cette décomposition n’est pas unique mais la parité du nombre de termes est
toujours celle de la permutation.

(i1) Si ¢ est un p-cycle, e(c) = (-1)P~L.

(iii) Sioce &y, e(o7t) =€(0).

2 Formes n-linéaires

Définition
Soit K corps commutatif, n € IN*, E, F des KK-espaces vectoriels.
Une application f: E" — F est dite n-linéaire lorsque pour tout (%,...,%,) € E", et tout
i€[1,n],
E — F ] ]
fi: est linéaire.

—

X — f()_ély---yiéi—ly55)-%1'4—1)---;55}’1)
(Linéarité par rapport a la i¢ variable.) c’est-a-dire V (%, ...,X,) € E", Vi€ [1,n], VX,y€E, VAeK,
f()_(?l)---)k)l‘—lr-)_é-i-Aj})-%l'+lr---)55n) :f(-)_él)---)Ei—lr}?,-)_el‘+l)-"!55n)+A/f(551y---)%i—lrj/’v-)—éi+l)-")-_x>n)

On note &, (E, F) I’ensemble des formes n-linéaires.
Lorsque F = K, on parle de forme n-linéaire.
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£n(E, F) est un K-espace vectoriel.

Définition
Soit f € L (E,K).
o f estdite symétrique si et seulement si

V(X1,..,X) €E", Yi#j, fGi.. XXX = f(&,.., %, 0 %y, X)),
 f estdite antisymétrique si et seulement si

Y (X1,...,X,) € E", Vi#], f(fl,...,)_éi,...,fj,...,55,1)=—f(fl,...,)_fj,...,xi,...,xn).
o f est dite alternée si et seulement si

VRl X)) €E™, Yi# j, fELeisFireenrXirernr Xn) = OK.

Propriétés : Caractérisations

Soit f e ZL,(E K).

(i) f est symétrique si et seulement si
VOES,, Y@,..0oXn) €E", [GoyrerrZom) = L., Tn).
(ii) f est antisymétrique si et seulement si
Voe&, Y(&,....,Xx) €E", fGoqy - Xom) =€W@) f(X1,..., %n).
(iii) f est alternée si et seulement si

Y (F1,... Xn) €E", (Ri,..., %) libe=> f(Z1,..., %n) = OK.

Soit f e £, (E,K). f est alternée si et seulement si f est antisymétrique.

Remarque

Le sens réciproque est vrai car IK n’est pas de caractéristique 2, c’est-a-dire si 2k # Ox.

Théoréeme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, n = dimE € N*.
Si n=dimE, I'ensemble A, (E) des formes n-linéaires alternées sur E est un KK-espace vectoriel de
dimension 1.
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Remarque

Deux formes n-linéaires alternées sur E sont donc toujours proportionnelles.

3 Déterminant

Q Définitions

On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie n, 28 = (é,,..., €,) une base de E.

Définition
On appelle déterminant dans la base 28 'unique forme n-linéaire alternée sur E notée

detg telle que detz(A) = 1.
Sipour 1< j<n, Xj€E de coordonnées (x1,j,...,X,,j) dans 28, alors

det‘%(._x’l,...,._x»n) = Z E(O-)xa'(l)yl...xU(n),n
€6,

On note
X111 -.. Xi,n

detgg(.fl,...,.%n) =

xn,l cee xn,n

Remarque

Par définition, le déterminant est n-linéaire alterné. En particulier, le déterminant d"une famille
liée est nul.

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n, 98, %' des bases de E.
(i) Formule de changement de base : det g = det g (%) det .
(ii) detg (B') #0 et detyy () = (detgs ().

(iii) (X1,...,X%,) est libre/une base de E si et seulement si detg(X1,...,X,) # OK.

Propriété : Interprétation géométrique

(i) Si i, v e R?, A la base canonique de R?, alors detga (i, D) est I'aire orientée du parallélogramme
construit sur u et v.

(ii) Siii, U, € R2, A la base canonique de R3, alors detg(ii, U, i) est le volume orienté du parallé-
logramme construit sur @, U, .

On montrer que si u € Z(E), alors detg(u(%)) ne dépend pas de 2. On en déduit la définition :
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-~ -

Définition
Soit u € ZL(E. On appelle déterminant de u le  scalaire

detu = detg(u(RB)) =det,, s, (W(E),..., u(é,)) ou %A est une base quelconque de E.

.....

Soient u, v e £L(E).
(i) Y (X1,...,%,) € E, detg(u(xXy),..., u(x,)) =detu xdetg(X1,...,X,).
(i) det(idp) =1.
(iii) det(uov) =detu x detw.
(iv) MNVAeK, ,det(Au) = A" detu.
(v) ue 9L (E) < detu#0.
(vi) det:(GZ(E),0) — (K*, x) est un morphisme de groupes.
(vii) Siue 9L (E), det(u ') = (detuw)™!.

Remarque

Adet n’est pas linéaire : det(u + v) # detu +det v en général. Exemple +idg en dimension impaire.

-~ -

Définition

Soit A€ My, (K), A=(a; )i jen,- On définit le déterminant de A par

ail ... QAin

detA=| : s = Z e(@)agmy,1---omny,n-

geS,
anyl e an,n

Remarque

Dans chaque terme de la somme, on choisit exactement un terme par colonne et par ligne.

Propriétés

(i) Si Cy,...,C, sont les vecteurs colonnes de A et 9B la base canonique de K",
det A =detg(Cy,...,Cy).

(ii) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u € £ (E) représenté par A dans une base de
E, alors det A = det u.

(iii) detl, =1.
(iv) Si A,Be ,K), det AB = det AdetB.
(v) /N\Si Ae t,(K) et LK, det(1A) = A" det A.
(vi) det AT =det A.
(vii) 9L ,(K) ={Ae M,K) | detA# 0}.
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(viii) det: (4L ,(K), x) — (K*, x) est un morphisme de groupes.
(ix) Si Aest inversible, det(A™1) = (det A)~!.

(x) Des matrices semblables ont méme déterminant : le déterminant est un invariant de similitude.

Remarque

Adet(A + B) # det A+ det B en général : det n’est pas linéaire.

Q Calculs

(i) Si une ligne ou une colonne est nulle, ou une combinaison linéaire des autres, le déterminant est
nul.

(ii) On ne change pas le déterminant avec les opérations
Li‘_Li"‘Z}LkLk ou Cj<—Cj+Zﬂka
k#i k#i
(transvections successives.)
(iii) En multipliant par A une ligne ou une colonne, on multiplie par A le déterminant.

(iv) Sion échange deux lignes ou deux colonnes, on multiplie le déterminant par —1. Plus généra-
lement, si on permute les lignes ou les colonnes avec une permutation o € S, on multiplie le
déterminant par €(o).

(v) Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses ccefficients diagonaux.
a ‘. L] . . =
Définition : Mineurs, cofacteurs, comatrice

Soient Ae 4,(K), i,j€[1,n].
¢ On appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant A; ; obtenu en retirant L; et C; a A.
« On appelle cofacteur d’indice (i, j) le nombre C; ; = (-1)"*/A, ;.
e On appelle comatrice de A la matrice de ses cofacteurs :

A=ComA= (Ci,j)ij= ((_1)i+in'f)ij

Soit A€ M, (K).

n . .
(i) Développement par rapport a L; : Si i€ [1,n], detA= )Y (-1D"*A; ;a; ;.
j=1

n . .
(ii) Développement par rapport a C;: Si je[1,n], detA=) (-1)'"/A; ;a; ;.
i=1
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Propriété : Déterminant de matrice triangulaire par blocs

_ A (%) A (0)
Soient A€ M, (K) et B € 4, (K), alors = =det A-detB.

0 B| |(x) B

Remarque

Améme lorsque toutes les matrices sont carrées, # det AdetD — detBdetC ou autre

C D
det(AD — BC) en général!
Propriété : Déterminant de Vandermonde
Soient xy,...,x, €K,
1 x xf x{"l 1 1 1
1 x x5 ... x! X1 X2 ... Xp
Ver.oxn) = A = I -
oo : : : ; 1<i<j<n
2 n-1 n-1 n—1 n-1
1 xn, x5 X, X, X, Xy

Remarque

V(x1,...,X,) #0 si et seulement si les x; sont deux a deux distincts.

G Applications

Propriété : Formule de la comatrice

Soit Ae M, K). Alors Ax (ComA)T = (ComA)T x A=det(A)-I,.
(Com A)T.

Si, de plus, A est inversible, alors A™! =
detA

Remarque

Intérét théorique. Utile en pratique seulement si n =2 ou 3.
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