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Théoreme du rang

u e Z(E,F) induit un isomorphisme de tout supplémentaire H de Ker u sur Im u.
Si, de plus, E est de dimension finie, dim E = dimKer u + rg u.

Démonstration

H — Imu
 Soit H supplémentaire de Keru dans E : H®Keru = E, et soit ii : application linéaire induite par u

x —  ulx)
sur H a valeur dans Im u, qui est bien définie (& préciser car on restreint a I'arrivée.)
On a déja i linéaire car u l'’est. Reste a voir qu’elle est bien bijective.

Injectivité :Si xeKerii, x € H et ii(x) = u(x) =0 donc x € HnKeru = {0g} car H est un supplémentaire de Ker u.

Surjectivité :Si yeImu, ona x € E tel que y = u(x). Mais on peut décomposer x = x + xx avec xg € H et xg € Keru
etalors y = u(xpy) + u(xg) = u(xgy) = a(xg).

e En dimension finie, on en déduit que dim H = dimImu = rgu avec dim H = dim E — dimKer u on obtient la formule
voulue. ]

Matrices de rang r et matrice J,

Une matrice A€ My, (K) est de rang r si et seulement si elle est équivalente a Jy, p,r = € Mp,p(K).
0) On-rp-r

Démonstration

 Si Aestderangr,soit u € £ (RP,R") canoniquement associée. On cherche des bases dans lesquelles u est représentée
par Ju,p,r-
La forme de la matrice recherchée incite a commencer par déterminer les derniers vecteurs de 98 puis les premiers
vecteurs de 6.
Comme rgu =rg A = r alors, d’apres le théoreme du rang, dim(Keru) = p—r. Soit (er+1,...,ep) une base de Keru que
I'on complete en une base % = (e, ..., ep) de E.
Soient pour tout i € [1,7], f; = u(e;). Comme (ey, ..., er) est une base d"un supplémentaire de Ker u dans E et comme
u induit un isomorphisme de tout supplémentaire de Ker u sur Im u (théoréme du rang), (fi,..., fr) est une famille
libre de F que I'on peut compléter en une base €.
On a alors bien Matg (1) = Jn,p,r-

e Si Aestéquivalente a Jy, p, 1, alors elles ont méme rang. Mais le rang Jp, p,r est le rang de la famille de ses colonnes
est égal a r : hors colonnes nulles, on a r colonnes de la base canonique, donc libres. O
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