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Dans tout le chapitre, KK désigne un sous-corps de C.

I STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

1 Définition

Définition : IK-espace vectoriel

Soit E un ensemble et K un corps. On appelle loi de composition externe sur E toute application
KxE — E

Ax) — A-x
On appelle espace vectoriel sur KK ou IK-espace vectoriel tout triplet (E, +,-) tel que

 E est un ensemble, + est une loi de composition interne sur E et - est une loi de composition externe sur
18,

(E,+) est un groupe abélien d’élément neutre noté 0 ou 0.

Pseudo-distributivité a droite :

s

VApekK, VI€E, A+p-X=A-X+pu-
o Pseudo-distributivité a gauche :

VAeK, VI JEE, A-(X+7)=A-X+A-

<y

e Pseudo-associativité
VALpeK, VX€E, (Axp)-X=A-(u-X).

e Pseudo-élément neutre : VX € E, 1g-X=X.

Remarques

R1- Les éléments de E s’appellent vecteurs (et ne se notent pas nécessairement avec des fleches) et les éléments de IK sont
les scalaires.

R2- Un espace vectoriel n’est jamais vide 0 € E. Si K est infini et si E # {0}, alors E est infini.

Définition : Famille presque nulle, combinaison linéaire

On appelle famille presque nulle de scalaire tout famille (1;);¢; telle que A; # 0 pour un nombre fini de
vecteurs seulement. On note K'Y ’ensemble des familles de scalaires presque nulles.

Si Xi,..., %, sont des vecteurs de E, on appelle combinaison linéaire de %;,..., X,, tout vecteur de la forme
/115.61 + +/1n1_5n ou (Al,...,ln) e K".

La définition s’étend aux familles infinies de vecteurs en n’ayant qu'un nombre fini de scalaires non nuls :
toute combinaison linéaire est nécessairement finie (d’ot1 I'intérét des familles presque nulles de scalaires).

Si & = (%) jc;, les combinaisons linéaires d’éléments de & sont les Y 1;%; ott (A;)je; € K.
iel
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Propriété : Produit cartésien de K-ev

Si (E , JEr, E) et (F, }', F) sont des IK-espaces vectoriels alors (E x F, +,-) est un IK-espace vectoriel, avec les lois coordonnée

a coordonnée : si Ae Ket (%,7),(*,7) € ExF,

Remarque

Se généralise, par récurrence, au produit de n IK-espaces vectoriels Ej x - -+ x Ep.

Propriété : Fonctions a valeurs dans un K-ev

Si X est un ensemble non vide et (F, ;, fc) un IK-espace vectoriel, alors (FX ,+,) est un IK-espace vectoriel avec les lois

habituelles sur les fonctions : si A e K et f, g € FX, alors
f+g:x—>f(x)-l|?-g(x)

A-f:x—»/li:f(x)

Propriété : Espaces vectoriels classiques

Sont des IK-espaces vectoriels :

o (K, +,x), o (KX, +,") pour tout ensemble X,
o (K", +,") pour tout ne N, o (K[X],+,9),
o (KN,+), o (K(X),+,9).

(C, +, x) est un R-espace vectoriel, et, plus généralement, si IK est un sous-corps de 1L, alors (IL, +, x) est un IK-espace
vectoriel.

2 Sous-espace vectoriel

Définition : Sous-espace vectoriel

Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et F une partie de E.
On dit que (F,+,-) est un sous-espace vectoriel de E lorsque (F, + 2,k xF) est un K-espace vectoriel.
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Propriété : Caractérisation des sous-espaces vectoriels

F#23 0geF)
F est un sous-espace vectoriel de E <= { VX, jye€F, X+J€F

VAelK, VXeF, AX€eF

F#2 (0g€eF)
1! VieK, V% jeE X+AjeF

(F stable par combin. linéaires)

Exemples

E1- {0Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E appelés sous-espaces triviaux de E.

E2 - IK;[X] est un sous-espace vectoriel de IK[X].

Remarque

Représentation des sous-espaces vectoriels : On représente les sous-espaces en petite dimension par des points, plans
ou droites. Ils contiennent les extrémités des vecteurs dont l'origine est toujours prise au méme point (représentant 0). Le
seul point est 0.

3 Intersection de sous-espace vectoriel

Propriété : Intersection de sous-espaces vectoriels

Soit (F)ier une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors () F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel

Remarque

[F U G est un sous-espace de E si et seulement si F< G ou GC F j

Si FUG est un sous-espace de E et si F¢ G, alorsona X € F tel que ¢ Getsi y€ G, X+J € FUG car sous-espace et comme
¥=(X+7)-ye¢G X+y¢Gdonci+yeFety=(X+y)—%eFdonc GCF.

4 Sous-espaces vectoriel engendré par une partie

-~ -

Définition : Sous-espaces vectoriel engendré par une partie

Soit E un IK-espace vectoriel, Ac E.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par A le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.
On le note Vect A ou Vect A.

Si F = Vect A, on dit que A engendre F ou que F est une partie génératrice de F.

Remarques

R1- On définit aussi, pour une famille (%;)
R2—- Vectd = {65}.

ie1 de vecteurs, Vect (%;);c; = Vect{X; ; i e I}.
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Propriété : Caractérisation d’un Vect

Soit E un IK-espace vectoriel, Ac E.

(i) VectA= [ F.

Fsevde E
AcF

(ii) Vect A est I'ensemble des combinaisons linéaires d'éléments de A :

VeCtAZ{/ll.)_Z1+“-+A,nJ_€'n; HGN*,XL...,X’"€A,/11,...,/1n€]K}.

Remarques

R1- Si Aest finie, A={%,...,%p}, alors
p
Vect A =Vect(%1,...,%p) =3 Y A% 5 A1,...,Ap) e KP § = KZ +--- +KXp.
i=0

R2 - Il faut savoir passer de famille génératrice a équation du sev, et d’équation a famille génératrice.
R3— Vect AcF<=> AcF<=VX€A, X€F.

R4— Si Ac B, alors Vect A c VectB.

R5— VectA=VectB <= AcVectB et BcVectA

5 Familles de vecteurs

-~ -

Définition : Familles liées, libres, génératrices, bases

Soit E un IK-espace vectoriel, ne€ IN*, & = (%1,...,X,) € E".

o La famille & est dite liée (ses vecteurs sont dit linéairement dépendants) lorsqu’il existe une combinai-

son linéaire non triviale de ses vecteurs égale au vecteur nul :

n
A, A0) EKM\(O,...,00}, Y A;% =0
i=1

o La famille & est dite libre (ses vecteurs sont dit linéairement indépendants) lorsqu’elle n’est pas liée,
c’est-a-dire que toute combinaison linéaire de ses vecteurs égale au vecteur nul est triviale :

n
VA, ) €K, Y A% =0=Vie[Ln], 1;=0.

i=1

o Lafamille & est dite génératrice de E (ou engendre E) lorsque tout vecteur de E est combinaison linéaire

de ces vecteurs :

1

n
VX€eE, 3(%1,...,/1n)€]Kn, o= A%
=i

c’est-a-dire E = Vect &.
o La famille & est une base de E lorsqu’elle est libre et génératrice dans E.

Toutes ces définitions s’étendent aux familles infinies, les combinaisons linéaires restant toujours finies (les

suites de ccefficients (1;); sont presque nulles).

Remarques

R1- Les couples de vecteurs liés sont les couples de vecteurs colinéaires, les triplets de vecteurs liés sont les triplets de

vecteurs coplanaires.

ANon colinéaires deux a deux ne suffit pas!

Par exemple, dans R3, les vecteurs % = (1,0,0), 7=1(0,1,0) et Z=(1,1,0) sont non colinéaires deux a deux et pourtant,
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ils sont coplanaires donc linéairement dépendant.

R2-— ADire que ¥ et ¥ sont colinéaire, c’est dire qu'il existe (1, ) # (0,0) tel que A% + uj = 0, c’est-a-dire qu’il existe A € K
tel que =A% OU que ¥ =0.

R3— Une famille contenant 0 est toujours liée.

g Méthode : Montrer qu’une famille est liée

e Pour montrer qu'une famille est liée, on cherche une combinaison linéaire nulle non triviale de ses vecteurs.
 Cela peut parfois se faire par exemple en résolvant un systéeme linéaire.

o On raisonne fréquemment par 1’absurde et/ou par récurrence.

e On peut aussi utiliser un argument de dimension (sil y a plus de vecteurs que la dimension, la famille est liée).

5 Méthode : Montrer qu'une famille est libre

e Pour montrer qu'une famille est libre, on prend une combinaison linéaire nulle des vecteurs, et on montre qu’elle
est triviale : tous les scalaires sont nuls.

o Il suffit aussi de concaténer des familles libres de vecteurs pris dans des sous-espaces en somme directe.

e On peut aussi, en dimension finie, utiliser un déterminant.

» Dans un espace préhilbertien, une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

e On verra dans le cours de réduction qu'une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est
automatiquement libre.

Exemples

E1- La famille (1, cos, sin, cos(2-), sin(2-)) est libre dans RE.

E2— La famille (x— x"),cy est libre dans R

Propriété : Famille de polynomes a degrés étagés

Toute famille de polyndmes non nuls et a degrés étagés (c’est-a-dire deux a deux distincts) est libre.

Exemple

(X™),,el et plus généralement ((X — a)"), .y sont libres et méme des bases de IK[X] d’apres la formule de Taylor.

Définition - Propriété : Coordonnées dans une base
B =(é,,...,6,) est une base de E si et seulement si
VXeE, I(xg,...,x) e K" | X=x181 +-+X,,85.

Le triplet (x1,...,x,) est appelé n-uplet des coordonnées de X dans la base %.
Cette définition s’étend au cas ot 48 est infinie, les famille des coordonnées étant presque nulles.

Remarque

Unicité = libre, existence = génératrice
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Définition - Propriété : Bases canonique de K", K[X] et IK,[X]

On a appelle bases canoniques de K", K[X], IK,,[X], 4, p(K) les familles ((0,...,0,1,0,...,0)1<k<n, (X™) e,
1

ke

(1L, X, X2%,...,X"), (E,-,]-)lgl.gn’ 1<j<p

Remarque

L'existence et 'unicité de la décomposition en éléments simples des fractions rationnelles fournissent des bases de R(X)
et C(X).

Propriété : Sur-famille d’une famille liée, génératrice

Toute sur-famille d'une famille liée ou génératrice 'est encore.

Propriété : Sous-famille d’une libre

Toute sous-famille d"une famille libre I'est encore.

Propriété : Complétion d’une famille libre

Soient E un K-espace vectoriel, ne N*, X1,...,%X,,J € E.

- o =N (%y,...,%y,) libre
(%1,..., Xp, §) libre =
y & Vect(Xy,...,%,)

Propriété : Caractérisation des familles liées

Soit (X1,...,%,) € E" oit E est un K-espace vectoriel.
Alors (%1,...,%p) liée si et seulement s'il existe ig € [1, n] tel que X;, € Vect((%;) ;24,)-
Lorsque c’est le cas, on a alors Vect (X1,..., Xp) = Vect (X;) 2,

6 Sommes de sous-espaces vectoriels

Définition : Sommes de sous-espaces vectoriels

Soit E un IK-espace vectoriel, Fi,..., F, des sous-espaces vectoriels de E.

n
Onnote Fi+...+F, =) Fi={%+-+%, | Vi, X €F;}.
i=1

n
Ainsi,?ceZF,«:»E! (X1,..,Xp)EF x-+xFy, X=X1+-+Xp.
i=1

Remarques

R1- /MNKi+Ky#K (i+7), en général.

R2— AF+F:F,F—F:F, si G est un sous-espace de F, F+G=F.

R3— sid#0, AF=F.

R4 - AEn général, (F+G)nH #Fn H+Gn H. Exemple : trois droites coplanaires.
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Propriétés

(i) Une somme de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
(ii) Si A, B sont des parties de E, alors Vect(AU B) = Vect A + Vect B.

7 Somme directe

Définition : Somme directe

Soit E un IK-espace vectoriel, Fi,..., F, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que F,..., F, sont en somme directe lorsque pour tout X € F; +---+ F,, I'écriture X = X1 +--- + X, oll
Vi, X;€F;estunique.

n
On note alors Fy +---+F, =F, &---& F, =PF;.
i=1

Remarque

Comme pour des ensembles disjoints, il n'y a pas de notation pour dire que des sous-espaces sont en somme directe. La
notation désigne la somme des sous-espaces, en rappelant que celle-ci est directe.

Propriété : Caractérisation par 'unique écriture de 0

F,..., F, sont en somme directe si et seulement si
YV (X1,...,Xp) €EFy x---x Fy, ()?1+'--+fn=0:>f1 =---=fn=0.)

Propriété : Cas de deux sous-espaces

Deux sous-espaces F et G sont en somme directe si et seulement si Fn G = {0}.
ALe résultat est faux pour plus de deux sous-espaces.

Exemple

Dans R2, F=R(1,0), G = R(0,1) et H = R(1,1) sont tels que (1,0) + (0,1) — (1,1) = (0,0). La somme n’est pas directe et
pourtant FNnG=GnH=HnNF=FnGnH={0}.

8 Sous-espaces supplémentaires

Définition

Soient F et G des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
F et G sont dits supplémentaires dans E si et seulement si E = F & G c(’est-a-dire
VXeE, 3! (Xp,Xg) e FxG|X=Xp+Xg.

Remarque

ANe pas confondre supplémentaire et complémentaire! Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel n’en est
jamais un! (Pourquoi?)
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(i) F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si F+G=E et Fn G = {0}.

(ii) 1l n’y a pas unicité du supplémentaire en général.

f! Méthode : Montrer que des sous-espaces sont supplémentaires

e Raisonner par analyse-synthese : si on a une décomposition x = a+ b, alors... a = ... et b= ... (unicité sous réserve
d’existence), et réciproquement de tels a et b conviennent (d’ot1 I’existence).

e Montrer que FNG = {0g} (en général plus facile) et F + G = E (en général moins facile).

» En dimension finie, utiliser des bases (une concaténation de bases de chaque sev donne une base de 'espace entier,
dite adaptée a la décomposition E = F & G) ou un argument de dimension dim F + dim G = dim E et, au choix, soit
FNG={0g}, soit F+ G = E : voir plus loin.

e Reconnaitre les sous-espaces caractéristiques d une symétrie ou d"une projection.

e Plus généralement, reconnaitre les sous-espaces propres d'un endomorphisme diagonalisable (voir cours de
réduction).

e Reconnaitre, si F est de dimension finie dans un espace préhilbertien, une décomposition F & F L-L.

Exemples

E1- Dans R® les sous-espaces des fonctions paires et impaires sont supplémentaires.
E2 - K[X] et K™ (X) sont supplémentaires dans K (X).
E3— Les sous-espaces BK[X] et Kgegp-—1[X] sont supplémentaires dans K[X].

Définition

Soient Fi,..., F, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que Fi,..., F, sont supplémentaires dans E lorsque F; & --- @ F;, = E c’est-a-dire

VXeE, A (X,.. . Xp)€EFR x--xF, | X=X1+--+Xp.

11 DIMENSION FINIE

1 Espace de dimension finie

Définition : Espace de dimension finie

Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire, il est dit de dimension infinie.

Exemples

E1- {0}, K", KK, [X] sont de dimension finie.

E2 - IK[X] ne l'est pas car si on avait une famille génératrice finie, tout polynéme aurait un degré au plus égal au plus
grand des degrés de ces polynomes.
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2 Dimension, bases extraites et incomplétes

Théoréeme : de la base extraite

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0}.
De toute famille génératrice de E, on peut extraire une base de E.

Propriété

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0}.
e E possede des bases.
o Toutes les bases de E ont méme nombre d’éléments.

Définition : Dimension

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie.
Si E = {0}, on pose dim E = 0.
Sinon, on note dim E (ou dimg E) le nombre de vecteurs de toute base de E.

Exemples

El1—- dimK" =n, dimK,[X]=n+1.
E2— dimgC=2etdimgC=1.
E3— dimg Cu[X]=2(n+1): (LiX,iX,...,X",iX") en est une base.
On peut démontrer que si K est un sous-corps de IL et que IL est de dimension finie en tant que IK-espace

vectoriel, alors tout espace vectoriel de dimension finie sur IL est un espace de dimension finie sur K et
dim E = dim IL x dimy, E.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Toute famille génératrice de E posseéde au moins n vecteurs, toute
famille libre de E posséde au plus n vecteurs.

Toute famille d’au moins n+ 1 vecteurs en dimension n est liée.

Théoréeme

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n # 0, 98 une famille finie de vecteurs de E.
A est une base de E si et seulement si elle contient n = dim E vecteur et elle est libre ou génératrice.

Remarque

Dans la pratique, on montre que le famille est libre et possede le bon nombre de vecteurs.

Théoreme : de 1a base incomplete

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0. On peut compléter toute famille libre de vecteurs de E en une
base de E.
De plus, les vecteurs pour compléter peuvent étre choisis dans n’importe quelle famille génératrice de E.
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Si E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0, ¢ une famille génératrice de E et £ une sous-famille libre de 4.
Alors on peut trouver une base 3B de E telle que £ soit une sous-famille de 98 et 9B soit une sous-famille 4.

3 Dimension d’un produit d’espaces vectoriels

Soient E, F des K-espaces vectoriels de bases B = (é,,...,é,) et B' = (fl 5000 fn)

Alors € = ((é’l,Op),..., (85,0F), (OE,fl),..., (OE,fn)) est une base de Ex F.
En particulier, E x F est de dimension finie et dimE x F = dim E+dim F.
Plus généralement, si Ei,...,E, sont des espaces de dimension finie, Ej x ... x E, [l'est encore et

dimE; x...x E, =dimE; +...+dimE,,.
Si E est de dimension finie, E" I'est encore et dimE" = ndim E.

4 Dimension des sous-espaces

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace de E.
Alors F est de dimension finie et dim F < dim E avec égalité si et seulement si F = E.
L’entier dim E — dim F est appelé codimension de F dans E.
Définition : Droites, plans, hyperplan
Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n.

Un sous-espace de dimension 1 est une droite vectorielle de E, un sous-espace de dimension 2 est un plan
vectoriel de E, un sous-espace de codimension 1, donc de dimension n -1 est un hyperplan de E.

5 Rang d’une famille de vecteurs
Définition : Rang d’une famille de vecteurs

Soit E un IK-espace vectoriel, & une famille d’éléments de E.
On appelle rang de & l'entier rg.# = dim(Vect.Z).

Remarque

Si E est de dimension finie n, alors rg% < n.

Soit E un IK-espace vectoriel, F une famille d’éléments de E.
(i) Si F' est une sous-famille de &, 1gF <18 F.
(ii) Si F est finie, F est libre si et seulement si elle contient rg F vecteurs.

Remarque

En dimension finie, la méthode du pivot de Gaufl permet de déterminer le rang d’une famille de vecteurs.
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6 Somme directe et supplémentaire

Propriété : Caractérisation de la supplémentarité avec des bases

Soit E un IK-espace vectoriel, Fy, ..., F, des sous-espaces de dimension finie, Br, une base de F;, € la famille obtenue
en mettant bout a bout les B, (concaténation).

On a toujours que € engendre H=Fy +---+ Fy, et

Les F; sont en somme directe si et seulement si € est libre donc une base de H.

On dit alors que la base € de H est adaptée a la décomposition H=F, & --- & Fy,.

n
On a alors dim(F; ---® F,) = ) dimF;.

i=1

n

Soient F,...,Fy, des sous-espaces vectoriels de E de dimension finie, alors ZFi est de dimension finie et

i=1
n
> Fi
i=1

dim

n
< ) dimF; avec égalité si et seulement si la somme est directe.
i=1

Corollaire : Sous-espaces supplémentaires en dimension finie

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie, Fy, ..., F, des sous-espaces de E.

Fy,...,Fy sont supplémentaires dans E (ie E = F & --- & Fy,) si et seulement si deux des trois propriétés suivantes sont
vraies :

1. E=F1+---+F,.
2. La somme est directe.

n
3. dimE=)_ dimF;.
i=1

Remarque

En particulier, pour deux sous-espaces, F et G sont supplémentaires dans E (ie E = F & G) si et seulement si deux des
trois propriétés suivantes sont vraies :

1. E=F+G.
2. FnG={0}
3. dimE =dimF + dimG.

Tout sous-espaces vectoriel F d'un IK-espace vectoriel de dimension finie E admet un supplémentaire dans E.
De plus, si p=dimF et n=dimE, tout supplémentaire de F est de codimension p, c’est-a-dire de dimension n— p.

7 Formule de Grassmann

Propriété : Formule de Grassmann

Soit E un IK-espace vectoriel et F, G des sous-espaces de dimension finie.

dim(F +G) =dim F +dim G —dim(F n G).
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111 APPLICATIONS LINEAIRES

1 Généralités
@ Définition
Définition : Application linéaire

Soient E et F deux IK-espaces vectoriels et u: E — F.
On dit que u est une application linéaire lorsque

VX JEE, u(X+y)=u®@+u®

VIe€E, VAeK, u(Ax)=2Au(®

ce quis’écritaussi VX, € E, VAeK, u(X+Ay)=u®@ +Au(®).
On note Z(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E vers F.
 Si f est bijective, on parle d’isomorphisme (d’espaces vectoriels).
e Si E=F, on parle d’endomorphisme et on note £ (E) = Z(E, F).
o Si E=F et f estbijective, on parle d’automorphisme.
e Si fe Z(E K), ondit que f est une forme linéaire.
e Onnote Z(E,K) = E* appelé dual de E I'ensemble des formes linéaires sur E.

Remarques

R1- Ne pas confondre E* et E\{0g}.

R2— Une application linéaire est en particulier un morphisme de groupe de (E, +) sur (F, +).

Exemples

E1- Dérivation, intégration.

E2 - Homothéties vectorielles : pour tout a € K, hy = aidg € Z(E).

. . FX - F . . . .
E3— Si X # @, F IK-espace vectoriel, a € X, alors ug : est linéaire (morphisme d’évaluation).

f — fl@

KiXx] — K
pae pa| K0 i

ou KK[x] est I'ensemble des fonctions polynomiales est linéaire. Si KK est infini, c’est un
p — P

isomorphisme.
E5— La trace est une forme linéaire sur .4, (IK).

E6— La transposition est linéaire sur .4, (IK) vers ., (K).

Définition : Morphisme d’algébre
Soit (o, +,%,-), (B, +,x,-) et f:o — B.
On dit que f est un morphisme d’algebres lorsque
o f estlinéaire,
e Vx,yedl, fxxy)=f(x)xf(y)
o fy)=1g.

ESPACES VECTORIELS - page 13



LYCEE CARNOT - DIJON HTTPS://MP1.PREPA—CARNOT.F

e Propriétés

Soient E, F, G trois IK-espaces vectoriels et ue€ £(E, F).

(i) u(0g) =0r

n
=Y Aiu(X)

i=1

n

W A%
i=1
(iii) Si A est une partie de E, u(Vect A) = Vect(u(A)).

(ll) V)_fl,...,%nGE, V/ll,...,/lnE]K, u

(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E, ujg € £(E', F) (u induit une application linéaire sur E').
(v) Si u est bijective (isomorphisme) alors u™' € £(F, E).

(vi) (L(E,F),+,") est un IKK-espace vectoriel.

(vii) Siue L(E,F)etve L(FG), voue L(E,G).

(viii) Si E' est un sous-espace vectoriel de E et F' est un sous-espace vectoriel de F, u(E') est un sous-espace vectoriel de F
et u=Y(F) est un sous-espace vectoriel de E.

0 Noyau et image

Définition : Noyau et image

Soit ue L(E,F).
» Lenoyaude uestKeru=u"'({0r}) = {Z€ E | u(® =05} € 2(E).
« L'image de u estImu = u(E) ={u(X) ; X € E} € 2(F).

Remarque

L'image de u est en fait 'image de u vu comme simple fonction et le noyau de u est le noyau de u vu comme un
morphisme de groupes additifs.

Soit ue Z(E,F).
(i) Imu et Keru sont des sous-espaces vectoriels de F et E respectivement.
(ii) u est injective si et seulement si Keru = {0g}.
(iii) u est surjective si et seulement si Imu = F.

(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors Ker ujp = E' nKer u et Imuypr = u(E').

Q Rang

Soit ue £(E, F) avec E ou F de dimension finie.
Alors Im u est de dimension finie au plus min(dim E, dim F).
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Définition : Rang
Soit ue€ Z£(E,F), E ou F de dimension finie.

On appelle rang de u l'entier rgu = dim(Im u).
Si %8 est une base de E, alors rgu =g (u(%)).

Remarque

On a toujours rgu < min(dim E, dim F).

Propriété : Effet sur le rang de la composition par un isomorphisme

On ne change pas le rang en composant a gauche ou a droite par un isomorphisme.

2 Endomorphismes

Q Structure d’algebre

(Z(E), +,0,") est une KK-algebre non commutative et non integre si dimE > 2.

Notation

Siu,ve £(E), onnote uv=uov, u" =uoc---oupour neIN* et u® =idg.
——

n fois

Définition : Polyndme en un endomorphisme

SiP=ay+a X+ +a,X" € K[X], on peut définir P(u) = apidg+aru+---+a,u".

Lorsque P(u) = 0 (g, on dit que P est un polynéme annulateur de u.

(K[X],"‘,X,') - (E(E),‘{‘,O,')

Si ue L(E), 'application est un morphisme de IK-algebres.
p —  P(u)

AEn particulier, (P x Q)(u) = P(u) o Q(u).

Remarque

Deux polynémes en u commutent.
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Propriété : Binome

Siu,ve ZL(E) tels que uov =vou,alors pour tout ne N,

n nnkn—k
(u+v):zkuv .

e Groupe linéaire
Définition : Groupe linéaire

L’ensemble des automorphismes de E est noté ¢ £ (E) appelé groupe linéaire de E.

(Y Z(E),o) est un groupe.

e Projecteurs
Définition : Projection
Soit E un IK-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : F& G = E.

Tout vecteur X de E se décompose de maniere unique sous la forme ¥ = X + X olt Xr € F et X € G.
On appelle projection (ou projecteur) sur F parallelement a G 'application

On définit de méme la projection g sur G parallelement a F.
On dit que les projections p et g sont associées.

Propriétés

Avec les notations ci-dessus :

(1) p,ge L(E) et p+q=idg. (ii)) pog=qop=0gar.

Propriété : Caractérisation des projections

p est une projection (vectorielle) sur E si et seulement si p € (E) et p*>=pop=p.

Dans ce cas,
(i) ImpeKerp=FE
(ii) p est la projection sur F =Im p =Invp = Ker(p —idg) parallelement a G = Ker p

Remarques

R1- A savoir retrouver sur un dessin.

R2 - On retiendra que X€ F=Imp < X eKer(p—idp) = p(X) =X%.
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Exemples

E1- Projection sur & (fonctions paires) parallelement a .# (fonctions impaires) ?

g Méthode : Ftude d’une projection

Reconnaitre et étudier une projection, c’est
1. vérifier que p € Z(E) et po p = p pour un endomorphisme, ou P?> = P pour une matrice.
2. Chercher F =Ker(p—idg) et G=Kerp.

0 Symétries

Définition : Symétrie
Soit E un IK-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : F& G = E.
Tout vecteur X de E se décompose de maniere unique sous la forme X = X + Xg olt Xr € F et Xg € G.
’ . ~ ~ . . E - E . .
On appelle symétrie sur F parallelement a G l'application s: ie s = p—q avec les notations
X — Xr—3g
précédentes.

(i) se L(E)

(ii) Si p projection sur F parallélement a G, s =2p —idg.

Propriété : Caractérisation des symétries

s est une symétrie (vectorielle) sur E si et seulement si s € (E) et s =sos=idg.

Dans ce cas,
(i) Ker(s—idg) ® Ker(s+idg) = E

(ii) s est la projection sur F = Ker(s —idg) parallelement a G = Ker(s +idg)

Remarque

Si F={0g}, alors G = E et s = —id : symétrie centrale.

g Méthode : Etude d’une symétrie

Reconnaitre et étudier une symétrie, c’est
1. vérifier que s€ £(E) et sos=idg pour un endomorphisme, ou §2=1 n pour une matrice.
2. Chercher F =Ker(p —idg) et G =Ker(p +idp).

ESPACES VECTORIELS - page 17



LYCEE CARNOT - DIJON HTTPS://MP1.PREPA—CARNOT.F

e Affinités

Définition : Affinité
Soit E un IK-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : F& G = E.
Tout vecteur X de E se décompose de maniere unique sous la forme X = Xz + Xg olt Xr € F et Xg € G.

5 = g
On appelle affinité de base F de direction G et de rapport k € K I’application f; : ie
X — Xp+kig

fi = p+kq avec les notations précédentes.

Remarque

On retrouve homothéties, projections, symétries.

Propriété : Caractérisation des affinités

f est une affinité si et seulement si f € £(E) et f =idg ou bien on a k € K tel que Ker(f —idg) ® Ker(f — kidg) = E.
11 s’agit alors de I'affinité de base Ker(f —idg), de direction Ker(f — kidg) et de rapport k.

3 Détermination d’une application linéaire

e Image d’une base

Soit E un IK-espace vectoriel et 9B = (&;)jc; une base de E. Pour X € E, on note (x;);c; ses coordonnées dans 2.

E — K
Alors pour tout i € I, application ¢; : est une forme linéaire (i¢ coordonnée).
X — X

Soient E, F deux espaces vectoriels, 2 = (&;) ;c; une base de E et F = (ﬁ) - une famille de vecteurs de F.
1€
11 existe une unique application linéaire u € £(E, F) telle que Vie I, u(é;) = f;.

Soit B une base de E, u,ve £L(E,F).
Alors u = v si et seulement si u(%A8) = v(%AB).
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Soit B une base de E, u€ £ (E, F).
e u est injective si et seulement si u(%8) est libre.

o wu est surjective si et seulement si u(9) engendre F.
o u est un isomorphisme si et seulement si u(%) est une base de F.

Remarque

ue Z(E,F) est un isomorphisme si et seulement si I'image d’une base de E par u est une base de F.

O Applications linéaires et dimensions

Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors dimE = dim F <= E et F sont isomorphes.

Remarque

L'étude de l'espace vectoriel IKP se reporte sur tout IK-espace vectoriel de dimension p.

Soient E, F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dim F et ue £ (E, F).

Alors u est injective < u est surjective < u est bijective.

Remarque

C’est en particulier le cas pour tout endomorphisme en dimension finie.

Exemple

KplX] — K"! - , N ,
ol xp,..., Xy sont deux a deux distincts est facilement injectif (noyau réduit
P —  (P(x0), P(x1),..., P(xn))

a 0 x)) et dimK,[X] = dimK"*! donc c’est un isomorphisme, ce qui redonne le résultat de l'interpolation de Lagrange.

Soit E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dimF = n et u € £ (E, F). Les propriétés
suivantes sont équivalents :

(i) u isomorphisme (iii) u est inversible a droite

(ii) w est inversible a gauche (iv) 1gu=n
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0 Dimension de < (E, F)

Soit E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors £(E, F) est de dimension finie et dim £ (E, F) = dim E x dim F.

Remarque

Af(E) est de dimension (dim E)2.

0 Décomposition d’applications linéaires

Théoréme

p
SiE= EBE,- et pour tout i, u; € £(E;, F), alors il existe une unique application linéaire u € £ (E, F) telle que pour
i=1
tout i, wg, = u;.

4 Théoréme du rang

Théoréme : du rang

u e Z(E,F) induit un isomorphisme de tout supplémentaire H de Ker u sur Im u.
Si, de plus, E est de dimension finie, dim E = dimKer u + rg u.

Remarque
AEn général, Ker u et Im u ne sont pas supplémentaires.

Exemple

u:(x,y)— (0

Si E est de dimension finie, u est injective si et seulement si rgu = dimE.
Si F est de dimension finie, u est surjective si et seulement si rgu = dim F.

5 Formes linéaires et hyperplans
E désigne un KK-espace vectoriel de dimension finie non nulle.

Définition

On rappelle que les formes linéaires sont les ¢ € Z(E,K) et que E* = Z(E,K) est appelé espace dual de E.
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Remarque

dimE* =dimE.

Théoreme : Caractérisation des hyperplans

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) H est un hyperplan.
(ii) H est un supplémentaire de toute droite D ¢ H.
(iii) H est un supplémentaire d'une droite D ¢ H.

(iv) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle : 3¢ € E* \{0g+}, H =XKere.

Soient 1,2 € E* \ {0g=}.
Kerg, =Kergpy, <= ILe K", ¢; = Agp,.

Remarque : Equation d’un hyperplan

Si A =(éy,...,éy) est une base de E et H = Ker¢ un hyperplan.
Pour tout Xe E, X=x181 + -+ xpé, donc ¢(X) = x1(€1) + -+ + X (€n).

Si on note a; = ¢(é;), on obtient X€ H < ajx; +---+ apxp =0.
Réciproquement, toute équation de H donne une telle forme linéaire ¢.

La propriété précédente nous dit que toutes les équations de H sont colinéaires.

Propriété : Systeme d’équations d’un sous-espace

Si F est un sous-espace vectoriel de E avec dimE = n et dimF = p tels que p < n, alors F est 'intersection de n—p
hyperplans distincts.

Remarque

Cela traduit le fait que le sous-espace puisse étre décrit par un systeme de n — p équations indépendantes.

v SOLUTIONS DES PROBLEMES LINEAIRES

Définition : Probléme linéaire

Un probleme linéaire est un probleme conduisant a une équation du type u(x) =bott ue £(E,F) et be F
un vecteur fixé, I'inconnue x étant un vecteur de E.

L’ensemble des solution de cette équation est
e soit vide (si b ¢ Imu)
» soit un sous-espace affine de E de direction Ker u, donc de la forme

Xo + Ker u

oit xg est une solution particuliere et Ker u est I'espace vectoriel des solutions de I'équation homogene u(x) = Op.

ESPACES VECTORIELS - page 21



LYCEE CARNOT - DIJON HTTPS://MPl.PREPA—CARNOT.FR

Exemples

E1- Equations différentielles linéaires
E2— Suites arithmético-géométriques.

E3 — Systemes linéaires.
E4 — Interpolation de Lagrange u :
P —  (P(x0),...,P(xn))

Connaissant une solution Py, ’ensemble des solutions est Py + Ker u.
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