J. LAROCHETTE

VERSION DU 6 SEPTEMBRE 2020

Polyn6mes

K désigne un sous-corps de C.
En fait tout corps convient, mais pour certaines propriétés, on a besoin

qu’il soit de caractéristique nulle, c’est-a-dire tel que nk = n-1k = 1x+---+1 # 0K

sine IN*.

1 L’ ALGEBRE DES POLYNOMES

1 Polynomes formels a une indéterminée

Se donner un polyndme a ccefficents dans K, c’est se donner la suite
(ap, ay,...,aq,0,0,...) de ses coefficients ayant un nombre fini de termes non
nuls (nulle a partir d’un certain rang). On parle alors de suite presque nulle.

On note alors, pour tout k€ IN, Xk 1a suite presque nulle (0,...,0,1, 0,0,...).

ke

Cela permet de transformer la notation (ao, a1, ...,a4,0,0,...) en

+00 d

P=ay+amX+-+agX+0+0+--= Y aX* =} ap xF.
k=0 k=0
—_——

somme finie
On note parfois P(X) pour P.

X est appelée indéterminée. L'ensemble des polyndmes a une indétermi-
née a coefficients dans KK est noté IK[X].

Remarques
R1- L'indéterminée n’est pas un nombre! Elle n’a pas de valeur. Elle repré-
sente la suite presque nulle (0,1,0,0,...).

R2— Par définition, P=Y a; X* = Q=Y by XFk <= Vk, a; = by (égalité de
deux suites). Les ceefficients d'un polynéme formel sont uniques.

» Le polyndme nul est le polynome dont tous les ccefficients sont nuls,
noté Ok (x) ou plus simplement 0.

« On appelle mondme tout polyndme de la forme aX* avec ke IN et
a#0.

¢ On appelle polynéme constant tout polyndme P = a ot a € K.

e Si PeK[X]\{0}, on appelle degré de P, noté degP, le plus grand k€ IN
tel que ay # 0 (qui existe bien).

deg P =max{k e IN | ai # 0}
agegp est appelé ceefficient dominant de P, noté cd P.
SicdP =1, P est dit unitaire ou normalisé.
On pose deg0 = —oo.
e Onnote K,[X] ={PeK[X] | degP < n} 'ensemble des polyndmes de

degré au plus n.

KXl ={ap+a X +--+a,X", (ag,...,an) e K"}

2 Opérations sur les polyndomes

Pour P= Y aX*, Q=Y bpX*eK(X] et A€ K, on définit les lois +, x, -,

k>0 k>0
o par
e P+Q= Z (dk+bk)Xk
k>0
e AP=Y (Aapx*
k>0
e PxQ=) ap X x Zng’= Y epmX™
k>0 >0 m=0

(m=k+?)
en faisant une sommation par diagonales, c’est-a-dire avec

m m
cm= Y. abp=) akbm-r=)_ am-rby.
m=k+¢ k=0 =

° POQ:P(Q) = Z aka.

k>0
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Remarques

R1- Ne pas dire « On pose X = Q », celan’a aucun sens!
R2— Cela correspond a la notion de composée de fonction habituelle.

R3 — Le loi o sur K[X] n’est pas commutative. Par exemple,
XPo(X+D)=(X+1?#X*+1=(X+1)o(X?).

R4 — Elle admet un élément neutre : P = X (qui correspond a l'identité).

N N

R5— Elle est distributive sur + a droite mais pas a gauche
(P+Q)oR=PoR+QoRmais X?0(1+1)=4#1=X?01+X?01.

Propriété : Opérations algébriques et degré

SiPQeK[X]et AeK, P+Q, PxQ et AP sont des polynomes et

o deg(P + Q) < max(degP,degQ) avec égalité si et seulement si
degP # degQ ou (degP =degQ et cdP+cdQ #0)

e deg(AP) =degP et cd(AP) =AcdP si A #0, sinon AP =0.

o deg(PQ)=degP +degQ et cd(PQ)=cdPcdQ.

e Si Q mnon constant, alors deg(P o Q) = degPdegQ et
cd(PoQ)) = cd P x (cd Q)9e8”,

Remarques

R1- En général, on a deg(aP + fQ) < max(deg P, degQ).
R2— Si Q est constant, PoQ l'est aussi.

Propriété : Structure d’anneau commutatif integre

(K[X],+, x,-) est une IK-algebre commutative integre d’élément unité le
polyndme constant 1 et dont le groupe des inversible est IKo[X]\{0} (polyndomes
constants non nuls.)

Remarque

L’isomorphisme d’algebres trivial K — IKo[X] permet de confondre K et
Ko[X], c’est-a-dire les constantes A et les polyndmes constants P = A.

3 Dérivation formelle

Définition : Polynome dérivé
SiP=ay+a1X+---+a,X" € K[X], on appelle polynéme dérivé de
P, noté P/, le polyndme défini par

n n-1
P =Y kaxX*'=Y (k+DarnX*=a1+2a,X +---+ na, X" .
k=1 k=0
et0 =0.
Plus généralement, on note P¥) = p, P = p', p® = p" = (P} et
pour tout ke N*, p®) = (pk-D)’,

Remarque

Il n’est pas question ici de dérivabilité : la dérivation est une simple
opération algébrique sur les polynémes.

Soient BQ e K[X], a,f e K.
(i) degP'=degP —1 si P non constant, —oo sinon.
Plus généralement, deg P = deg P — n si degP > n, —oo sinon.
En général, deg P < degP — n.
(ii) Linéarité : (aP+ BQ) = aP' + pQ’.

(iii) Formule de Leibniz
n

(PQ)' = P'Q+ PQ' et plus généralement, (PQ)™ = )
k=0

n

pb o=k
L

(iv) (PoQ)' =Q' xP'oQ.
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Remarques Remarques
R1- P =0sin>degP+1etsid=degP, PV =dlcdP. R1- Mathématiquement, P et P sont des objets fondamentalement diffé-
R2— degP = min {n eIN| P = 0} —1siP#0. rents. Cependant, sous certaines conditions, on peut les identifier (cf

. plus loin). Ainsi, on fait souvent I’abus de notation P(x) pour P(x).
R3— SinelN,

R2 — On peut en fait définir un polynéme pour autre chose qu’un élément

de K : il suffit de pouvoir élever a une puissance k et faire des combi-
- naisons linéaires (matrices, fonctions, polynémes, etc.) : la structure de
(( R= a)k) =< k! sin=k KK-algebre est adaptée.

0 sin>k+1

k(k=1)-(k—n+1)(X —a)k" = __(X—a)* " sinon. R3- Si BQeKI[X], PoQ=P(Q) (on applique la fonction polynomiale a un
(k—mn)! polynome au lieu d"un élément de K.)
d
R4- Si P = Y aX 5 alors pour tout n € N,
k=0
0 sin>d+l Propriétés : Fonction polyndome et opérations
pn ] dlag sin=d SiPQeK[X]et Ae K (iv) PoQ=PoQ.
d N e =
Z k(k—1)---(k—n+1)aX*™" sinon. (l) 128_€+?' _
k=n (i) PxQ=PxQ. (v) Sur R, P est dérivable et
(iii) AP =AP. =
Remarque

L’application P — P est un morphisme deK-algebres de K[X] vers l'al-

II F ONCTIONS POLYNOMIALE S, RACINEY¢ gebre des fonctions de K dans IK (voir la propriété suivante, avec 1=1.)

1 Fonctions polynomiales
. . 2 Formule de Taylor

Définition : Fonction polynéme associée
Théoreme : Formule de Taylor

K — K ~
_ P (q)
SiP-= arX* e K[X], on note P : - appe- Soient P € K[X] et a € K. P(X) = (X—a)" cest-a-dire
kéo x — Px)=) ax* PP ,;0
k=0 p(n)
lée fonction polynomiale associée a P. PX+a)=)_ P '(a) X"
So N
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Corollaire : Formule de Mac Laurin

P (0 . - A (o
p= '( )X " c’est-a-dire les ceefficients de P sont les a, = ( ).

3 Racines

0 Définition

Définition : Racine

a €K est un zéro ou une racine de P € K[X] lorsque P(a) = 0.

Remarques

R1- Cela dépend du corps K.

R2 - Un polynome réel de degré impair a toujours une racine réelle (consé-
quence du théoreme des valeurs intermédiaires.)

0 Propriétés
Propriétés : Racine et division

Soit P e K[X].
(i) a est racine de P si et seulement si (X — a)|P.

(i) xi,...,x, sont racines deux a deux distinctes de P si et seulement si
(X —x1) - (X = xp)|P.

Remarque

Si P|Q, toute racine de P est racine de Q. La réciproque est fausse en
général.

Corollaire : Nombre de racines

Soit P e K[X].
(i) Si P#0, P admet au plus deg P racines.
(ii) Si P admet strictement plus de degP racines, P = 0.

(iii) Si P admet une infinité de racines, P = 0.

Corollaire : Identification polyndme et fonction poly-

nome
Si K est infini et P = Q, alors P = Q. On peut alors confondre P et P.

Démonstration

Si P = Q et K infini, alors P — Q a une infinité de racines, donc estnul. O

Remarque
Si K = {x1,...,x,} fini (par exemple Z%/pz avec p premier),
n
P =[] (X-xx) #0 (il est unitaire) et pourtant P = 0 (pas plus de ra-

k=1
cines que le degré!).
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G Multiplicité

Définition : Multiplicité

Soient P € K[X] tel que P #0, ac K.
On appelle ordre de multiplicité de a en tant que racine de P 1'en-
tier
m:max{kE]N c (X—a)k|P}

Ainsi, a est racine d’ordre m si et seulement si (X—a)™ |P et (X—a)™*! J{P
si et seulement si on a Q € K[X] tel que P = (X—a)™Q et Q(a) #0.
e Si m=0, an’est pas racine de P.
Si m > 1, a est racine de P.
Si m=1, a est racine simple de P.
Si m =2, a est racine double de P.
Si m =3, a est racine triple de P.
Si m > 2, a est racine multiple de P.

Remarques

R1- Si (X —a)"|P alors a est racine de P d’ordre au moins n.

R2 — L'ordre est toujours au plus égal au degré du polynome.

X1,..., X, deux d deux distincts sont racines d’ordre au moins my, ..., my,
respectivement si et seulement si (X — x1)"™ -+ (X — x,)"™" |P.

Propriété : Caractérisation de 1’ordre

Soient Pe K[X], ae K, meN.
a est racine d’ordre m de P si et seulement si ¥V k€ [0,m—1], P®(a)=0
et U (g) #0.

Si a est racine d’ordre m > 2 de P, a racine d’ordre m—1 de P'. La
réciproque est fausse si on ne suppose pas a racine de P.

Exemple

P=X(X-2)etP'=2X—-2:1 est racine simple de P/, mais n’est pas racine
double de P.

Exercice

Montrer que (X - 1)3[nX"*? - (n+2) X" + (n+2)X — n.

4 Polyndmes scindés

Définition : Polyndme scindé

P e K[X] est dit scindé sur K s’il peut s’écrire comme produit de
polynémes de degré 1 de K[X], c’est-a-dire siona A € K*, n € IN* et
Y1,---,¥n € K tels que

P=AMX-y1) - (X=yn),

cest-a-diresiona A€ K*, pe IN* et x1,..., X, € K deux a deux distincts
et my,...,m, € IN* tels que

P=AX—=x)™ (X =xp)".

Alors degP > 1, A = cdP, xi,...,Xp sont les racines de P deux a deux
distinctes de multiplicités respectives my,..., my.

POLYNOMES - page 5



LYCEE CARNOT - DIJON

HTTPS://SUP3.PREPA—CARNOT.F

Remarque

ASCindé sur C <x scindé sur R.
P = X? -1 est scindé sur C mais pas sur R.
P = X2%-2 est scindé sur R, C mais pas sur Q.

Propriété : Caractérisation avec les racines

Soit P un polynome non constant admettant exactement p racines d’ordres
respectifs my,...,my, dans K.
P est scindé si et seulement si my +---+mp = degP.

Théoréme : Théoréme de d’Alembert-Gaufs (Thm. fon-

dam. de l’alg.)

Tout polyndme non constant de C[X] admet une racine.
On dit que le corps C est algébriquement clos.

Tout polyndme a ccefficients complexes non constant est scindé.

Si P est scindé, alors P|Q si et seulement si toutes les racines de P sont
racines de Q avec des multiplicités au moins égales a celles pour P.

Remarque

C’est donc toujours vrai dans C.

5 Relations coefficients-racines

Définition : Fonctions symétriques élémentaires

Soient ne€ IN*, x1,...,x, € K.
On appelle fonctions symétriques élémentaires de xi,...,x, les
nombres

n
e 01 = in:x1+x2+...+xn. (n termes)
i=1
® U= Z Xi Xi, = X1X2 + X1X3 + - + X1 X5 + *+ + Xpp_1 Xy (n(nz—l)

1<i<ir<n
termes)

O

1<ii<ip<-<ip<n

Xi, Xi, -+ Xip.. ((}) termes)

o 0, =X1X2 - Xp. (1 terme)

Exemple

Si n =3, les fonctions symétriques élémentaires en x, y, z sont 0y = x+y+z,
O2=Xy+yz+xzetoz=xyz.

Remarque

On peut montrer que toute fonction polynomiale en x;,..., x, symétrique
en xi,..., X, s’exprime comme un polyndéme en oy, ...,0,.

Exemple

_ _ _ .2 2 _ 2
Si=x1+--+xp=01et S =x7+ -+ x5, =07 —20>.

POLYNOMES - page 6


https://sup3.prepa-carnot.fr
https://sup3.prepa-carnot.fr

J. LAROCHETTE

VERSION DU 6 SEPTEMBRE 2020

Propriété : Relations ccefficients-racines

Soient n € N*, ag,---,a, € K tel que a, #0, P = ap +--- + ap X",
scindé sur K, x1,..., x, ses racines comptées avec leur multiplicité, donc
P=an(X-x1)--- (X —xp). En notant oy les fonctions symétriques élémen-
taires en x1,...,Xn,

ap—1
o 01 =——2=. (somme)
an
[ ]
An-k
e op=(-DF 2
n

Op= (-pn 2, (produit)
an

Ainsi, P=an(X"— 01 X" 1 +0,X" 24+ (-D" op ).
—~— —

somime produit

Remarques

R1- En particulier, si P est unitaire, P = X"~ X" 1+ 0, X" 2 + -+ (=)0,

R2— Sin=2, on retrouve que les racines complexes de aX?+ bX + ¢ ont une
somme égale a —b/a et un produit égal a c/a.

111 INTERPOLATION DE LAGRANGE

e Problématique: Etant donné n € N, n+1 scalaires xo, ..., x, € K deux a
deux distincts, et yy,..., y, € K fixés (par exemple pour tout k, yi = f(xx)

ol f est une fonction connue ou non).

On cherche des polynomes P € K[X] tels que V k€ [0, n], P(x) = yi.

C’est un probléme d’interpolation.

o Principe : C’est un probleme linéaire.

Kp[X] — K"!
L’application wu : est une application li-
P — (P(Xt)kefo,n]
néaire injective entre deux espaces de dimension n +1.
En effet, son noyau est réduit aux polyndmes de degré au plus n
admettent les n+1 racines distinctes xo, ..., x,, c’est-a-dire au polyndme
nul.
Il s’agit donc d"un isomorphisme.
On peut aussi remarquer que sa matrice dans les bases canoniques est
la matrice de Vandermonde associée a xy, ..., X;.

L'unique solution au probleme est donc, par linéarité,

n
u_l(yO;'..;yn):Zyi'u_l(o,..., 1
i=0

On cherche donc le polynome L; = u™! (0, | O) tel que L;(x;) =1
l'e
et Lij(xj)=0si j#1i,c'est-a-dire L;(x;) = 0; ;.
Alors les x; pour j # i sont racines de L;. Donc L; = [ ] (X - x/)Q.
J#i
Comme degL; =1, alors Q estconstant: Q=Aet L;(x;) =1= H (xi — xj).
J#i

Définition : Polyndmes de Lagrange

Si neIN* et xy, ..., x, deux a deux distincts, on appelle i¢ polyndme

de Lagrange associé a (xo,..., x,) le polynome

H.(X—xj)

T = 7
[T i-x))
Jj#i
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Propriété : Polynome d’interpolation de Lagrange

Etant donné xy, ..., x, € K deux a deux distincts et Y0,---, Yn € K, il existe
un unique polynoéme P de degré au plus n tel que Vi, P(x;) =y;.
n

Ils'agitde P=)_ y;-Li.
i=0

Comme le probleme est linéaire (en fait affine), on peut le résoudre sur
KK[X] en passant par solution particuliere et solution du probleme homogene
associé.

Les polynomes d’interpolation associés aux points ((xo, ¥0), .-, (Xn, ¥n))

n n
sont les polynomes P+ [ (X - x;) |Qoi Qe K[X] et P=)_ y;L;.
i=0 i=0

Démonstration

IIs conviennent et si A convient, xy, ..., X, sont racines de A— P qui s’écrit

donc (ﬁ (X - x,-)) Q. O

i=0

Remarque : Phénoméne de Runge

C’est séduisant pour approcher une fonction, mais peu utilisable en pra-
tique si n devient trop grand. Les termes en X" induisent de grandes varia-
tions qui vont perturber le comportement entre deux points d’interpolation
(phénomene de Runge).

On peut montrer que pour atténuer ce phénomene, un moyen est choisir
convenablement les points d’interpolation, le choix optimal étant les racines

Rk+1)m

des polyndmes de Tchebychev cos sur [-1,1], transposable a tout

la, b] par transformation affine.
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