MP 1 - Lycée Carnot - Dijon a rendre lundi 14 septembre
DEVOIR LIBRE N° 1

I - Ftude de la suite de polynomes (7),) e

1. On calcule (Tz =2XxX-1|donc| T, =2X?>-1 |et T3 =2X(2X?-1)- X donc [Tg =4X3 - 3X)

2. Montrons par récurrence sur n (double, ou forte) que

(Tn est de degré n, de coefficient dominant 2" si n # 0, 1 sinon, et a la méme parité que n) (ce qui s’écrit

simplement T, (-X) = (-1)"Ty).

Initialisations : Tj = 1 est de degré 0, de ccefficient dominant 1 et pair comme 0; 71 = X est de degré 1,
de ceefficient dominant 1 =2'"! et impair comme 1.

Attention : il est indispensable d’initialiser aux rangs 0 et 1 a cause des deux prédécesseurs de

I'hypothese de récurrence.

Hérédité : Si, pour un n > 1, I'hypothese est vraie aux rangs n—1 et n, alors Ty4+1 =2X T, — Tp—1.
Comme T, est de degré n, 2X T, est de degré n+1 et comme T}, est de degré n—1, alors T},;; est
de degré n +1 et son ccefficient dominant est celui de 2XT,.

Comme celui de T, est 2! par hypothése de récurrence, le ccefficient dominant de Tj,,; est
2 x 211—1 — 21’1 — 2(l’l+l)—l.

Enfin, par hypothese de récurrence,

Tps1(=X) =2(-X) T(=X) = Tp-1 (= X) = ~(=1)"2X Ty = (= 1)" " Tpoy = (D" @X Ty~ Tp)
= (=1)"" Ty

donc T4+ a méme parité que n+ 1.
La récurrence est établie.

3. Comme R, [X] est un espace vectoriel de dimension n+1 sur R, qu’il contient la famille (Ty, T, ..., T,) de

n+1 vecteurs qui est libre car les polyndmes sont non nuls et a degrés étagés (le déterminant de la famille
1

02° ()
dans la base canonique est [0 0 2' =1x20x...x2"71 £ (). DonCGTo, T1,...,Ty) est une base de R, [X])
0. .. 020!
4. a)
chachb+shashb= e“+e 9 (el +e?)+(e—e Y (eP —eP)
4
— eth y e atb  ea-b y e=a-b 4 gath _g-atb_ea-b g-a-b
B 4
el ye-a-b

- 2

donc (chachb+shashb =ch(a+ b))
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(ii) D’aprés la question précédente et par des considérations de parité, on a aussi

1
ch(a—b)=chachb-shashbetdonc| chachb= E(ch(a+ b) + ch(a—b)).

b) Soit x un réel fixé. Montrons par récurrence sur n (double, a nouveau) que

G)our tout ne N, T,,(cost) =cosnt et T,(cht) =ch nt)

Initialisations : Ty(cost) =1=cos(0-t), To(cht)=1=ch(0x 1)
Ti(cost)=cost=cos(1-t), Ti(cht)=cht=ch(1xt).
1l est a nouveau indispensable d’initialiser aux rangs 0 et 1 a cause des deux prédécesseurs de I'hypothese
de récurrence.

Hérédité :Si, pour un n > 1, 'hypothése est vraie aux rangs n—1 et n, alors Ty =2XT,, — Tj_1.
Donc Ty+1(cost) =2costT,(cost) — Ty—1(cost) = 2costcosnt —cos(n—1)t par hypothese de ré-
currence. Or 2cosxcosnt=cos(n+1)t+cos(n—1)t, donc T,,+1(cost) =cos(n+1)¢t.

Avec un raisonnement exactement similaire vu la question 4.a (iii), Tj,+1(ch ) =ch(n+1)t.

La récurrence est établie.

c¢) Comme cos(R) =[-1,1], on a, pour |x| <1, un t € R tel que x = cos t. Mais alors, d"apres la question

précédente, T, (x) = T,(cost) = cosnt. Donc [si x| <1, | T, (x)] < 1)

d) Comme ch(R) = [1,+o0[, on a, pour x > 1, un ¢ € R tel que x = cht. Mais alors, d’apres la question

4.b, T, (x) = T,(cht) =chnt > 1. Donc (si x>1, T,(x) > 1)

e) On a, d'apres la question 2, pour tout x € R, T,(—x) = (-1)" Ty, (x) et donc |T,,(—x)| = | T, (x)I.

Donc si x < -1, —x > 1 et d’apres la question précédente, QTn X)) =1Tp(=x)| = 1)

f) Encore une récurrence, simple cette fois, a x > 1 fixé.

Initialisation : Ona T;(x) = x < 2%!.

Hérédité : Soit un n > 1 tel que T, (x) <2" 1x".
Alors Tpi1(x) = 2xTy(x) — Tpo1 (%) < 2" = Ty () < 2"x™*! car T,-1(x) > 1> 0 d’apres la
question d.
Ce qui établit la récurrence.

Finalement, [si x>letneN*, T,(x) < 2”_1x”)

) b4 2k—-1n
a) SixeR, T,(cosx) =0<=cosnx=0<=3IkeZ, nx:—5+kn<:>5|keZ, x:%.
. 2k-1Dm 1 1
Ma150<¥<n<:>—<k<n+—.
2n 2 2
.. . Rk-1n
Ainsi | les solutions de T,,(cosx) = 0 dans [0, ] sont les xk:Z—pour1<k< n.
n
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b) Comme T}, est de degré n, il a au plus n racines distinctes.

. 2k—-1m .
Or d’apres la question précédente, les cosu pour 1 < k < n sont racines de T,,. Comme

n
cos est injective sur [0, 7] (strictement décroissante), elles sont deux a deux distinctes, etil y en a
exactement n.

Finalement, (Tn a exactement n racines distinctes, réelles, et toutes dans [-1, 1])

Remarque : la question 4.e nous disait déja que T, n’a aucune racine hors de [-1,1].

c¢) Comme T, est de degré n et posséde n racines réelles deux a deux distinctes, il est scindé sur R.
Comme de plus son ceefficient dominant est 2"~! d’apres la question 2, on a la décomposition en

k-1rn
os————|.

n
facteurs irréductibles sur R[X] :| T, =2""'[] (X -c 5
k=1 n

II - Etude de M(P) = max |P(x)|

1. La fonction polynomiale x — |P(x)| associée a P est continue sur le segment [-1,1] donc y est bornée et

atteint ses bornes. En particulier, (M (P) existe bien)

2. Onadéja vudansla premiere partie que si |x| < 1,|T,(x)| < 1. Or pour x = 1 = cos(0), | T, (cos0)| = [cos n0| = 1.

3. Soit n e IN*. Comme dans la premiere partie, on résout sur [0, 7] I’équation | T, (cos #)| = |cos (nt)| = 1.

k
lcos(nt)|=1<= nt=0[n] <= 3IJkec?Z, nt=kn<3IJkeZ, t:—n.
n

kn
Or0 —<n=0<k<n.

n
Par bijectivité (et décroissance) de cos: [0,7] — [-1,1], les solutions de | T, (cost)| = 1 sont exactement

k
les ay = cos% pour k€ [0, n].

4. On a, classiquement, | Li(a;) =0y, ;.

5. B posséde n+1=dimR,[X] vecteurs de R, [X], reste a montrer qu’ils sont linéairement indépendant.
Orsi yoLo+---+ ynL, =0, alors en évaluant en a pour k € [0, n], on obtient directement yj = 0.

Donc (,%" =(Ly,Ly,...,L;) est une base de R, [X])

On pourrait aussi se contenter de parler de l'unicité du polynéme interpolateur de Lagrange de degré
au plus n.
R, X] — Rn+1

p —  (P(ap),...,Play))
et méme dimension finie au départ et a I'arrivée), et % est I'image de la base canonique de R"*! par

l'isomorphisme u™'.

Autre réponse possible : u: est un isomorphisme (car de noyau nul
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6. La encore, le programme de premiéere année nous souffle que Cces coordonnées sont (P(ay),..., P(a n)))

n
On le retrouve en remarquant que P — Z a Ly est un polyndme de degré au plus n ayant les aj comme
k=0
racines, soit n + 1 racines deux a deux distinctes, donc est le polynome nul.

k
7. D’apres la question précédente, il suffit de calculer T, (cos 77[) = cos(km) = (-1)¥.

Onabien| T, = Y (-D*L;.
k=0

n
X
8.Six>1, T,(x) = Y (-1 Li(x) avec, pour 0 < k < n, L(x) = []
k=0 itk ¥k — Qi
ai <1< xetouvulordredes a;, ay—a; >0pour k+1<i<netar—a;<0pour0<i<k-1(donc
pour k termes).

ou pour tout i, x—a; > 0 car

Ainsi, (—l)kLk(x) =|Li(x)| et on a bien| T,(x) = Z |L(x)].
k=0

9. Soit x > 1. Vu les questions I1.6 (au début) et 1.4.f (a la fin),

n

Y. Plap)L(x)

k=0

|1P(x)| =

< Z [P(a)||Lg(x)| < M(P) Z |Li(x)] = M(P) Ty (x) < 2" ' M(P)x".
k=0 k=0

Ainsi, 2" 1 M(P) > %. Mais P étant unitaire de degré n, |[P(x)| ~ |x"|=x" donc 'P(,’f)l — 1.
X o0

— 4+ X
. 1
On a donc bien| M(P) > S

convient vu la question 2.

C’est cette étude qui permet de vérifier que le choix des racines des polynomes de Tchebychev est un meilleur choix
dans l'interpolation de Lagrange pour éviter le phénomene de Runge.

III - Etude d’un produit scalaire sur R[X]
1. On a pour tous B, Q € R[X], (P Q) € R. De plus,
o Symétrie: Si PQeR[X], (PQ) = fnP(cosx)Q(cosx) dx = fﬂ Q(cosx)P(cosx)dx =(Q,P).
e Bilinéarité : Si P,P,,Qe R[X] et )(L)E R, par linéarité de l’égfaluation et de I'intégrale,

(P1 +AP5, Q) :f (P1(cosx) + AP,(cosx))Q(cosx)dx
0

:f Pl(cosx)Q(cosx)dx+)Lf P,(cosx)Q(cosx)dx
0 0
=(P1,Q) + A{P2,Q)

ce qui donne la linéarité a gauche, de laquelle découle la linéarité a droite par symétrie.
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T
Positivité : Si P € R[X], (BQ) = f (P(cos x))*dx > 0 par positivité de I'intégrale (les bornes sont
0

bien ordonnées).

T
Définition : Si Pe R[X], (R Q) = f (P(cos x))*>dx = 0. Alors, comme x — (P(cosx))? est continue et

0
de signe constant sur [0, 7], elle est identiquement nulle sur [0, 7]. Ainsi, comme cos([0, 7]) = [-1,1],
le polyndme P admet l'infinité de réels de [~1,1] comme racines, c’est donc le polynome nul.

Finalement, ((-, -y définit un produit scalaire sur R[X ])

2. a)

b)

c)

d)

T

T
Sip#q, (T, Ty = f Tp(cosx) Ty(cosx)dx = f cos (px) cos(gx)dx d’apres la question 1.4.b. Mais,
0 0

en utilisant les formules de trigonométries,

sin((p+ q)x) N sin((p—q)x) "
p+q p—dq 0

17 1
(T, Ty) = 5.[0 (cos((p+ q)x) +cos((p—g)x)) dx = >

Donc (si p#4q,{Tp,Ty)= 0)

T b/
(To, To) = f cos® (0 x x)dx = f dx donc
0 0

Si n#0, on reprend les mémes calculs que ci-dessus avec p=qg=n:

/4

(Ty, Ty = %f (cos((n+n)x)+cos((n—n)x)) dx =
0

b4
donc| (T,, Ty = >

On a d’apres la question 1.3 que (T,..., T,—1) est une base de R, [X] et d’apres la question I11.2.a,

sin ((2n)x) ]”
— " +x
2n

N =

0

T, L Ty pour tout k € [0, n—1]. Donc (Tn eR,-1 [X]L]

On sait que (T, Tp) = g d’apres I11.2.b et que T, =2""' X"+ Q ot1 Q € R,,_1[X] d’apres 1.2, et donc
(T, Q) =0 d’apres la question précédente.

T
Donc 5= (T, T =T, 2" X" + Q) = (T, 2" L X™) + (T, Q) = (T, 271Xy = 21T, Xy,

/4
Finalement, | (T,, X™) = Pl

3. D’apres la question L.3, (Ty,..., T,;) est une base de R,[X]. D’apres la question II1.2.a, cette base est
orthogonale.

1 2 2
Enfin, d’apres la question II1.2.b, (T To,\/ ~ Ti,.../ ~ Tn) est une base orthonormale de R,,[X].
i3
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IV - Méthode de quadrature de Gauss '-Tchebychev

1. Soit f continue sur [-1,1]. Alors f ocos est continue sur [0, 7] et pour tout k€ {0,...,p—1},

Rk+1nm

X = € [k%,(k+ 1)%].

donc, d’apres le théoreme général sur les sommes de Riemman,

T
f f(cosx)dx.
0

n—+oo

n.n—l T n
— Y flcosxpsr) = =) flcosxg)
k=0 Mj=1

Autrement dit, [S n(f) —0 I(f )]

n
2. On note, pour j€{0,...,n}, ¢cj = Y_ cos(jxi).
k=1

n n n
=) 1l=n etcn:Zcos(kn—g):ZOdonc
k=1 k=1 k=1

b) Soit je{l,...,n—1}.

ijZ

noooak RN 1—(6 ”)

Z(ellﬁ) =eVn (elfﬁ) =eVn —

k=1 1=0 1-en
. nooooavk L 1—eldT 1-(-1)/ a (=1 =1

n s E s T

Carel‘]Z#l_DOnCZ(el]n) :eljn—..ﬂ:eljn s T s T s T :el‘]znﬁ'
] 1—elVn elizy (e_lfﬂ _elfﬁ) 2isin (jo%)

noooank oa 1=(=1)J
Donc Z(e”ﬁ) :ie‘fﬁ.(—,i.
= 2sin (j %)

¢) Soit jef{l,...,n—1},

n — s n sk s n T
cj=). cosj(Zk—l)n =NRe (e_”ﬁ > e”kT) =NRe (e_‘]ﬁ > (e”ﬁ)k).
2n k=1 k=1

k=1
1-(-1)/
it en(D
Zsm(]ﬁ)

Carl Friedrich Gauss (Brunswick 1777 - Gottingen 1855) est un mathématicien, astronome et physicien
allemand. Surnommé le prince des mathématiciens, il est considéré comme l'un des plus grands mathémati-
ciens de tous les temps. Gauss était un génie particulierement précoce : a 7 ans (ou 10 selon les sources),
il donne la formule calculant 1+2+---+100. A 19 ans, il fut le premier & démontrer la loi de réciprocité
quadratique. Parmi ses autres prouesses, on peut citer la démonstration du théoreme fondamental de
I'algebre, dans sa these en 1799, I'invention de la théorie des congruences, la résolution de problemes de
construction a la regle et au compas. .. Il est considéré comme le fondateur de la géométrie différentielle.

Donc, d’apres la question précédente, c; = Re
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3. a) Soit p€{0,...,n~-1}. Remarquons que I(T)) = (T, Ty) donc (I(Tp) =0sip#0et I(Tp) = 71') d’apres

la partie III.

De plus, S,(T)) = %cp. Donc d’apres les questions précédentes, (S n(To) =m et S,(Tp) =0si p # 0]

b) Comme (Ty,..., T,) est une base de R,,—;[X] et comme les fonctions I et S, sont linéaires, 1’égalité

vu la question précédente de I et de S, sur la base suffit a conclure que Gaour tout Pe R, [X ])

I(P) =S,(P).

4. a) Ona T,Q=P—-R donc deg(T,Q) < max(degPdegR) < max(2n—-1,n—1) =2n-1. Comme, de plus,

deg(T,Q) =degT,, +degQ =degQ + n, on en déduit degQ < n—1etdonc| Qe R,_1[X] |

b) Par linéarité de I, on a I(P) = I(QT,) + I(R) = (Q, T,) + I(R). Comme T, € R,,_; [X]*+ d’apres la partie
II, et comme Q € R,_;[x] d’apres la question précédente, | I(P) = I(R).

c) D’apres la question précédente et la question 3, pour P € Ry,1[X], I(P) = I(R) = S,(R).

n
Or S, (P) = Sp(QTy) + Su(R) par linéarité et S,(QT,) = %Z Q(cosxy) Ty, (cos xx) = 0 car les cos x; sont
k=1

justement les racines de T,. Donc S,(P) = S,(R) et finalement, (pour PeRy,_1[X], I(P) = Sn(P))

5. I(Tz) = {T2n, To) = 0 d’apres la partie Il car n #0 et

T & T T T
Sn(Ton) = =) Trnlcosxy) = =) cos2nxp) =—) cos(@k-m)==) (-)=-n
nisy = Nz N

Donc G(TZn) =0#£-7m= Sn(TZn))

La méthode de quadrature est donc exacte sur Ry,—1[X] d’apres la question précédente, mais ne 1'est

pas pour T, € Ry, [X]. (C’est donc une méthode d’ordre 2n — 1)

Fin
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