
Colle n°4 Du 28 septembre au 2 octobre

Programme de colle – MP 1

Reprise du programme précédent sur les déterminants (révisions) auquel j’ajoute :

Réduction (1ère partie)

Extrait du programme officiel. On se limite en pratique au cas où le corps de baseK est R ou C.

CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES

a) Généralités

Matrices semblables, interprétation géométrique. Les étudiants doivent savoir utiliser l’endomorphisme cano-
niquement associé à une matrice carrée.

Sous-espace stable par un endomorphisme. Endomorphisme
induit.

En dimension finie, traduction de la stabilité d’un sous-espace
F par un endomorphisme u à l’aide de la matrice de u dans
une base adaptée à F .

b) Éléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Droite stable par un endomorphisme.
Valeur propre, vecteur propre (non nul), sous-espace propre.

� SI : matrice d’inductance : inductance cyclique et induc-
tance homopolaire.

Le spectre d’un endomorphisme d’un espace de dimension
finie est l’ensemble de ses valeurs propres.

La notion de valeur spectrale est hors programme.

La somme d’une famille finie de sous-espaces propres est
directe.

Toute famille de vecteurs propres associés à des valeurs
propres distinctes est libre.

Le spectre d’un endomorphisme d’un espace de dimension
finie n est fini, et de cardinal au plus n.
Si deux endomorphismes u et v commutent, tout sous-espace
propre de u est stable par v .
Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres et
spectre d’une matrice carrée.

Équation aux éléments propres M X =λX .
Deux matrices semblables ont même spectre.
SiK est un sous-corps deK′ et si M ∈M n (K), le spectre de M
dansK est contenu dans le spectre de M dansK′.

c) Polynôme caractéristique

Polynôme caractéristique d’une matrice carrée, d’un endo-
morphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

Deux matrices semblables ont même polynôme caractéris-
tique.
Le polynôme caractéristique est unitaire.
Notations χu ,χA .
Les étudiants doivent connaître les valeurs des coefficients de
degrés 0 et n −1.

Les racines du polynôme caractéristique sont les valeurs
propres. Multiplicité d’une valeur propre.

La dimension du sous-espace propre associé à λ est majorée
par la multiplicité de λ.

Polynôme caractéristique d’une matrice triangulaire.
Polynôme caractéristique d’un endomorphisme induit.

d) Endomorphismes et matrices carrées diagonalisables

Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension fi-
nie est dit diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle
sa matrice est diagonale.

Une telle base est constituée de vecteurs propres.

Pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable, il faut et il
suffit que la somme de ses sous-espaces propres soit égale à
E .

Cas des projecteurs, des symétries.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si l’endomorphisme
deKn canoniquement associé est diagonalisable.
Pour qu’une matrice carrée soit diagonalisable, il faut et il
suffit qu’elle soit semblable à une matrice diagonale.

Dans la pratique des cas numériques, on se limite à n = 2 ou
n = 3.

Cas d’un endomorphisme d’un espace de dimension n admet-
tant n valeurs propres distinctes.

Traduction matricielle.

CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES

Pour qu’un endomorphisme u soit diagonalisable, il faut et
il suffit que χu soit scindé et que, pour toute valeur propre
de u, la dimension de l’espace propre associé soit égale à sa
multiplicité.

Traduction matricielle.

Semaine prochaine : Réduction (suite et fin).

QUESTIONS DE COURS :

(i) Déterminant triangulaire par blocs (en utilisant le fait que les formes n-linéaires alternées en
dimension n forment un espace de dimension 1).

(ii) Les sous-espaces propres sont en somme directe.

(iii) Si deux endomorphismes commutent, l’image, le noyau et plus généralement les sous-espaces
propres de l’un sont stables par l’autre.

(iv) Définition et caractérisations de la diagonalisabilité d’un endomorphisme Démonstration·s choisie·s
par le colleur.

(v) CNS sur la représentation par bloc d’un endomorphisme dans une base adaptée pour qu’un sous-
espace soit stable.
Pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace propre associé est entre 1 et la multiplicité
de la valeur propre.
Savoir faire le lien entre les deux.

(vi) CCINP 73 : On pose A =
(
2 1
4 −1

)
.

(a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

(b) Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice
(
3 0
0 −2

)
.

En déduire que l’ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect(I2, A).

(vii) CCINP 69 : On considère la matrice A =
0 a 1

a 0 1
a 1 0

 où a est un réel.

(a) Déterminer le rang de A.

(b) Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable?

(viii) CCINP 72 : Soit n un entier naturel non nul.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n, et soit e = (e1, . . . ,en) une base de
E .
On suppose que f (e1) = f (e2) = ·· · = f (en) = v , où v est un vecteur donné de E .

(a) Donner le rang de f .

(b) f est-il diagonalisable? (discuter en fonction du vecteur v)


