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| GROUPES ET SOUS-GROUPES

O O ©

1 Structure de groupe

Définition : loi de composition interne

Soit E un ensemble non vide.
On appelle loi de composition interne sur E toute application

ExE — E

(X, ) — x*xy '

Définition : associativité, commutativité

Une loi de composition interne x sur un ensemble E est dite

» associative lorsque

V(x,y,z)eES, (x*xYP)*z=x*(y*2)

(que l'on peut alors noter x x y x z.)

.................... o commutative 10rsque

V(x,y)eEz, X*xy=y*X.

O 00 000w OO0 U Gur UGk bk WWWWWNN P -
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Définition : Elément neutre

Soit x une loi de composition interne sur E et e un élément de E.
On dit que e est élément neutre pour * si pour tout x€ E, x ke =e*x x = x.

Propriété : Unicité de 1’élément neutre

S'il existe, I'élément neutre est unique.

Définition : Eléments symétrisables

Soit x une loi de composition interne sur E, admettant un élément neutre
e€e k.

Un élément x de E est dit symétrisable pour x si on a y € E tel que
Xxy=yxx=e.

Définition - Propriété : Unicité du symétrique

Si * est une loi de composition interne associative sur E, alors pour tout
x € E symétrisable, 'élément y de E tel que xx y = yx x = e est unique et appelé
symétrique de x pour x dans E.

Soit x une loi de composition interne associative sur E.
Si x et y sont symétrisables, alors

e x %y l'est aussi. De plus, sym(x * y) = sym(y) x sym(x).

o sym(x) l'est aussi et sym(sym(x)) = x.

Définition : Groupe

On appelle groupe tout couple (G, x) o1 G est un ensemble tel que
(G1) * estune loi de composition interne sur G
(G2) * est associative
(G3) G admet un élément neutre pour *

(G4) Tout élément de G admet un symétrique dans G pour *.

Si, de plus, x est commutative, on dit que (G, x) est un groupe commutatif
ou groupe abélien.

2 Puissances ou itérées d’un élément

Définition : Itérées d’un élément

Soir E un ensemble muni d"une loi de composition interne x (notée multi-
plicativement) associative et possédant un élément neutre e.
Pour tout x € E et tout n € IN, on définit récursivement

= e sin=0
x" 1% x sinon.

Propriétés

Soient x,y € E et n,me IN.

(7)) x™M = x" % x" = x™ % x".
(@) ) = % = (2",

(i) Sixxy=y*xx, (x*y)" =x"xy"

(iv) Si x est inversible, x" est inver-
sible et (x™)~ = (x~1)".

Notation

Si x € E inversible et n € IN, on note x~"* 'élément (x~1)".
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3 Régularité 4 Groupe produit

Propriété : Groupe produit

Soit! E un ensemble muni d'une loi de composition interne associative x et
possédant un élément neutre e.

Définition : Régularité
Soit x € E. On dit que x est régulier (ou simplifiable)
o agauchelorsque Va,beE, xxa=xxb=a=>b
o adroite lorsque Va,beE, axx=bxx=a=b

On dit que x est régulier lorsqu’il I'est a gauche et a droite.

Propriété

Tout élément inversible de (E, %) est réqulier.

Si (G, %) est un groupe, alors tout élément de G est régulier.

Si (G, %) est une groupe et a€ G fixé.
G — G G — G

Les applications ¢ : ety sont bijectives.

X — axXx X — XXxa

Si (G, %) est une groupe et a € G fixé.

G={axx, xeGl={xxa, xeG}.

1. On dit que (E, ) est un monoide.

Soit (G, x) et (H,A) des groupes.
Pour tout (g, h) et (g',h') dans G x H, on pose

(& WT (g, h)=(g*g hAH).

Alors (G x H,T) a une structure de groupe.
Si, de plus, les lois x et A sont commutatives, alors T Iest.

5 Sous-groupes

9 Définition et caractérisation

-~ -

Définition : Sous-groupe

Soit (G, *) groupe. On note x| la restriction a H? de la loi *.

On dit que H est un sous-groupe de (G, *) si H < G et (H, x|y2) est un
groupe.

On note parfois H < G.

Propriété : Sous-groupes triviaux

Soit (G,x) groupe. G et {eg} sont des sous-groupes de (G,*) appelés sous-
groupes triviaux.

Soit H un sous-groupe de (G, %).

(i) (H,x) posseéde le méme élément neutre que (G, x).

(ii) Si x € H, alors x a méme inverse dans (H, %) et dans (G, x).
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Propriété : caractérisation des sous-groupes

Soit (G, ) un groupe (multiplicatif). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) H est un sous-groupe de (G, x)

HcG

H#J (ege H)

H est stable par x : Vx,ye H, xxy€e€ H

(ii) <
H est stable par inverse : Yxe H, x ‘e H

HcG
(iii) { H#2 (ege H)

Vx,yeH, xxyleH

Q Intersection et réunion

Soit (G, %) un groupe et (H;)c; une famille de sous-groupes de (G, x). Alors
Nier H; est un sous-groupe de (G, x).

G Sous-groupes de (Z, +)

Notation

Pour tout a € Z, on note aZ = {ak, k€ Z}.

Propriété : Sous-groupes de (Z, +)

Les sous-groupes G de (Z,+) sont exactement les aZ pour a € IN.
De plus, si G # {0}, a=min(GNIN*).

6 Morphismes

0 Définition
Définition
Soient (G, ) et (G, ¢) deux groupes.
f:(G, %) = (G',#) est un morphisme de groupes si et seulement si

MG) VY(x,peG? fxxy)=fx)efy)

Définition

Lorsque (G, x) = (G, »), on parle d’endomorphisme de groupes.

Lorsque f est bijective, on parle d’isomorphisme.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et G/, on dit que G et G’ sont
isomorphes.

Lorsque f est bijective et G = G/, on parle d’automorphisme.

Si f:(G, %) — (G’,-) est un morphisme de groupes, alors f(eg) = eq: et pour
tout x € G, f (sym(x)) = sym(f(x)).

Propriété

En notation multiplicative, si f: (G,x) — (G, ) est un morphisme de groupes,
pour tout x € G et pour tout ke Z, f (x¥) = f(x)*.

Propriété

Si f:(G,x)— (G,e) et g:(G,e) — (G",A) sont des morphismes de groupes,
alors g o f en est encore un.
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G Noyau et image e Isomorphismes

Soit f:(G,*) — (G, ) un isomorphisme de groupes.

Soit f: (G,*) — (G, ¢) un morphisme de groupes. , :
Alors f~1 est un isomorphisme du groupe (G', ) sur le groupe (G, *).

e On appelle noyau de f 1’ensemble
Ker f = fV (feg)) = ix€G | f(x) = e} G.

Ainsi, xeKer f < f(x) = eg'.

e On appelle image de f I'ensemble

Imf = f(G)={f(x), xe G} <G II ANNEAUX ET CORPS

Ainsi, yeIm f <= 3Jx€ G, y=f(x).

1 Anneaux

Définition : Distributivité
Soit f:(G,x) — (G',) un morphisme de groupe.
o . Soit E un ensemble et * et T deux lois de composition interne sur E, on
o e ety o 6 ezl 59 1 f = el dit que * est distributive sur T lorsque
o f est surjectif si et seulement silm f = G'.

V(x,y,2) € E3, Xxx (YyTz)=x*xy)T(x*kz)et(yTz)kx=(y*xx)T(z*x).

Soit f: (G, *) — (G, ) un morphisme de groupes. Définition : Anneau
(i) Si H est un sous-groupe de (G, %), alors f(H) est un sous-groupe de (G', ) On dit que (4, +, x) est un anneau lorsque
(ii) Si H' est un sous-groupe de (G',s), "V (H') est un sous-groupe de (G, *). (A1) (A,+) est un groupe abélien. L'élément neutre est noté 04.

(A2) x estune loi de composition interne associative admettant un élé-
ment neutre appelé unité de A, noté 14.

(A3) x est distributive sur +.

Soit f: (G, %) — (G', ) un morphisme de groupes. Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que (4, +, x) est un anneau

Alors Ker f est un sous-groupe de (G, %) et Im f est un sous-groupe de (G', s). commutatif.
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2 Groupe des inversibles

Définition

Soit (4, +, x) un anneau.

ac A est dit inversible si et seulement s’il est symétrisable pour x.

Son symétrique est appelé inverse de a, noté a!.

On note Uy ou U(A) ou A* I’ensemble des inversibles de A.

Propriété : Groupe des inversibles

Si (A, +, x) anneau, alors (Ua, x) est un groupe appelé groupe des inversibles
de A.

3 Calculs dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau. Soient a,be A et ne IN.
e Siaxb=bxa,
(ab)" =a"b".
o Formule du binéme de Newton : Siaxb=bxa,
" n
(a+b)"=Y | |a*p" .
=0 \k
o Factorisation® de a” —b" :Siaxb=bxa
a"-b"=(a-b)(a" ' +a"b+a" 3. +ab"r+ ")
n-1
— (a_ b) Z akbn_l_k.
k=0
o Somme géométrique : En particulier, pour tout x € A;

n-1
1a—x"=(1a-x)x ) x*
k=0

a. parfois appelée formule de Bernoulli

4 Corps
Définition
Soit K un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur K. On dit
que (K, +, x) est un corps lorsque

e (K, +, x) est un anneau commutatif.

o K\ {0} est non vide et tous ses éléments sont inversibles (c’est-a-dire
K # {0} et Ug = K* =K\ {0k}.)

ou, de maniere équivalente,
e (K, +) est un groupe abélien,
o (K\{0K}, x) est un groupe,

e x est commutative et distributive sur +.

5 Intégrité

-~ -

Définition : Anneau integre

Un anneau (4, +, x) est dit integre si
e A est commutatif,
o A#{0y} c'est-a-dire 14 #04,

¢ An’admet aucun diviseur de zéro, c’est-a-dire

Va,beA axb=04=—=a=0s40ub=04.

Soit (A, +, x) un anneau intégre, n€ IN* et (ay,...,a,) € A™.
Si pour tout k€ [1,n], ar #04, alors ay x -+ x an #04.

Propriété

Soit (A, +, x) un anneau integre.
Tout élément non nul de A est régqulier (ie simplifiable) pour x
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Propriété : Caractérisation des sous-anneaux

B est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si

Tout corps est un anneau commutatif intégre.
La réciproque est fausse.
Bc A

(B, +) est un sous-groupe de (A, +)

Best stable par x : Yx,y€B, xxy€B

6 Anneau produit 14€B

Propriété : Groupe produit ou, de maniere équivalente,

Soit (A, +, x) et (B, ®,®) des anneaux.
Pour tout (a, b) et (a',b") dans Ax B, on pose Bc A

(a,b)+(d',b') = (a+d,bo D) 1,€B
(a,b) x (af,b’) = (aka',bobb’) Vx,yEB, x+y€B, —x€B et xxy€eB
ou encore
Alors (A x B, +, x) a une structure d’anneau. Bc A
1,€B

Si, de plus, les lois x et ® sont commutatives, alors x ’est.
Vx,yeB, x—yeEB et xxyeB

Si (A, +, x) et (B, +, x) sont deux anneaux, alors Uaxg = Up x Ug.
Définition : Sous-corps

De plus, si (a,b) € Uaxg, alors (a,b)"! = (a”!,b71).
Soit (K, +, x) un corps. On dit que (I, +, x) est un sous-corps de (K, +, x)

lorsque L c K et (L, +|y2, x|y2) est un corps.

7 Sous-anneau et sous-corps
- - Propriété : Caractérisation des sous-corps

Définition : Sous-anneau
L ) K . .
Soit (A,+,x) un anneau. On dit que B est un sous-anneau de (4, +, x) (L, +, ) est un sous-corps de (K, +,x) si et seulement si
lorsque
LcK

e BC A
e 1,€B (IL, +) est un sous-groupe de (K, +)

L\ {0}, x) est un sous-groupe de (IK\ {0}, x)

e (B,+lp2, x|g2) est un anneau.
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ou, de maniere équivalente,

LcK

Lok} #2 (Akel)
Vx,yelL, x—yel
Vx,yeL\{0k}, xy tel

8 Morphismes d’anneaux

-~ -

Définition : Morphisme d’anneaux

Soient (4,+, x) et (A’, ®,®) deux anneaux.
fi(A+x)— (A’ , 9, ®) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

(MAL1) VY (a,b)e A%, f(a+b)=f(a)® f(b)

(ie f:(A+) — (A',®) morphisme de groupes)
(MA2) VY (a,b)e A%, f(axDb)=f(a)® f(b)
(MA3) f(14)=1n

On parle aussi, d’endomorphisme, d"isomorphisme et d’automorphisme
d’anneaux.

Kerf=fCY ({04 ={ac Al f(a)=04} estle noyau de f.
Im f = f(A) ={f(x), x€ A} est 'image de f.

Soit f: (A, +,x) — (B,®,®) est un morphisme d’anneaux.
(i) Si a est inversible dans A, alors f(a) Uest dans B et f(a™) = (f(@) .
(ii) Si f est un isomorphisme alors f‘1 :(B,®,®) — (A, +, x) est aussi un isomor-
phisme d’anneau.
(iii) Si g : (B,®,®) — (C,+,%) est aussi un morphisme d’anneau, alors
gof:(A+, x)— (C,+, x) Uest encore.

111

-

Définition : Morphisme de corps
Soient (K, +, x) et (K',®,®) deux corps.

[0+, %) — (]K’,ea,@) est un morphisme de corps si et seulement s’il
s’agit d’un morphisme d’anneaux.

TIF

IDEAL D’UN ANNEAU COMMUTA-

1 Généralités
® Définition : Idéal
Soit (4, +, x) un anneau commutatif et = A. On dit que I est un idéal de
(A, +, x) lorsque
(I1) I estun sous-groupe de (4, +)
(I2) YVae A, Vxel, axel.

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. {04} et A sont des idéaux (triviaux) de
(A, +, x).
Ce sont les seuls idéaux si de plus (A, +, x) est un corps.

Soit f: (A, +,x) — (A, ®,®) un morphisme d’anneau. Alors Ker f est un idéal de
(A, +, x).
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2 Somme et intersection d’idéaux

Soit (4, +, x) un anneau commutatif.

Soient I, ] des idéaux de A. On note
I+]={x+y xel,ye]}

(i) I+ ] estun idéal.

11 s’agit du plus petit idéal de A (au sens de 'inclusion) contenant les idéaux 1
@ Jf

(ii) In]J est un idéal.

Il s’agit du plus grand idéal de A (au sens de l'inclusion) contenu dans les
idéaux I et J.

3 Idéal principal

Soit (4, +, x) un anneau commutatif.

Soit x € A. On note

(x)=xA={xa,a€ A}.

C’est un idéal de A, appelé idéal engendré par x.

-~ -

Définition : Idéal et anneau principal

o Tout idéal de la forme (x) (donc engendré par un seul élément) est dit
principal.

e Un anneau commutatif est dit principal lorsque
(AP1) C’est un anneau integre

(AP2) Tous ses idéaux sont principaux.

Théoréme

L'anneau 7. est principal.

4 Divisibilité dans un anneau intégre

Soit (4, +, x) un anneau commutatif integre.
Définition : Divisibilité
Soient a, b € A.

On dit que b divise a ou que a est multiple de b lorsqu’il existe g € A tel
que a = bq. On note b|a.
a et b sont dit associés lorsque alb et b|a.

Propriété : Caractérisation avec les idéaux

Soient a,b € A.
b divise a si et seulement si a € (b) si et seulement si (a) < (b).

Soient a,b € A.

a et b sont associés si et seulement si (a) = (b) si et seulement s’il existe g € Uy
tel que b= qa.
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) 4 PGCD de deux polynémes
IV ARITHMETIOUE SUR K[X] SO

Définition : PGCD

Dans cette partie, K désigne un sous-corps de C, comme, Q, R ou C. Soient A, B € IK[X] non tous les deux nuls.
I=(A)+ (B) = AK[X] + BK[X] = {AU + BV, U,V € K[X]} est un idéal non

réduit a zéro de K[X].
1 L’anneau K [X] Son unique générateur unitaire est appelé pged de A et B, noté AA B.

(K[X], +, x) est un anneau commutatif et inteégre. Propriété : Relation de Bézout

Son groupe des inversibles est Uy x; = Ko [X]\{0} = {polyndmes constants non nuls}.
Si A, B € K[X], on peut trouver U,V € IK[X] tels que AU+ BV = AAB.

Corollaire Propriété : Caractérisation

Si BQ e K[X], P et Q sont associés si et seulement s’il existe A € IK* tel que .
P=10Q. Soit (A, B) # (0,0).

D est unitaire
D=AANB << D|AetD|B
VCeIK[X], (C|AetC|B)=— C|D

2 K[X] est un anneau euclidien
11 s’agit donc du plus grand diviseur unitaire au sens de la division.

Théoréme : Division euclidienne polynomiale

Soient A, B € K[X] avec B #0. Alors il existe un unique couple (Q, R) € IK[X] tel .
que A=BQ+R et degR < degB. Définition

A, B € K[X] sont dits premiers entre eux lorsque AA B =1, c’est-a-dire
lorsque les seuls diviseurs communs sont les polyndmes constants non nuls.

3 K[X] est anneau principal
Théoréme : de Bézout
Soit A,BeK[X].

L'anneau IK[X] est principal. AANB=1<=3U,VeK[X], AU+BV =1

STRUCTURES ALGEBRIQUES - page 10


https://mp1.prepa-carnot.fr
https://mp1.prepa-carnot.fr

VERSION DU 7 SEPTEMBRE 2020

J. LAROCHETTE

Soient A, B, C € K[X].

(i) ANABC=1<—AAB=AAC=1
(i) SiD=ANAB,ona Ay, By e K[X] tels que A=DA,, B=DB; et Ay AB; =1.

Théoréme : Lemme de Gaufs

Soient A, B, C e K[X].
Si A|BC et ANB =1, alors A|C.

Propriété : Cas des polyndmes scindés

Si Aou B est scindé,
ANB=1<= Aet Bn'ont pas de racine commune.

5 PGCD d’une famille finie de polynomes

Soit ne IN\ {0,1}.
“  Définition : pgcd de n polynémes B

n
Soient (Ay, ..., An) € K[X])™\{(0,...,0)}. Onnote D = AjAAsA---NA, = /\ Ag
k=1

l'unique polynéme unitaire tel que A;K[X]+ -+ A,K[X] = DK[X].

(i) Associativité: ANBAC=(AAB)AC=AA(BAC).
n
(ii) Les diviseurs communs a A, ..., A, sont exactement les diviseurs de /\ Ap.
k=1

(iii) Relation de Bézout On a Uy,....U, € K[X] tels que

n
AUr+--AgUp = N Ay
k=1

Définition : Polynémes premiers entre eux dans leur en-

semble
Ay,..., A, sont dits premiers entre eux dans leur ensemble lorsque

n
/\ Ak =1, c'est-a-dire que le seul diviseur unitaire commun a tous les A
k=1
est 1.
sont dits premiers entre eux deux a deux lorsque

Al,..., Ap
Vl'?fj, Ai/\AjZI.

Propriété
Premiers entre eux deux a deux = premiers entre eux dans leur ensemble, mais

la réciproque est fausse pour plus de deux polynomes.

Théoréeme : de Bézout
Ay,..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement si on a

U,..., Uy tels que AjUy ++--+ AUy = 1.

Si Ay,..., A, sont premiers entre eux deux a deux et divisent B, alors A, --- A,|B.

6 Polyndmes irréductibles
“  Définition : Polyndéme irréductible

On appelle polynéme irréductible tout polyndéme P € IK[X] non constant
dont les seuls diviseurs sont les A et AP pour A € K*, c’est-a-dire tels que

P=UV = UouV inversible.
Les autres polynomes sont dits réductibles.
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Théoreme : Décomposition en produit d’irréductibles

Tout AeIK[X]\{0} s’écrit de maniere unique a I’ordre des facteurs pres sous la
forme

a a
A= AP ... P

ot k € N, A € K*, Py,..., P, irréductibles deux a deux distincts unitaires,
ai,...,ap € IN*,

Alors A=cdA, Py,..., Py sont les diviseurs irréductibles unitaires de A.

Si A= AP ---P;* et B = prl ~--P£’“ décompositions en irréductibles (avec
exposants éventuellement nuls), alors

AN B = pmintanpfy) | pmin(ag,fi)
1 k :

7 PPCM (Complément)

°  Définition
Le PPCM de deux polyndmes A, B non nuls est l'unique générateur uni-
taire Av B de I'idéal AK[X] n BIK[X] des multiples communs a A eta B.
On a donc AK[X]nBIK[X] = (Av B)K[X].
On peut poser 0v 0 =0.

(i) 1l s’agit du plus petit multiple unitaire commun a A et a B au sens de la
division.
(ii) Si A= AP ---P* et B= uPlﬁ ! P,f" décompositions en irréductibles (avec
exposant éventuellement nuls), alors

_ pmax(a,f1) max(ag,fr)
AVB=P, ---Pk .

(iii) On a toujours que AB et (AN B)(AV B) sont associés (donc égaux a normalisa-
tion pres).

Vv LA STRUCTURE D’ALGEBRE

1 Algebre et sous-algebre

-~ -

Définition : Structure d’algebre

On dit que (#, +, x, ) est une KK-algebre lorsque
o (o, +,") est une K-espace vectoriel,

o (gf,+,x) est un anneau,

o Pseudo-associativité : VA€, Vx,yeol, A-(xxy)=A-x)xy=xx(A-y).

On a aussi une notion de sous-algebre : ¢’est simultanément un sous-espace

vectoriel et un sous-anneau, donc stable par combinaisons linéaires et par produit et
contenant 'unité.

Propriété : Caractérisation des sous-algebres

Soit (o, 4+, x,-) est une IK-algebre. 9B est une sous-algebre de (o, +, x,-) lorsque
(SAll) BcoA

(SAI2) 14€ %
(SAI3) Vx,ye B, YVAeK, x+Aye B
(SAl4) Vx,ye B, YVAeK, xxyeRB

2 Morphismes d’algebres

Définition : Morphisme d’algebre
Soit (o, +,x,+), (B, +,%,) et f:of — B.
On dit que f est un morphisme d’algebres lorsque
(MAI1) f estlinéaire,

(MAI2) Vx,yeod, flxxy)=f(x)xf()
(MAIB) f(ly)=1g.
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